 主元分析(PCA)理论分析及应用
什么是PCA?


PCA是Principal component analysis的缩写，中文翻译为主元分析。它是一种对数据进行分析的技术，最重要的应用是对原有数据进行简化。正如它的名字：主元分析，这种方法可以有效的找出数据中最“主要”的元素和结构，去除噪音和冗余，将原有的复杂数据降维，揭示隐藏在复杂数据背后的简单结构。它的优点是简单，而且无参数限制，可以方便的应用与各个场合。因此应用极其广泛，从神经科学到计算机图形学都有它的用武之地。被誉为应用线形代数最价值的结果之一。

在以下的章节中，不仅有对PCA的比较直观的解释，同时也配有较为深入的分析。首先将从一个简单的例子开始说明PCA应用的场合以及想法的由来，进行一个比较直观的解释；然后加入数学的严格推导，引入线形代数，进行问题的求解。随后将揭示PCA与SVD(Singular Value Decomposition)之间的联系以及如何将之应用于真实世界。最后将分析PCA理论模型的假设条件以及针对这些条件可能进行的改进。
一个简单的模型

在实验科学中我常遇到的情况是，使用大量的变量代表可能变化的因素，例如光谱、电压、速度等等。但是由于实验环境和观测手段的限制，实验数据往往变得极其的复杂、混乱和冗余的。如何对数据进行分析，取得隐藏在数据背后的变量关系，是一个很困难的问题。在神经科学、气象学、海洋学等等学科实验中，假设的变量个数可能非常之多，但是真正的影响因素以及它们之间的关系可能又是非常之简单的。

下面的模型取自一个物理学中的实验。它看上去比较简单，但足以说明问题。如图表1所示。这是一个理想弹簧运动规律的测定实验。假设球是连接在一个无质量无摩擦的弹簧之上，从平衡位置沿
[image: image1.wmf]x

轴拉开一定的距离然后释放。
[image: image2.png]camera C






图表 1


对于一个具有先验知识的实验者来说，这个实验是非常容易的。球的运动只是在x轴向上发生，只需要记录下
[image: image3.wmf]x

轴向上的运动序列并加以分析即可。但是，在真实世界中，对于第一次实验的探索者来说（这也是实验科学中最常遇到的一种情况），是不可能进行这样的假设的。那么，一般来说，必须记录下球的三维位置
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。这一点可以通过在不同角度放置三个摄像机实现（如图所示），假设以
[image: image5.wmf]Hz
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的频率拍摄画面，就可以得到球在空间中的运动序列。但是，由于实验的限制，这三台摄像机的角度可能比较任意，并不是正交的。事实上，在真实世界中也并没有所谓的
[image: image6.wmf]}
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轴，每个摄像机记录下的都是一幅二维的图像，有其自己的空间坐标系，球的空间位置是由一组二维坐标记录的：
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。经过实验，系统产生了几分钟内球的位置序列。怎样从这些数据中得到球是沿着某个轴运动的规律呢？怎样将实验数据中的冗余变量剔除，化归到这个潜在的轴上呢？

这是一个真实的实验场景，数据的噪音是必须面对的因素。在这个实验中噪音可能来自空气、摩擦、摄像机的误差以及非理想化的弹簧等等。噪音使数据变得混乱，掩盖了变量间的真实关系。如何去除噪音是实验者每天所要面对的巨大考验。

上面提出的两个问题就是PCA方法的目标。PCA主元分析方法是解决此类问题的一个有力的武器。下文将结合以上的例子提出解决方案，逐步叙述PCA方法的思想和求解过程。
线形代数：基变换

从线形代数的角度来看，PCA的目标就是使用另一组基去重新描述得到的数据空间。而新的基要能尽量揭示原有的数据间的关系。在这个例子中，沿着某
[image: image8.wmf]x

轴上的运动是最重要的。这个维度即最重要的“主元”。PCA的目标就是找到这样的“主元”，最大程度的去除冗余和噪音的干扰。
A.   标准正交基
为了引入推导，需要将上文的数据进行明确的定义。在上面描述的实验过程中，在每一个采样时间点上，每个摄像机记录了一组二维坐标
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，综合三台摄像机数据，在每一个时间点上得到的位置数据对应于一个六维列向量。
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如果以
[image: image12.wmf]Hz
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的频率拍摄10分钟，将得到
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个这样的向量数据。
      抽象一点来说，每一个采样点数据
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r

都是在
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维向量空间（此例中
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）内的一个向量，这里的
[image: image17.wmf]m

是牵涉的变量个数。由线形代数我们知道，在
[image: image18.wmf]m

维向量空间中的每一个向量都是一组正交基的线形组合。最普通的一组正交基是标准正交基，实验采样的结果通常可以看作是在标准正交基下表示的。举例来说，上例中每个摄像机记录的数据坐标为
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，这样的基便是
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或是其他任意的基呢？原因是，这样的标准正交基反映了数据的采集方式。假设采集数据点是
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基下），因为一般的观测者都是习惯于取摄像机的屏幕坐标，即向上和向右的方向作为观测的基准。也就是说，标准正交基表现了数据观测的一般方式。
      在线形代数中，这组基表示为行列向量线形无关的单位矩阵。

[image: image25.wmf]1

0

0

0

1

0

0

0

1

=

=

2

1

L

M

O

M

M

L

L

M

m

b

b

b

B


B.   基变换
从更严格的数学定义上来说，PCA回答的问题是：如何寻找到另一组正交基，它们是标准正交基的线性组合，而且能够最好的表示数据集？
      这里提出了PCA方法的一个最关键的假设：线性。这是一个非常强的假设条件。它使问题得到了很大程度的简化：1）数据被限制在一个向量空间中，能被一组基表示；2）隐含的假设了数据之间的连续性关系。
      这样一来数据就可以被表示为各种基的线性组合。令
[image: image26.wmf]X

表示原数据集。
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是一个
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的矩阵，它的每一个列向量都表示一个时间采样点上的数据
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，在上面的例子中，
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表示转换以后的新的数据集表示。
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是他们之间的线性转换。
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有如下定义：
        
[image: image34.wmf]i

p

表示
[image: image35.wmf]P

的行向量。
        
[image: image36.wmf]i

x

表示
[image: image37.wmf]X

的列向量（或者
[image: image38.wmf]X

r

）。
        
[image: image39.wmf]i

y

表示
[image: image40.wmf]Y

的列向量。
公式(1)表示不同基之间的转换，在线性代数中，它有如下的含义：
                      
[image: image41.wmf]P

是从
[image: image42.wmf]X

到
[image: image43.wmf]Y

的转换矩阵。
                      几何上来说，
[image: image44.wmf]P

对
[image: image45.wmf]X

进行旋转和拉伸得到
[image: image46.wmf]Y

。
                      
[image: image47.wmf]P

的行向量，
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是一组新的基，而
[image: image49.wmf]Y

是原数据在这组新的基表示下得到的重新表示。
下面是对最后一个含义的显式说明：
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的列向量：
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可见
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y

表示的是
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x

与
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中对应列的点积，也就是相当于是在对应向量上的投影。所以，
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的行向量事实上就是一组新的基。它对原数据
[image: image57.wmf]X

进行重新表示。在一些文献中，将数据
[image: image58.wmf]X

成为“源”，而将变换后的
[image: image59.wmf]Y

称为“信号”。这是由于变换后的数据更能体现信号成分的原因。
C.   问题
在线性的假设条件下，问题转化为寻找一组变换后的基，也就是
[image: image60.wmf]P

的行向量
[image: image61.wmf]}
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，这些向量就是PCA中所谓的“主元”。问题转化为如下的形式：
        怎样才能最好的表示原数据
[image: image62.wmf]X

？
        
[image: image63.wmf]P

的基怎样选择才是最好的？
解决问题的关键是如何体现数据的特征。那么，什么是数据的特征，如何体现呢？
方差和目标
      “最好的表示”是什么意思呢？下面的章节将给出一个较为直观的解释，并增加一些额外的假设条件。在线性系统中，所谓的“混乱数据”通常包含以下的三种成分：噪音、旋转以及冗余。下面将对这三种成分做出数学上的描述并针对目标作出分析。
A.   噪音和旋转
噪音对数据的影响是巨大的，如果不能对噪音进行区分，就不可能抽取数据中有用的信息。噪音的横梁有多种方式，最常见的定义是信噪比(signal-to-noise ratio)，或是方差比
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(2)

比较大的信噪比表示数据的准确度高，而信噪比低则说明数据中的噪音成分比较多。那么怎样区分什么是信号，什么是噪音呢？这里假设，变化较大的信息被认为是信号，变化较小的则是噪音。事实上，这个标准等价于一个低通的滤波器，是一种标准的去噪准则。而变化的大小则是由方差来描述的。
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它表示了采样点在平均值两侧的分布，对应于图表2(a)就是采样点云的“胖瘦”。显然的，方差较大，也就是较“宽”较“胖”的分布，表示了采样点的主要分布趋势，是主信号或主要分量；而方差较小的分布则被认为是噪音或次要分量。
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图表 2
：(a)摄像机A的采集数据。图中黑色垂直直线表示一组正交基的方向。
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是采样点云在长线方向上分布的方差，而
[image: image69.wmf]2

noise

σ

是数据点在短线方向上分布的方差。(b)对
[image: image70.wmf]P

的基向量进行旋转使SNR和方差最大。

假设摄像机A拍摄到的数据如图表2(a)所示，圆圈代表采样点，因为运动理论上是只存在于一条直线上，所以偏离直线的分布都属于噪音。此时描述的就是采样点云在某对垂直方向上的概率分布的比值。那么，最大限度的揭示原数据的结构和关系，找出某条潜在的，最优的
[image: image71.wmf]x

轴，事实上等价寻找一对空间内的垂直直线（图中黑线表示，也对应于此空间的一组基），使得信噪比尽可能大的方向。容易看出，本例中潜在的
[image: image72.wmf]x

轴就是图上的较长黑线方向。那么怎样寻找这样一组方向呢？直接的想法是对基向量进行旋转。如图表2(b)所示，随着这对直线的转动以及方差的变化情况。应于最大值的一组基，就是最优的“主元”方向。在进行数学中求取这组基的推导之前，先介绍另一个影响因素。
B.   冗余
有时在实验中引入了一些不必要的变量。可能会使两种情况：1）该变量对结果没有影响；2）该变量可以用其它变量表示，从而造成数据冗余。下面对这样的冗余情况进行分析和分类。
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图表 3
：可能冗余数据的频谱图表示。
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和
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分别是两个不同的观测变量。
（比如例子中的
[image: image76.wmf]A

x

，
[image: image77.wmf]B

x

）。最佳拟合线用
[image: image78.wmf]1
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虚线表示。
       如图表3所示，它揭示了两个观测变量之间的关系。(a)图所示的情况是低冗余的，从统计学上说，这两个观测变量是相互独立的，它们之间的信息没有冗余。而相反的极端情况如(c)，和高度相关，完全可以用表示。一般来说，这种情况发生可能是因为摄像机A和摄像机B放置的位置太近或是数据被重复记录了，也可能是由于实验设计的不合理所造成的。那么对于观测者而言，这个变量的观测数据就是完全冗余的，应当去除，只用一个变量就可以表示了。这也就是PCA中“降维”思想的本源。
C.   协方差矩阵
对于上面的简单情况，可以通过简单的线性拟合的方法来判断各观测变量之间是否出现冗余的情况，而对于复杂的情况，需要借助协方差来进行衡量和判断：
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[image: image80.wmf]A

，
[image: image81.wmf]B

分别表示不同的观测变量所记录的一组值，在统计学中，由协方差的性质可以得到：
        
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相互独立。
        
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等价的，将
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写成行向量的形式：
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协方差可以表示为：
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那么，对于一组具有
[image: image92.wmf]m

个观测变量，
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个采样时间点的采样数据
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，将每个观测变量的值写为行向量，可以得到一个的矩阵：
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接下来定义协方差矩阵如下：
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(5)

容易发现协方差矩阵性质如下：
        
[image: image97.wmf]X

C

是一个
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的平方对称矩阵。
        
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C

对角线上的元素是对应的观测变量的方差。
        非对角线上的元素是对应的观测变量之间的协方差。
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协方差矩阵
[image: image101.wmf]X

C

包含了所有观测变量之间的相关性度量。更重要的是，根据前两节的说明，这些相关性度量反映了数据的噪音和冗余的程度。
        在对角线上的元素越大，表明信号越强，变量的重要性越高；元素越小则表明可能是存在的噪音或是次要变量。
        在非对角线上的元素大小则对应于相关观测变量对之间冗余程度的大小。
一般情况下，初始数据的协方差矩阵总是不太好的，表现为信噪比不高且变量间相关度大。PCA的目标就是通过基变换对协方差矩阵进行优化，找到相关“主元”。那么，如何进行优化？矩阵的那些性质是需要注意的呢？
D.   协方差矩阵的对角化
总结上面的章节，主元分析以及协方差矩阵优化的原则是：1）最小化变量冗余，对应于协方差矩阵的非对角元素要尽量小；2）最大化信号，对应于要使协方差矩阵的对角线上的元素尽可能的大。因为协方差矩阵的每一项都是正值，最小值为0，所以优化的目标矩阵的非对角元素应该都是0，对应于冗余最小。所以优化的目标矩阵
[image: image102.wmf]Y

C

应该是一个对角阵。即只有对角线上的元素可能是非零值。同时，PCA假设
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所对应的一组变换基
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必须是标准正交的，而优化矩阵对角线上的元素越大，就说明信号的成分越大，换句话就是对应于越重要的“主元”。

对于协方差矩阵进行对角化的方法很多。根据上面的分析，最简单最直接的算法就是在多维空间内进行搜索。和图表2(a)的例子中旋转
[image: image105.wmf]P

的方法类似：
1） 在
[image: image106.wmf]m

维空间中进行遍历，找到一个方差最大的向量，令作
[image: image107.wmf]1

p

。
2） 在与垂直的向量空间中进行遍历，找出次大的方差对应的向量，记作
[image: image108.wmf]2

p

。
3） 对以上过程循环，直到找出全部
[image: image109.wmf]m

的向量。它们生成的顺序也就是“主元”的排序。
这个理论上成立的算法说明了PCA的主要思想和过程。在这中间，牵涉到两个重要的特性：a)转换基是一组标准正交基。这给PCA的求解带来了很大的好处，它可以运用线性代数的相关理论进行快速有效的分解。这些方法将在后面提到。b）在PCA的过程中，可以同时得到新的基向量所对应的“主元排序”，利用这个重要性排序可以方便的对数据进行光顺、简化处理或是压缩。
A.   PCA的假设和局限
PCA的模型中存在诸多的假设条件，决定了它存在一定的限制，在有些场合可能会造成效果不好甚至失效。对于学习和掌握PCA来说，理解这些内容是非常重要的，同时也有利于理解基于改进这些限制条件的PCA的一些扩展技术。

PCA的假设条件包括：
1.       线形性假设。
如同文章开始的例子，PCA的内部模型是线性的。这也就决定了它能进行的主元分析之间的关系也是线性的。现在比较流行的kernel-PCA的一类方法就是使用非线性的权值对原有PCA技术的拓展。
2.       使用中值和方差进行充分统计。
使用中值和方差进行充分的概率分布描述的模型只限于指数型概率分布模型。（例如高斯分布），也就是说，如果我们考察的数据的概率分布并不满足高斯分布或是指数型的概率分布，那么PCA将会失效。在这种模型下，不能使用方差和协方差来很好的描述噪音和冗余，对教化之后的协方差矩阵并不能得到很合适的结果。
             事实上，去除冗余的最基础的方程是：
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其中
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代表概率分布的密度函数。基于这个方程进行冗余去除的方法被称作独立主元分析(ICA)方法(Independent Component Analysis)。不过，所幸的是，根据中央极限定理，现实生活中所遇到的大部分采样数据的概率分布都是遵从高斯分布的。所以PCA仍然是一个使用于绝大部分领域的稳定且有效的算法。
3.       大方差向量具有较大重要性。
PCA方法隐含了这样的假设：数据本身具有较高的信噪比，所以具有最高方差的一维向量就可以被看作是主元，而方差较小的变化则被认为是噪音。这是由于低通滤波器的选择决定的。
4.       主元正交。
PCA方法假设主元向量之间都是正交的，从而可以利用线形代数的一系列有效的数学工具进行求解，大大提高了效率和应用的范围。
PCA求解：特征根分解
      在线形代数中，PCA问题可以描述成以下形式：
寻找一组正交基组成的矩阵
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，有
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是对角阵。则
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的行向量（也就是一组正交基），就是数据
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的主元向量。
      对
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进行推导：
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      定义
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，则
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是一个对称阵。对
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进行对角化求取特征向量得：
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      则
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是一个对角阵而
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则是对称阵
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的特征向量排成的矩阵。

这里要提出的一点是，
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是一个
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的矩阵，而它将有
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个特征向量。其中
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是
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矩阵的秩。如果
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，则
[image: image133.wmf]A

即为退化阵。此时分解出的特征向量不能覆盖整个
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空间。此时只需要在保证基的正交性的前提下，在剩余的空间中任意取得
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维正交向量填充
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的空格即可。它们将不对结果造成影响。因为此时对应于这些特征向量的特征值，也就是方差值为零。

求出特征向量矩阵后我们取
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，由线形代数可知矩阵
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有性质
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      可知此时的
[image: image143.wmf]P

就是我们需要求得变换基。至此我们可以得到PCA的结果：
        
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的主元即是
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的特征向量，也就是矩阵
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的行向量。
        矩阵
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C

对角线上第
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个元素是数据
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在方向
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的方差。
我们可以得到PCA求解的一般步骤：
1）采集数据形成
[image: image151.wmf]n

m

×

的矩阵。
[image: image152.wmf]m

为观测变量个数，
[image: image153.wmf]n

为采样点个数。
2）在每个观测变量（矩阵行向量）上减去该观测变量的平均值得到矩阵
[image: image154.wmf]X

。
3）对
[image: image155.wmf]T

XX

进行特征分解，求取特征向量以及所对应的特征根。
总结和讨论
        PCA技术的一大好处是对数据进行降维的处理。我们可以对新求出的“主元”向量的重要性进行排序，根据需要取前面最重要的部分，将后面的维数省去，可以达到降维从而简化模型或是对数据进行压缩的效果。同时最大程度的保持了原有数据的信息。
在前文的例子中，经过PCA处理后的数据只剩下了一维，也就是弹簧运动的那一维，从而去除了冗余的变量，揭示了实验数据背后的物理原理。
        PCA技术的一个很大的优点是，它是完全无参数限制的。在PCA的计算过程中完全不需要人为的设定参数或是根据任何经验模型对计算进行干预，最后的结果只与数据相关，与用户是独立的。
但是，这一点同时也可以看作是缺点。如果用户对观测对象有一定的先验知识，掌握了数据的一些特征，却无法通过参数化等方法对处理过程进行干预，可能会得不到预期的效果，效率也不高。
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图表 4
：黑色点表示采样数据，排列成转盘的形状。
容易想象，该数据的主元是或是旋转角。
如图表 4中的例子，PCA找出的主元将是
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。但是这显然不是最优和最简化的主元。
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之间存在着非线性的关系。根据先验的知识可知旋转角
[image: image159.wmf]θ

是最优的主元。则在这种情况下，PCA就会失效。但是，如果加入先验的知识，对数据进行某种划归，就可以将数据转化为以
[image: image160.wmf]θ

为线性的空间中。这类根据先验知识对数据预先进行非线性转换的方法就成为kernel-PCA，它扩展了PCA能够处理的问题的范围，又可以结合一些先验约束，是比较流行的方法。
        有时数据的分布并不是满足高斯分布。如图表5所示，在非高斯分布的情况下，PCA方法得出的主元可能并不是最优的。在寻找主元时不能将方差作为衡量重要性的标准。要根据数据的分布情况选择合适的描述完全分布的变量，然后根据概率分布式
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来计算两个向量上数据分布的相关性。等价的，保持主元间的正交假设，寻找的主元同样要使
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。这一类方法被称为独立主元分解(ICA)。
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图表 5
：数据的分布并不满足高斯分布，呈明显的十字星状。
       这种情况下，方差最大的方向并不是最优主元方向。
        PCA方法和线形代数中的奇异值分解(SVD)方法有内在的联系，一定意义上来说，PCA的解法是SVD的一种变形和弱化。对于
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的矩阵
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，通过奇异值分解可以直接得到如下形式：
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的对角阵。形式如下：
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其中
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，是原矩阵的奇异值。由简单推导可知，如果对奇异值分解加以约束：
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的向量必须正交，则矩阵
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即为PCA的特征值分解中的
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，则说明PCA并不一定需要求取
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，也可以直接对原数据矩阵
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进行SVD奇异值分解即可得到特征向量矩阵，也就是主元向量。
 计算机视学领域的应用

PCA方法是一个具有很高普适性的方法，被广泛应用于多个领域。这里要特别介绍的是它在计算机视觉领域的应用，包括如何对图像进行处理以及在人脸识别方面的特别作用。
A.   数据表示
如果要将PCA方法应用于视觉领域，最基本的问题就是图像的表达。如果是一幅
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大小的图像，它的数据将被表达为一个
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维的向量：
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在这里图像的结构将被打乱，每一个像素点被看作是一维，最直接的方法就是将图像的像素一行行的头尾相接成一个一维向量。还必须要注意的是，每一维上的数据对应于对应像素的亮度、灰度或是色彩值，但是需要划归到同一纬度上。
B.   模式识别
假设数据源是一系列的20幅图像，每幅图像都是
[image: image183.wmf]N
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大小，那么它们都可以表示为一个
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维的向量。将它们排成一个矩阵：
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      然后对它们进行PCA处理，找出主元。
为什么这样做呢？据人脸识别的例子来说，数据源是20幅不同的人脸图像，PCA方法的实质是寻找这些图像中的相似的维度，因为人脸的结构有极大的相似性（特别是同一个人的人脸图像），则使用PCA方法就可以很容易的提取出人脸的内在结构，也及时所谓“模式”，如果有新的图像需要与原有图像比较，就可以在变换后的主元维度上进行比较，则可衡量新图与原有数据集的相似度如何。
对这样的一组人脸图像进行处理，提取其中最重要的主元，即可大致描述人脸的结构信息，称作“特征脸”(EigenFace)。这就是人脸识别中的重要方法“特征脸方法”的理论根据。近些年来，基于对一般PCA方法的改进，结合ICA、kernel-PCA等方法，在主元分析中加入关于人脸图像的先验知识，则能得到更好的效果。
C.   图像信息压缩
使用PCA方法进行图像压缩，又被称为Hotelling算法，或者Karhunenand Leove(KL)变换。这是视觉领域内图像处理的经典算法之一。具体算法与上述过程相同，使用PCA方法处理一个图像序列，提取其中的主元。然后根据主元的排序去除其中次要的分量，然后变换回原空间，则图像序列因为维数降低得到很大的压缩。例如上例中取出次要的5个维度，则图像就被压缩了1/4。但是这种有损的压缩方法同时又保持了其中最“重要”的信息，是一种非常重要且有效的算法。
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