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在这一篇之前的内容是《Factor Analysis》，由于非常理论，打算学完整个课程后再写。

在写这篇之前，我阅读了 PCA、SVD 和 LDA。这几个模型相近，却都有自己的特点。本篇打

算先介绍 PCA，至于他们之间的关系，只能是边学边体会了。PCA以前也叫做 Principal factor 

analysis。 

1. 问题 

真实的训练数据总是存在各种各样的问题： 

1、 比如拿到一个汽车的样本，里面既有以“千米/每小时”度量的最大速度特征，也有“英

里/小时”的最大速度特征，显然这两个特征有一个多余。 

2、 拿到一个数学系的本科生期末考试成绩单，里面有三列，一列是对数学的兴趣程度，一

列是复习时间，还有一列是考试成绩。我们知道要学好数学，需要有浓厚的兴趣，所以

第二项与第一项强相关，第三项和第二项也是强相关。那是不是可以合并第一项和第二

项呢？ 

3、 拿到一个样本，特征非常多，而样例特别少，这样用回归去直接拟合非常困难，容易过

度拟合。比如北京的房价：假设房子的特征是（大小、位置、朝向、是否学区房、建造

年代、是否二手、层数、所在层数），搞了这么多特征，结果只有不到十个房子的样例。

要拟合房子特征‐>房价的这么多特征，就会造成过度拟合。 

4、 这个与第二个有点类似，假设在 IR中我们建立的文档‐词项矩阵中，有两个词项为“learn”

和“study”，在传统的向量空间模型中，认为两者独立。然而从语义的角度来讲，两者

是相似的，而且两者出现频率也类似，是不是可以合成为一个特征呢？ 

5、 在信号传输过程中，由于信道不是理想的，信道另一端收到的信号会有噪音扰动，那么

怎么滤去这些噪音呢？ 

 

回顾我们之前介绍的《模型选择和规则化》，里面谈到的特征选择的问题。但在那篇中

要剔除的特征主要是和类标签无关的特征。比如“学生的名字”就和他的“成绩”无关，使

用的是互信息的方法。 

而这里的特征很多是和类标签有关的，但里面存在噪声或者冗余。在这种情况下，需要

一种特征降维的方法来减少特征数，减少噪音和冗余，减少过度拟合的可能性。 

下面探讨一种称作主成分分析（PCA）的方法来解决部分上述问题。PCA 的思想是将 n

维特征映射到 k 维上（k<n），这 k 维是全新的正交特征。这 k 维特征称为主元，是重新构造

出来的 k 维特征，而不是简单地从 n 维特征中去除其余 n‐k 维特征。 

2. PCA 计算过程 

首先介绍 PCA的计算过程： 



假设我们得到的 2 维数据如下： 

 

行代表了样例，列代表特征，这里有 10 个样例，每个样例两个特征。可以这样认为，

有 10 篇文档，x 是 10 篇文档中“learn”出现的 TF‐IDF，y 是 10 篇文档中“study”出现的

TF‐IDF。也可以认为有 10辆汽车，x 是千米/小时的速度，y是英里/小时的速度，等等。 

第一步分别求 x 和 y的平均值，然后对于所有的样例，都减去对应的均值。这里 x 的均

值是 1.81，y的均值是 1.91，那么一个样例减去均值后即为（0.69,0.49），得到 

 

第二步，求特征协方差矩阵，如果数据是 3 维，那么协方差矩阵是 

 

这里只有 x和 y，求解得 

 
对角线上分别是 x 和 y的方差，非对角线上是协方差。协方差大于 0表示 x 和 y若有一



个增，另一个也增；小于 0 表示一个增，一个减；协方差为 0 时，两者独立。协方差绝对值

越大，两者对彼此的影响越大，反之越小。 

 

第三步，求协方差的特征值和特征向量，得到 

 

上面是两个特征值，下面是对应的特征向量，特征值 0.0490833989 对应特征向量为

ሺെ0.735178656, 0.677873399ሻ்，这里的特征向量都归一化为单位向量。 

 

第四步，将特征值按照从大到小的顺序排序，选择其中最大的 k 个，然后将其对应的 k

个特征向量分别作为列向量组成特征向量矩阵。 

这里特征值只有两个，我们选择其中最大的那个，这里是 1.28402771，对应的特征向

量是ሺെ	0.677873399,െ0.735178656ሻ்。 

 

第五步，将样本点投影到选取的特征向量上。假设样例数为 m，特征数为 n，减去均值

后的样本矩阵为 DataAdjust(m*n)，协方差矩阵是 n*n，选取的 k 个特征向量组成的矩阵为

EigenVectors(n*k)。那么投影后的数据 FinalData 为 

FinalDataሺm ∗ kሻ 	ൌ 	DataAdjustሺm ∗ nሻ 	ൈ 	EigenVectorsሺn ∗ kሻ 
 

这里是 

FinalData(10*1) = DataAdjust(10*2 矩阵)×特征向量ሺെ	0.677873399,െ0.735178656ሻ் 

得到结果是 

 

这样，就将原始样例的 n 维特征变成了 k 维，这 k 维就是原始特征在 k 维上的投影。 

上面的数据可以认为是 learn 和 study特征融合为一个新的特征叫做 LS特征，该特征基

本上代表了这两个特征。 

 



上述过程有个图描述： 

 

正号表示预处理后的样本点，斜着的两条线就分别是正交的特征向量（由于协方差矩阵

是对称的，因此其特征向量正交），最后一步的矩阵乘法就是将原始样本点分别往特征向量

对应的轴上做投影。 

如果取的 k=2，那么结果是 



 

这就是经过 PCA 处理后的样本数据，水平轴（上面举例为 LS 特征）基本上可以代表全

部样本点。整个过程看起来就像将坐标系做了旋转，当然二维可以图形化表示，高维就不行

了。上面的如果 k=1，那么只会留下这里的水平轴，轴上是所有点在该轴的投影。 

 

 

这样 PCA 的过程基本结束。在第一步减均值之后，其实应该还有一步对特征做方差归

一化。比如一个特征是汽车速度（0到 100），一个是汽车的座位数（2到 6），显然第二个的

方差比第一个小。因此，如果样本特征中存在这种情况，那么在第一步之后，求每个特征的

标准差σ，然后对每个样例在该特征下的数据除以σ。 

 

归纳一下，使用我们之前熟悉的表示方法，在求协方差之前的步骤是： 



 

其中xሺ௜ሻ是样例，共 m 个，每个样例 n 个特征，也就是说xሺ௜ሻ是 n 维向量。x௝
ሺ௜ሻ
是第 i 个

样例的第 j 个特征。μ是样例均值。σ௝是第 j 个特征的标准差。 

 

整个 PCA 过程貌似及其简单，就是求协方差的特征值和特征向量，然后做数据转换。

但是有没有觉得很神奇，为什么求协方差的特征向量就是最理想的 k 维向量？其背后隐藏的

意义是什么？整个 PCA的意义是什么？ 

3. PCA 理论基础 

要解释为什么协方差矩阵的特征向量就是 k 维理想特征，我看到的有三个理论：分别是

最大方差理论、最小错误理论和坐标轴相关度理论。这里简单探讨前两种，最后一种在讨论

PCA意义时简单概述。 

3.1  最大方差理论 

在信号处理中认为信号具有较大的方差，噪声有较小的方差，信噪比就是信号与噪声的

方差比，越大越好。如前面的图，样本在横轴上的投影方差较大，在纵轴上的投影方差较小，

那么认为纵轴上的投影是由噪声引起的。 

因此我们认为，最好的 k维特征是将 n 维样本点转换为 k 维后，每一维上的样本方差都

很大。 

比如下图有 5 个样本点：（已经做过预处理，均值为 0，特征方差归一） 



 

下面将样本投影到某一维上，这里用一条过原点的直线表示（前处理的过程实质是将原

点移到样本点的中心点）。 

 

假设我们选择两条不同的直线做投影，那么左右两条中哪个好呢？根据我们之前的方差

最大化理论，左边的好，因为投影后的样本点之间方差最大。 

 

这里先解释一下投影的概念： 



 

  红色点表示样例xሺ௜ሻ，蓝色点表示xሺ௜ሻ在 u上的投影，u 是直线的斜率也是直线的方向向

量，而且是单位向量。蓝色点是xሺ௜ሻ在 u 上的投影点，离原点的距离是൏ xሺ௜ሻ, ݑ ൐（即xሺ௜ሻ
்
或ݑ

者u்xሺ௜ሻ）由于这些样本点（样例）的每一维特征均值都为 0，因此投影到 u上的样本点（只

有一个到原点的距离值）的均值仍然是 0。 

  回到上面左右图中的左图，我们要求的是最佳的 u，使得投影后的样本点方差最大。 

  由于投影后均值为 0，因此方差为： 

 

  中间那部分很熟悉啊，不就是样本特征的协方差矩阵么（xሺ௜ሻ的均值为 0，一般协方差

矩阵都除以 m‐1，这里用 m）。 

用λ来表示
ଵ

௠
∑ ሺxሺ௜ሻ

்
ሻଶ௠ݑ

௜ୀଵ ，Σ表示
ଵ

௠
∑ ሺ௜ሻ௠ݔ
௜ୀଵ xሺ௜ሻ

்
，那么上式写作 

ߣ ൌ 	ݑߑܶݑ
由于 u 是单位向量，即ݑ்ݑ ൌ 1，上式两边都左乘 u 得，	
λݑ ൌ λݑ ൌ ݑߑ்ݑݑ ൌ  ݑߑ
即ݑߑ ൌ λݑ 
 

We got it！λ就是Σ的特征值，u 是特征向量。最佳的投影直线是特征值λ最大时对应的特

征向量，其次是λ第二大对应的特征向量，依次类推。 

因此，我们只需要对协方差矩阵进行特征值分解，得到的前 k大特征值对应的特征向量

就是最佳的 k 维新特征，而且这 k 维新特征是正交的。得到前 k 个 u 以后，样例xሺ௜ሻ通过以

下变换可以得到新的样本。 

xሺ௜ሻ
்
 ݑ

,ଵݑሺݑ ,ଶݑ … ,  ௡ሻ்ݑ

xሺ௜ሻሺݔଵ
ሺ௜ሻ, ଶݔ

ሺ௜ሻ, … , ௡ݔ
ሺ௜ሻሻ் 



 

其中的第 j 维就是xሺ௜ሻ在u௝上的投影。 

通过选取最大的 k 个 u，使得方差较小的特征（如噪声）被丢弃。 

这是其中一种对 PCA的解释，第二种是错误最小化。 

3.2  最小平方误差理论 

 

假设有这样的二维样本点（红色点），回顾我们前面探讨的是求一条直线，使得样本点

投影到直线上的点的方差最大。本质是求直线，那么度量直线求的好不好，不仅仅只有方差

最大化的方法。再回想我们最开始学习的线性回归等，目的也是求一个线性函数使得直线能

够最佳拟合样本点，那么我们能不能认为最佳的直线就是回归后的直线呢？回归时我们的最

小二乘法度量的是样本点到直线的坐标轴距离。比如这个问题中，特征是 x，类标签是 y。

回归时最小二乘法度量的是距离 d。如果使用回归方法来度量最佳直线，那么就是直接在原

始样本上做回归了，跟特征选择就没什么关系了。 

因此，我们打算选用另外一种评价直线好坏的方法，使用点到直线的距离 d’来度量。 

现在有 n 个样本点ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ሻ，每个样本点为ݔ m 维（这节内容中使用的符号与上面

的不太一致，需要重新理解符号的意义）。将样本点ݔ୩在直线上的投影记为x௞
ᇱ，那么我们就

是要最小化 

෍||ሺx௞
ᇱ െ ୩ሻ||ଶݔ

௡

୩ୀଵ

 

这个公式称作最小平方误差（Least Squared Error）。 

而确定一条直线，一般只需要确定一个点，并且确定方向即可。 

 

第一步确定点： 



假设要在空间中找一点x଴来代表这 n 个样本点，“代表”这个词不是量化的，因此要量

化的话，我们就是要找一个 m 维的点x଴，使得 

 
最小。其中ܬ଴ሺݔ଴ሻ是平方错误评价函数（squared‐error  criterion  function），假设 m为 n

个样本点的均值： 

 

那么平方错误可以写作： 

 

后项与ݔ଴无关，看做常量，而ܬ଴ሺݔ଴ሻ ൒ 0，因此最小化ܬ଴ሺݔ଴ሻ时， 

଴ݔ ൌ  ܕ
 。଴是样本点均值ݔ

 

第一步确定方向： 

我们从ݔ଴拉出要求的直线（这条直线要过点 m），假设直线的方向是单位向量 e。那么

直线上任意一点，比如x௞
ᇱ就可以用点 m和 e来表示 

x௞
ᇱ ൌ ܕ ൅ ܽ௞ࢋ 

 

其中a୩是x୩
ᇱ到点 m的距离。 

 

我们重新定义最小平方误差： 

 
这里的 k 只是相当于 i。ܬଵ就是最小平方误差函数，其中的未知参数是aଵ, aଶ, … , a୬和 e。 

 

实际上是求ܬଵ的最小值。首先将上式展开： 



 

 

我们首先固定 e，将其看做是常量，||e||ଶ ൌ 1，然后对a୩进行求导，得 

 

这个结果意思是说，如果知道了 e，那么将x୩
ᇱ െ 与ܕ e做内积，就可以知道了ݔ௞在 e上

的投影离 m的长度距离，不过这个结果不用求都知道。 

 

然后是固定a୩，对 e求偏导数，我们先将公式（8）代入ܬଵ，得 

 

其中   与协方差矩阵类似，只是缺少个分母

n‐1，我们称之为散列矩阵（scatter matrix）。 

 

然后可以对 e求偏导数，但是 e需要首先满足||e||ଶ ൌ 1，引入拉格朗日乘子λ，来使e்ܵ݁

最大（ܬଵ最小），令 

 

求偏导 

 

这里存在对向量求导数的技巧，方法这里不多做介绍。可以去看一些关于矩阵微积分的

资料，这里求导时可以将e்ܵ݁看作是Seଶ，将e்݁看做是eଶ。 

导数等于 0时，得 

 



两边除以 n‐1就变成了，对协方差矩阵求特征值向量了。 

从不同的思路出发，最后得到同一个结果，对协方差矩阵求特征向量，求得后特征向量

上就成为了新的坐标，如下图： 

 

这时候点都聚集在新的坐标轴周围，因为我们使用的最小平方误差的意义就在此。 

4. PCA 理论意义 

PCA 将 n 个特征降维到 k 个，可以用来进行数据压缩，如果 100 维的向量最后可以用

10 维来表示，那么压缩率为 90%。同样图像处理领域的 KL 变换使用 PCA 做图像压缩。但

PCA 要保证降维后，还要保证数据的特性损失最小。再看回顾一下 PCA 的效果。经过 PCA

处理后，二维数据投影到一维上可以有以下几种情况： 

 

我们认为左图好，一方面是投影后方差最大，一方面是点到直线的距离平方和最小，而

且直线过样本点的中心点。为什么右边的投影效果比较差？直觉是因为坐标轴之间相关，以

至于去掉一个坐标轴，就会使得坐标点无法被单独一个坐标轴确定。 

 

PCA得到的 k 个坐标轴实际上是 k 个特征向量，由于协方差矩阵对称，因此 k 个特征向

量正交。看下面的计算过程。 

 

假设我们还是用xሺ௜ሻሺݔଵ
ሺ௜ሻ, ଶݔ

ሺ௜ሻ, … , ௡ݔ
ሺ௜ሻሻ்来表示样例，m 个样例，n 个特征。特征向量为 e，

݁ଵ
ሺ௜ሻ
表示第 i个特征向量的第 1 维。那么原始样本特征方程可以用下面式子来表示： 

前面两个矩阵乘积就是协方差矩阵Σ（除以m后），原始的样本矩阵A是第二个矩阵m*n。 

቎
| |

xሺଵሻ xሺଶሻ

| |

| |
… xሺ௠ሻ

| |
቏

ۏ
ێ
ێ
ێ
െۍ xሺଵሻ

்
െ

െ xሺଶሻ
்

െ
െ ⋮ െ
െ xሺ௠ሻ் െے

ۑ
ۑ
ۑ
ې
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ێ
ێ
ێ
ଵ݁ۍ
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݁ଶ
ሺ௜ሻ

⋮
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ۏ
ێ
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ێ
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ሺ௜ሻ

݁ଶ
ሺ௜ሻ

⋮
݁௡
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ۑ
ۑ
ۑ
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上式可以简写为A்݁ܣ ൌ  ݁ߣ



  我们最后得到的投影结果是ܧܣ，E是 k个特征向量组成的矩阵，展开如下： 

ۏ
ێ
ێ
െۍ xሺଵሻ

்
െ

െ xሺଶሻ
்

െ
െ ⋮ െ
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ۑ
ۑ
ې

ۏ
ێ
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ێ
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ሺଵሻ ݁ଵ
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… ݁ଶ
ሺ௞ሻ
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ۑ
ۑ
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得到的新的样例矩阵就是 m 个样例到 k 个特征向量的投影，也是这 k 个特征向量的线

性组合。e之间是正交的。从矩阵乘法中可以看出，PCA所做的变换是将原始样本点（n 维），

投影到 k 个正交的坐标系中去，丢弃其他维度的信息。举个例子，假设宇宙是 n维的（霍金

说是 13 维的），我们得到银河系中每个星星的坐标（相对于银河系中心的 n 维向量），然而

我们想用二维坐标去逼近这些样本点，假设算出来的协方差矩阵的特征向量分别是图中的水

平和竖直方向，那么我们建议以银河系中心为原点的 x 和 y坐标轴，所有的星星都投影到 x

和 y上，得到下面的图片。然而我们丢弃了每个星星离我们的远近距离等信息。 

 

5. 总结与讨论 

这一部分来自 http://www.cad.zju.edu.cn/home/chenlu/pca.htm 

         PCA 技术的一大好处是对数据进行降维的处理。我们可以对新求出的“主元”向量的

重要性进行排序，根据需要取前面最重要的部分，将后面的维数省去，可以达到降维从

而简化模型或是对数据进行压缩的效果。同时最大程度的保持了原有数据的信息。 

 

         PCA 技术的一个很大的优点是，它是完全无参数限制的。在 PCA 的计算过程中完全不

需要人为的设定参数或是根据任何经验模型对计算进行干预，最后的结果只与数据相关，

与用户是独立的。 

但是，这一点同时也可以看作是缺点。如果用户对观测对象有一定的先验知识，掌握了

数据的一些特征，却无法通过参数化等方法对处理过程进行干预，可能会得不到预期的

效果，效率也不高。 



 

图表 4：黑色点表示采样数据，排列成转盘的形状。 

容易想象，该数据的主元是 或是旋转角 。 

如图表 4 中的例子，PCA 找出的主元将是 。但是这显然不是最优和最简化的主

元。 之间存在着非线性的关系。根据先验的知识可知旋转角 是最优的主元（类

比极坐标）。则在这种情况下，PCA 就会失效。但是，如果加入先验的知识，对数据

进行某种划归，就可以将数据转化为以 为线性的空间中。这类根据先验知识对数据预

先进行非线性转换的方法就成为 kernel-PCA，它扩展了 PCA 能够处理的问题的范围，

又可以结合一些先验约束，是比较流行的方法。 

 

         有时数据的分布并不是满足高斯分布。如图表 5 所示，在非高斯分布的情况下，PCA

方法得出的主元可能并不是最优的。在寻找主元时不能将方差作为衡量重要性的标准。

要根据数据的分布情况选择合适的描述完全分布的变量，然后根据概率分布式 

 

来计算两个向量上数据分布的相关性。等价的，保持主元间的正交假设，寻找的主元同

样要使 。这一类方法被称为独立主元分解(ICA)。 



 
图表 5：数据的分布并不满足高斯分布，呈明显的十字星状。 

        这种情况下，方差最大的方向并不是最优主元方向。 

另外 PCA还可以用于预测矩阵中缺失的元素。 
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