
浅析伪多项式复杂度的基于带势的Dijkstra算法的费⽤流  

1.introduction  

常⻅的费⽤流解法为⽤SPFA/Bellman_Ford 算法求解最小费⽤增⼴路，然后沿着该
增⼴路增⼴，重复该过程直⾄增⼴路不存在。其复杂度为 （其中

为流量，下同）

随机数据下其表现良好，但在⽹格图等特殊图中效率较低。如「NOIP2020联考
Day2 撤离」中，该算法难以得到超过80分。

此外，学术界已有 的弱多项式复杂度费⽤流解法。但其在流量较

小时表现不佳。

本⽂将介绍伪多项式复杂度的基于带势的Dijkstra算法的费⽤流，其复杂度上为
 。由于与 相关，其仍是伪多项式复杂度算法。

2.Algorithm  

2.1 势函数  

考虑不能直接使⽤Dijk算法的原因：残余⽹络上可能存在负边权。为使⽤Dijk算
法，引⼊势函数 ,对原图中的边 ，建新边 ,其中

.我们需要通过选择适当的势函数 ,保证对于所有
的边都有 .

的具体选择将在2.3中讨论。

2.2 算法  

考虑⼀条 到 的最短路径 ，

因此运⾏Dijk算法后，求得的最短路 即为真正的最短路⻓

度。沿该最短路增⼴即可。
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重复该过程直⾄不存在增⼴路即可。复杂度为

2.3 势函数的选取与正确性证明  

⼀种精妙的选取⽅式是，取该点之前的最短路⻓度之和为 .

正确性证明：只需证对于所有边 , 总成⽴。

2.3.1 对于原本就在残余⽹络中且增⼴后仍有容量剩余的边：

那么我们动态调整 即可满⾜条件。

2.3.2 对于原本没有容量，增⼴后获得了容量的边：

获得容量  反向边被增⼴  .

显然是2.3.1的⼦集。

Q.E.D

对于势函数的更新我们直接⽤Dijk的结果即可。注意第⼀次求势函数时，若图中有
负权边，则需⽤SPFA求出势函数初值，否则同样⽤Dijk算法。
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