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一. 监督学习问题，就是“minimize your error while regularizing your parameters”,即在规则化参数的同时最

小化误差。最小化误差是为了让我们的模型拟合我们的训练数据，而规则化参数是防止我们的模型过渡拟

合我们的训练数据。训练误差最小并不是我们的最终目标，我们的目标是希望模型的测试误差最小。规则

化的使用可以根据不同的先验知识，引入不同的范数和约束，强行让学习到的模型具有人们想要的特性，

比如稀疏，低秩，平滑。 

 如果用奥卡姆剃刀原理来解释，即在所有可能的模型中，我们应该选择能够很好解释已知数据并且十

分简单的模型。根据通俗的说法，即规则化是结构风险最小化策略的实现，是在经验风险上加一个正则化

（regularizer）或惩罚项（penalty term）。 

一般而言，监督学习可以看做最小化下面的目标函数： 

  𝑤∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝑤 ∑ 𝐿(𝑦𝑖 , 𝑓(𝑥𝑖; 𝑤)) + 𝜆𝑖 𝛺(𝑤) 

 机器学习的大部分带参数的模型都和这个不但神似，而且形似。大部分无非就是变换这两个项而已。

对于第一项 Loss 函数，如果是 Square loss，那就是最小二乘；如果是 Hinge loss，那么就是著名的 SVM；如

果是 exp-loss，那么就是牛逼的 Boosting；如果是 log-loss,那就是 logistic regression 了。一些 loss function 的

例子： 

Ex1. “gold standard”,”0-1” loss: 𝐿01  

       𝐿01(𝑚) = {
0  𝑖𝑓 𝑚 ≥ 0
1  𝑖𝑓 𝑚 < 0

  

Ex2. “hinge loss”: 𝐿ℎ𝑖𝑛𝑔𝑒 for soft margin SVM 

       𝐽(𝑤) =
1

2
‖𝑤‖2 + ∑ 𝑚𝑎𝑥(0,1 − 𝑦𝑖𝑤𝑡𝑥𝑖)𝑖  

         =
1

2
‖𝑤‖2 + ∑ 𝑚𝑎𝑥(0,1 − 𝑚𝑖(𝑤))𝑖  

          = 𝑅2(𝑤) + ∑ 𝐿ℎ𝑖𝑛𝑔𝑒(𝑚𝑖)𝑖  

Ex3. “log loss”: equivalent to the cross entropy loss function used to train a logistic regression model: 

   𝐽(𝑤) = 𝜆‖𝑤‖2 + ∑ 𝑦𝑖 log 𝑔𝑤𝑖 (𝑥𝑖) + (1 − 𝑦𝑖)(log(1 − 𝑔(𝑥𝑖))), 𝑦𝑖 ∈ (0,1) 

       𝑔(𝑥𝑖) =
1

1+𝑒−𝑓𝑤(𝑥𝑖)
 

       𝑓𝑤(𝑥𝑖) = 𝑤𝑇𝑥𝑖 

because ∶   

       1 − 𝑔(𝑥𝑖) = 1 −
1

1+𝑒−𝑓𝑤(𝑥𝑖)
 

         =
𝑒−𝑓𝑤(𝑥𝑖)

1+𝑒−𝑓𝑤(𝑥𝑖)
 

         =
1

1+𝑒𝑓𝑤(𝑥𝑖)
 

So:   

     𝐽(𝑤) = 𝜆‖𝑤‖2 + ∑ log(1𝑖 + 𝑒−𝑦(̂𝑖)𝑓𝑤(𝑥𝑖)) 

       𝐿𝑙𝑜𝑔(𝑚) = log (1 + 𝑒−𝑚) 

        𝑚𝑖 =  𝑦(̂𝑖)𝑓𝑤(𝑥𝑖)       

       𝑦(̂𝑖) = {
−1  𝑖𝑓𝑦𝑖 = 0

  1  𝑖𝑓 𝑦𝑖 = 1
 

Ex4. “Linear Regression”: use L2 describe the squared loss term 



      𝐿2 = (𝑓𝑤(𝑥) − 𝑦)2 = (𝑚 − 1)2 

Ex5. “exponential loss term” for boosting 

     𝐽(𝑤) = 𝜆𝑅(w) + ∑ exp (−𝑖 𝑦𝑖𝑓𝑤(𝑥𝑖)) 

     𝐿𝑒𝑥𝑝(𝑚𝑖) = exp (−𝑚𝑖(𝑤)) 

Figure1: Loss function. 

 

1. 𝐿ℎ𝑖𝑛𝑔𝑒, 𝐿𝑙𝑜𝑔对训练样本中的噪声数据是不敏感的; 

2. 所有损失都是𝐿01的凸代理； 

3.  如果我们的目标不是去最小化新样本(x𝑛𝑒𝑤 , 𝑦𝑛𝑒𝑤)的 zero-one 𝐿01  损失，而是去最大化概率P(𝑦𝑛𝑒𝑤|x𝑛𝑒𝑤)，那么

𝐿𝑙𝑜𝑔将是一个正确的选择。但这意味着我们对结果的评判将伴随着无上限的损失。 

4.  有限的边界和凸之间存在矛盾。从某种意义上说，loss 应该是有边界的，我们不希望对一个错误分类的样本赋予无

限大的损失，但是有边界的又暗示了非凸，从而导致难以优化，比如，𝐿01。 

 

二.  规则化函数𝛺(𝑤)也有很多选择，一般他是模型复杂度的单调递增函数，模型越复杂，规则化值就越大。

比如，规则化项可以是模型参数向量的范数。然而，不同的选择对参数 w 的约束不同，取得的效果也不同，

通常有以下几类范数：零范数，一范数，二范数，迹范数，Frobenius 范数和核函数等。 

 一些规则化项： 

R2 =
1

2
‖𝑤‖2 

 R1 = ∑|𝑤𝑖|

𝑖

  

R0 = |{𝑖: 𝑤𝑖 ≠ 0}| 

R𝑝 = (∑|𝑤𝑖|
𝑝

𝑖

)
1
𝑝 

 R2是最常用的，容易用梯度下降算法来进行最优化，而且也可以根据损失相加法在梯度中引入𝜆𝑤"。 R0是最容易理解

的规则化项，即特征选择，这会引起向量/矩阵的稀疏，从而降低计算量。同时，R2，R1是凸的，而R𝑝(𝑝 < 1)，包括R0是非

凸的。因此，通常我们会用R1来近似R0来产生稀疏的结果。下面是一些简单的规则化效果： 



 

下面，我们着重介绍 L0，L1，L2 范数。 

1. L0 范数和 L1 范数 

L0 范数是指向量中非 0 的元素的个数，如果用 L0 范数来规范化参数矩阵 W，就是希望 W 尽可能的稀疏。 

L1 范数是指向量中各个元素绝对值之和，也称为“稀疏规则算子”（Lasso regularization）。那么为什么通

常说 L1 会使得权值矩阵稀疏？有一个说法是 L1 是 L0 范数的最优凸近似。其实，还有一个更美的解释：

任何的规则化算子，如果他在W𝑖 = 0的地方不可微，并且可以分解为一个求和的形式，那么这个规则化

算子就可以实现稀疏。也就是说，W 的 L1 范数是绝对值|w|，且在 w=0 处是不可微的。 

对了，这儿要强调下用 L1 代替 L0 进行稀疏的原因：L0 范数是难优化求解(NP 难问题)；L1 范数是 L0 范

数的最优凸近似，而且更容易优化求解。 

      Min ‖𝑥‖0         Min ‖𝑥‖1 

      s. t. Ax = b         s. t. Ax = b 

OK，用一句话而言，就是 L1 范数和 L0 范数都可以实现稀疏，但 L1 因为比 L0 有更好的优化求解特性而

被广泛采用。那么，参数稀疏有什么好处呢？ 

1) 特征选择(Feature Selection) 

稀疏规则化的关键作用是他能实现特征的自动选择。一般而言，xi 的大部分元素（也就是特征）都

和最终的输出 yi 没有关系或者不提供任何信息，在最小化目标函数的时候考虑 xi 这些额外的特征，

虽然可以获得更小的训练误差，但在预测新的样本时，这些没用的信息反而会被考虑进去，从而干

扰了对正确 yi 的预测。稀疏规则化算子的引入，可以进行自动选择，去掉那些没有信息的特征，或

者说是把这些特征的权值重置为 0。 

2) 可解释性(Interpretability) 

稀疏的另一个优点是使得模型更容易解释。如果通过学习，原本 1000 个维度的 W 仅有 5 个非零的

wi，那么可以认为这些对应的特征在分析上面提供的信息是巨大的，决策性的。 

 

2. L2 范数 

L2 范数，是一个更加常用的规则化范数，他有两个美称：一是岭回归(Ridge Regression)，二是权值衰减

(Weight decay)。他的强大功效就是改善机器学习的一个重要问题：过拟合。（过拟合：通俗地讲，就是

应试能力很强，实际应用能力很差）。例如下面的图中所示（来自 Ng 的 machine learning course）：

在一定条件下，以 

概率 1 意义下等价 



极端理解： 

1、记住训练集合上所有的点的 label，这样的系统低偏倚，高方差 

2、无论输入是什么，总是预测一个相同的，这样的系统高偏倚，低方差 

 

从左到右分别为欠拟合（underfiiting, High-bias 偏倚），合适的拟合和过拟合（overfitting, high variance

偏差）。 

关于 Bias 和 Variance 的介绍： 

1. 关于误差：如果将数据分为：Train set, cross validation set, testing set 三类，那么有误差 

Train error: 

       𝐽𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛(𝜃) =
1

2𝑚
∑ (ℎ𝜃(𝑥𝑖) − 𝑦𝑖)2𝑚

𝑖=1  

Cross validation error: 

       𝐽𝑐𝑣(𝜃) =
1

2𝑚𝑐𝑣

∑ (ℎ𝜃(𝑥𝑐𝑣
𝑖) − 𝑦𝑐𝑣

𝑖)2𝑚𝑐𝑣
𝑖=1  

Test error: 

       𝐽𝑡𝑒𝑠𝑡(𝜃) =
1

2𝑚𝑡𝑒𝑠𝑡

∑ (ℎ𝜃(𝑥𝑡𝑒𝑠𝑡
𝑖) − 𝑦𝑡𝑒𝑠𝑡

𝑖)2𝑚𝑡𝑒𝑠𝑡
𝑖=1  

   进而，我们可以进行模型选择：首先，建立 d 个 model 假设，分别在 training set 上求得使其 training error 最小的𝜃向

量，得到 d 个𝜃。然后对这 d 个 model 假设，在 cross validation set 上计算𝐽𝑐𝑣，取 cv set error 最小的一个 model 作为 hypothsis。 

2. 由以上的𝐽𝑐𝑣和𝐽𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛，就产生了 bias 和 variance 的概念： 

Bias: J(train)大，J(cv)大，J(train)≈J(cv)，bias 产生于复杂度(degree of polynomial d)小，underfit 阶段 

Variance: J(train)小，J(cv)大，J(train)<<J(cv)，variance 产生于复杂度(d)大，overfit 阶段 

 

  下面给出 bias 和 variance 的由来和具体定义： 

  对于给定的数据集 D，对于这些数据集上的点我们可以计算每个 index 下的平均值（期望）𝑡(𝑥) = 𝐸(𝑦|𝑥)，则我们

有 mean square error： 

MSE =
1

𝑛
∑(𝑓(𝑥) − 𝑡(𝑥)2 

Decomposing generalization error into bias and variance: 

(𝑓(𝑥; 𝐷) − 𝑡(𝑥))
2

= [𝑓(𝑥; 𝐷) − 𝐸𝐷(𝑓(𝑥; 𝐷)) + 𝐸𝐷(𝑓(𝑥; 𝐷)) − 𝑡(𝑥)]2 

        = (𝑓(𝑥; 𝐷) − 𝐸𝐷(𝑓(𝑥; 𝐷))
2
+ (𝐸𝐷(𝑓(𝑥; 𝐷)) − 𝑡(𝑥))2 + 2(𝑓(𝑥; 𝐷) − 𝐸𝐷(𝑓(𝑥; 𝐷))(𝐸𝐷(𝑓(𝑥; 𝐷)) − 𝑡(𝑥)) 

𝐸𝐷 {(𝑓(𝑥; 𝐷) − 𝑡(𝑥))
2
} = 𝐸𝐷 {(𝑓(𝑥; 𝐷) − 𝐸𝐷(𝑓(𝑥; 𝐷))

2
} + {𝐸𝐷(𝑓(𝑥; 𝐷)) − 𝑡(𝑥)}

2
 

Variance 

估计本身的方差 

Bias 

估计的期望和样本数据希望得到的

回归函数之间的差别 



一些参考的解释： 

1.bias 表明一种老是学不到点子上的感觉，不准; variance 表明一种学习的结果容易飘，不稳 

 2.用仪器测量做类比，bias 好比系统误差，variance 好比随机误差 

 3. Bias-variance 分解是机器学习中一种重要的分析技术。给定学习目标和训练集规模，它可以把一种学习算法的期望误

差分解为三个非负项的和，即本真噪音、bias 和 variance。  

本真噪音是任何学习算法在该学习目标上的期望误差的下界；(任何方法都克服不了的误差) 

bias 度量了某种学习算法的平均估计结果所能逼近学习目标的程度；（独立于训练样本的误差，刻画了匹配的准确性和

质量：一个高的偏差意味着一个坏的匹配）  

variance 则度量了在面对同样规模的不同训练集时，学习算法的估计结果发生变动的程度。（相关于观测样本的误差，

刻画了一个学习算法的精确性和特定性：一个高的方差意味着一个弱的匹配）  

Boosting 通过样本变量全部参与，故 Boosting 主要是降低 bias （同时也有降低 variance 的作用，但以降低 bias 为主） ；

而 Bagging 通过样本随机抽样部分参与（单个学习器训练），故 bagging 主要是降低 variance。    

4.Everyone in machine learning knows about overfitting, but it comes in many forms that are not immediately obvious. One way 

to understand overfitting is by decomposing generalization error into bias and variance. Bias is a learner’s tendency to consistently 

learn the same wrong thing. Variance is the tendency to learn random things irrespective of the real signal. Figure 1 illustrates this 

by an analogy with throwing darts at a board. 

 

总结：Variance 是估计本身的方差，bias 是估计的期望和样本数据希望得到的回归函数之间的差别。 

这样一来，对于正则化项中的𝜆: 

a. 𝜆小，d 大->overfit（flexible）-> 

对于不同的训练数据集的拟合结果抖动很大->variance 大； 

Bias 是估计均值和实际期望的偏差->bias 小； 

下图中，左图为拟合的 20 条曲线；右图红线为 20 条曲线的期望，绿色为实际数据期望所得的拟合曲线。 

 

b. 𝜆大，d 小->underfit（stable）-> 

对于不同的训练数据集的拟合结果抖动较小->variance 小； 

Bias 是估计均值和实际期望的偏差，不能很好得进行回归->bias 大； 

 



c. 下图为𝜆，𝑏𝑖𝑎𝑠, 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒, 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟之间的关系： 

 

  我们希望数据的 variance 和 bias 都不要大: 

 

这时就是一个 variance 和 bias 之间的 tradeoff 问题了。 

3. 规则化和 bias/variance 

现在，我们将上一节的 bias 和 variance 应用于 regularization 中。这里的 regularization 就是为了防止 overfit 而在 cost 

function 中引入的一个分量，其中𝜆太大导致 underfit，𝜆太小导致 overfit。 

 

同样，模型的选择，首先选出每个 cost function 下令 J(θ)最小的θ，然后取出另 Jcv(θ)最小的一组定位最终的𝜆。 

 



4. 那么什么时候增加训练样本才是有效的呢？ 

 

从上面这幅图中我们可知（不知的话用极限思维想想），训练数据越少（如果只有一个），J(train)越小，J(cv)越大；

m 越大，J(train)越大（因为越难 perfectly 拟合），J(cv)越小（因为越精确）。分别就 High Bias 和 High Variance 来看看

增加 training set 个数，即 m，是否有意义。 

High bias：（Underfit 的 high variance:在一定数量后增加 m 无济于事） 

 

High variance:（Overfit 的 high variance:增加 m 使得 J(train)和 J(cv)之间的 gap 减小，有助于性能提高） 

 

 又如：  



 那么，L2 为什么可以防止过拟合呢？L2 范数是指向量各元素的平方和再求平方根。我们如果让 L2 范数

的规则项‖𝑊‖2最小，可以使得 W 的每个元素都很小，都接近于 0，但和 L1 范数不同。他不会让它等于 0，

而是接近于 0.越小的参数说明模型越简单，越简单的模型则越不容易过拟合。通过 L2 范数，我们可以实现

对模型空间的限制，从而在一定程度上避免过拟合。 

 L2 范数的好处： 

1).学习理论的角度：L2 范数可以防止过拟合，提高模型的泛化能力； 

2).从优化计算的角度，L2 范数有助于处理 condition number 不好的情况下矩阵求逆困难的问题。 

关于 condition number：优化通常有两个难题：一是局部最小值，二是 ill-condition 病态问题。假设我们有个方程 Ax=b,如果 A

或 b 稍微的改变，X 的解就会发生很大的变化，那么这个方程就是 ill-conditioned 的，反之这是 well-conditioned。 

如下，左边是 ill-conditioned 的系统,右边是 well-conditioned 的系统： 

 

 上面的 Condition number 就是用来衡量 ill-condition 系统的可信度的。Condition number 衡量的是输入发

生微小变化的时候，输出会发生多大的变化。也就是系统对微小变化的敏感度。Condition number 小的就是

well-conditioned,大的就是 ill-conditioned。 

 如果方阵 A 是非奇异的，那么 A 的 condition number 就定义为： 

        K(A) = ‖𝐴‖‖𝐴−1‖ 
 也就是矩阵 A 的 norm 乘以他逆的 norm,具体的值，取决于 norm 的选择。为什么要范数呢？范数就相

当于衡量一个矩阵的大小或者向量的长度。对于 Ax=b,我们有以下的结论： 

 
 用一句话来总结，就是 condition number 是一个矩阵（或者他所描述的线性系统）的稳定性或敏感度的

衡量，如果矩阵的 condition number 在 1 附近，那么他就是 well-conditioned,如果远大于 1，那么就是

ill-conditioned。 

 回到第一句话，从矩阵或者数值计算的角度来说，L2 范数有助于处理 condition number 不好的情况下

矩阵求逆困难的问题。因为目标函数如果是二次的，对于线性回归来说，那实际上是有解析解的，求导并

令导数等于零即可得到最优解： 

𝑤̂ = (𝑋𝑇X)−1𝑋𝑇𝑦 

   然而，如果我们的样本 X 的数目比每个样本的维度还要小的时候，矩阵𝑋𝑇X将不会是满秩的，也就是𝑋𝑇X将

变得不可逆，这样𝑤̂将没办法直接计算出来，或者说有无穷多个解（方程的个数小于未知数的个数）。总之，

我们过拟合了。 

 但如果加上 L2 规则项的话，就变成了下面这种情况，可以直接求逆了。 

𝑤̂ = (𝑋𝑇X + 𝜆𝐼)−1𝑋𝑇𝑦 

 我们通常并不直接求矩阵的逆，而是通过解线性方程组的方式（例如高斯消元法）来计算。考虑没有规则项的时候，也

就是 λ=0 的情况，如果矩阵𝑋𝑇X的 condition number 很大的话，解线性方程组就会在数值上相当不稳定，而这个规则项的引

入则可以改善 condition number。另外，如果使用迭代优化的算法，condition number 太大仍然会导致问题：它会拖慢迭代的

收敛速度，而规则项从优化的角度来看，实际上是将目标函数变成 λ-stronglyconvex（λ 强凸）的了： 

𝑓(𝑦) ≥ 𝑓(𝑥)+< 𝛻𝑓(𝑥), 𝑦 − 𝑥 > +
𝜆

2
‖𝑦 − 𝑥‖2 

其中，当λ = 0是退回到普通 convex 函数的定义（<>表示内积）。 



对比普通的凸： 

𝑓(𝑦) ≥ 𝑓(𝑥)+< 𝛻𝑓(𝑥), 𝑦 − 𝑥 > +𝑜(‖𝑦 − 𝑥‖) 

 直观来讲，convex 性质是指函数曲线位于该点处的切线，也就是线性近似之上，而 strongly convex 则进一步要求位于该

处的一个二次函数上方，也就是说要求函数不要太平坦而是保证有一定的向上弯曲的趋势。专业点说，就是 convex 可以保证

函数的任意一点的都位于他的一阶泰勒函数之上，而 strongly convex 可以保证函数在任意一点都存在一个非常漂亮的二次下

界 quadratic lower bound。参考下图： 

 

 我们可以看到，左图在最优解附近的时候，还有较大的梯度值，这样我们可以在较少的迭代次数内达到w∗。而右图在最

优解附近非常平缓，优化会变得很慢。 

 至于有多好呢，这里面有一个 bound，这个 bound 的好坏也要取决于 strongly convex 性质中的常数α的大小。看到这里，

不知道大家学聪明了没有。如果要获得 strongly convex 怎么做？最简单的就是加入一项：
𝛼

2
‖𝑤‖2。 

 实际上，在梯度下降过程中，目标函数收敛的速率上街实际上和矩阵𝑋𝑇X的 condition number 有关。𝑋𝑇X

的 condition number 越小，上界就越小，收敛速度也就越快。 

 综上，L2 不但可以防止过拟合，而且可以当让我们的优化求解变得稳定和快速。 

3. L1 和 L2 的差别 

1) 下降速度：L1 和 L2 的都是规则化的方式我们将权值参数以 L1 或者 L2 的方式放到代价函数里面

去，然后模型就会尝试去最小化这些权值参数。而这个最小化就像一个下坡的过程，L1 和 L2 的

差别就在于这个“坡”的不同。如下图所示，L1 就是按绝对值的“坡”下降，L2 是按二次函数

的“坡”下降。所以实际在 0 附近，L1 下降速度比 L2 的下降快速很多。 

 

2) 模型空间的限制： 

实际上，对于 L1 和 L2 规则化的代价函数来说，我们可以写成： 

Lasso:𝑚𝑖𝑛𝑤

1

𝑛
‖𝑦 − 𝑋𝑤‖2, 𝑠. 𝑡. ‖𝑤‖1 ≤ C 

Ridge:𝑚𝑖𝑛𝑤

1

𝑛
‖𝑦 − 𝑋𝑤‖2, 𝑠. 𝑡. ‖𝑤‖2 ≤ C 



也就是我们将模型空间限制在 w 的一个 L1-ball 中。为便于可视化，我们考虑二维的情况，在

(w1,w2)平面上目标函数的等高线，而约束条件成为平面上半径为 C 的一个 norm ball。等高线与

norm ball 首次相交的地方就是最优解： 

 
 可以看到，L1-ball 与 L2-ball 的不同就在于 L1 在和每个坐标轴相交的地方都有“角”出现，而目标函

数的测地线除非位置摆得非常好，大部分时候都会在角的地方相交。注意到在角的位置就会产生稀疏性。

除了交点以外，还有很多边的轮廓也是既有很大的概率成为第一次相交的地方，又会产生稀疏性。 

 相比之下，L2 没有这样的性质。因为没有角，所以第一次相交的地方出现在具有稀疏性的位置的概率

就变得非常小。 

 因此一句话：L1 会趋向于产生少量的特征，而其他的特征都是 0；而 L2 会选择很多的特征，这些特征

接近于 0.Lasso 在特征选择时候非常有用，而 Ridge 就只是一种规则化而已。 

4. 核范数 

 核范数‖𝑤‖∗是指矩阵奇异值的和，英文名叫 Nuclear Norm。相对于 L1 和 L2 而言，可能有些陌生。他

的作用却十分霸气：约束 Low-Rank(低秩)。例如在线性代数中： 

{
𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 = 5
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 7

2𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 = 14
 

 手工求秩的话，我们通过矩阵初等变换把 A 化为阶梯型矩阵，若该阶梯矩阵有 r 个非零行，那么 A 的

秩 rank(A)就等于 r。从物理意义上讲，矩阵的秩度量的就是矩阵行列之间的相关性。如果矩阵的各行或各列

之间是线性无关的，那么矩阵就是满秩的。OK，既然秩可以度量相关性，而矩阵的相关性实际上又带有了

矩阵的结构信息。如果矩阵之间各行的相关性很强，那么就表示这个矩阵实际可以投影到更低纬度的线性

空间，也就是用几个向量就可以完全表达了，他就是低秩的。总结地讲，就是如果矩阵表达的是结构性的

信息，例如图像，用户-推荐表等等，那么这个矩阵各行之间存在着一定的相关性，那这个矩阵就是低秩的。 

 如果 X 是一个 m 行 n 列的数值矩阵，rank(X)是 X 的秩，假如 rank(X)远小于 m 和 n，则我们称 X 为低秩

矩阵。低秩矩阵每行或每列都可以用其他的行或列表出，可见他包含大量的冗余信息。利用这种冗余信息，

可以对缺失的数据进行恢复，也可以对数据进行特征提取。 

 然而，rank()是非凸的，在优化问题里很难求解，那么就需要寻找它的凸近似来近似它。没错，rank(X)

的凸近似就是核范数‖𝑤‖∗。 

 一些有意思的应用： 

1) 矩阵填充(Matrix Completion) 

主流的应用是推荐系统。推荐系统有一种方法是通过分析用户的历史记录来给用户推荐的。例如我们在看一部电影

的时候，如果喜欢看，就会给它打个分，例如 3 颗星。然后系统，例如 Netflix 等知名网站就会分析这些数据，看看到底



每部影片的题材到底是怎样的？针对每个人，喜欢怎样的电影，然后会给对应的用户推荐相似题材的电影。但有一个问

题是：我们的网站上面有非常多的用户，也有非常多的影片，不是所有的用户都看过说有的电影，不是所有看过某电影

的用户都会给它评分。假设我们用一个“用户-影片”的矩阵来描述这些记录，例如下图，可以看到，会有很多空白的地

方。如果这些空白的地方存在，我们是很难对这个矩阵进行分析的，所以在分析之前，一般需要先对其进行补全。也叫

矩阵填充。 

 

那到底怎么无中生有呢？每个空白的地方的信息是否蕴含在其他已有的信息之上呢？如果有，怎么提取出来呢？

Yeah,这就是低秩生效的地方。这叫低秩矩阵重构问题。他可以用如下的模型表示：已知数据是一个给定的 m*n 矩阵 A，

如果其中一些元素因为某种原因丢失了，我们能否根据其他的行和列的元素，将这些元素恢复出来呢？当然，如果没有

其他的条件，想要恢复很挺难得。但如果我们已知 A 的秩 rank(A)<<m 且 rank(A)<<n,那么我们可以通过矩阵各行（列）之

间的线性关系将丢失的元素给出。而这种低秩假设在实际中是十分合理的，比如一个用户对某电影评分是其他用户对这

部电影评分的线性组合。所以低秩重构可以预测用户对为评价过的视频的喜好程度，从而实现矩阵填充。 

2) 鲁棒 PCA 

主成分分析，这种方法可以有效的找出数据中最重要的元素和结构，去除噪声和冗余，将原有数据降维，同时揭示隐藏

在复杂数据背后的简单结构。最简单的主成分分析方法就是 PCA。从线性代数的角度看，PCA 的目标就是使用另一组基

去重新描述得到的数据空间。希望这组新的基下，能够尽量揭示原有的数据间的关系。 

鲁棒主成分分析(robust pca)考虑的是这样一个问题：一般我们的数据矩阵 X 会包含结构信息，也会包含噪声。那么我们

可以将这个矩阵分解为两个矩阵相加，一个是低秩的（由于内部有一定的结构信息，造成各行或列之间是线性相关的），

另一个是稀疏的（由于含有噪声，而噪声是稀疏的），则鲁棒主成分分析可以写成以下的优化问题： 

      𝑚𝑖𝑛𝐴,𝐸𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) + 𝜆‖𝐸‖0             𝑠. 𝑡. 𝑋 = 𝐴 + 𝐸 

与经典 PCA 问题一样，鲁棒 PCA 本质上也是寻找数据在低维空间上的最佳投影问题。对于低秩数据观测矩阵 X，假

如 X 受到随机（稀疏）噪声的影响，则 X 的低秩性就会破坏，使 X 变成满秩的。所以我们就需要将 X 分解成包含其真实

结构的低秩矩阵和稀疏噪声矩阵之和。找到了低秩矩阵，实际上就找到了数据的本质低维空间。那有了 PCA，为什么还

有这个 Robust PCA 呢？Robust 在哪？因为 PCA 假设我们的数据的噪声是高斯的，对于大的噪声或者严重的离群点，PCA

会被它影响，导致无法正常工作。而 Robust PCA 则不存在这个假设。它只是假设噪声是稀疏的，而不管噪声的强弱如何。 

由于 rank 和 L0 范数在优化上存在非凸和非光滑的特性，所以我们一般将它转化成为求解以下松弛的凸优化问题： 

      𝑚𝑖𝑛𝐴,𝐸‖𝐴‖∗ + 𝜆‖𝐸‖1             𝑠. 𝑡. 𝑋 = 𝐴 + 𝐸 

说个应用吧。考虑同一副人脸的多幅图像，如果将每一副人脸图像看成是一个行向量，并将这些向量组成一个矩阵

的话，那么可以肯定，理论上，这个矩阵应当是低秩的。但是，由于在实际操作中，每幅图像会受到一定程度的影响，

例如遮挡，噪声，光照变化，平移等。这些干扰因素的作用可以看做是一个噪声矩阵的作用。所以我们可以把我们的同

一个人脸的多个不同情况下的图片各自拉长一列，然后摆成一个矩阵，对这个矩阵进行低秩和稀疏的分解，就可以得到

干净的人脸图像（低秩矩阵）和噪声的矩阵了（稀疏矩阵），例如光照，遮挡等等。 

 



3) 背景建模 

背景建模的最简单情形是从固定摄相机拍摄的视频中分离背景和前景。由于背景比较稳定，图像序列帧与帧之间具

有极大的相似性，所以仅由背景像素组成的矩阵具有低秩特性；同时由于前景是移动的物体，占据像素比例较低，故前

景像素组成的矩阵具有稀疏特性。视频观测矩阵就是这两种特性矩阵的叠加，因此，可以说视频背景建模实现的过程就

是低秩矩阵恢复的过程。 

 

4) 变换低秩纹理(TILT) 

以上章节所介绍的针对图像的低秩逼近算法，仅仅考虑图像样本之间像素的相似性，却没有考虑到图像作为二维的

像素集合，其本身所具有的规律性。事实上，对于未加旋转的图像，由于图像的对称性与自相似性，我们可以将其看做

是一个带噪声的低秩矩阵。当图像由端正发生旋转时，图像的对称性和规律性就会被破坏，也就是说各行像素间的线性

相关性被破坏，因此矩阵的秩就会增加。 

低秩纹理映射算法(TransformInvariant Low-rank Textures，TILT)是一种用低秩性与噪声的稀疏性进行低秩纹理恢复的算

法。它的思想是通过几何变换τ把 D 所代表的图像区域校正成正则的区域，如具有横平竖直、对称等特性，这些特性可

以通过低秩性来进行刻画。 

 

5.  规则化参数选择 

 现在我们重新看看我们的目标函数： 

𝑤∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝑤 ∑𝐿(𝑦𝑖 , 𝑓(𝑥𝑖; 𝑤)) + 𝜆

𝑖

𝛺(𝑤) 

 里面除了 loss 和规则项两块外，还有一个参数𝜆。它有个霸气的名字，叫 hyper-parameters(超参)。他是

一个非常重要的部分。他的取值很大程度上决定我们模型的性能，事关模型生死。他主要平滑 loss 和规则

项两项，𝜆越大，就表示模型的规则化项要比模型训练误差更重要，也就是相比于拟合我们模型的数据，我

们更希望我们的模型能满足我们约束的𝛺(𝑤)的特征。反之亦然。如果𝜆 = 0，那么就是过拟合了。 

 我们真正希望的，是我们的模型既能拟合我们的数据，又能有我们约束他的特性。只有他们两者的完美结合，才能让我

们的模型在我们的任务上发挥出强大的性能。在这点上，大家可能深有体会。还记得你复现了很多论文，然后复现出来的代

码跑出来的准确率没有论文说的那么高，甚至还差之万里。这时候，你就会怀疑，到底是论文的问题，还是你实现的问题？

实际上，除了这两个问题，我们还需要深入思考另一个问题：论文提出的模型是否具有 hyper-parameters？论文给出了它们的

实验取值了吗？经验取值还是经过交叉验证的取值？这个问题是逃不掉的，因为几乎任何一个问题或者模型都会具有

hyper-parameters，只是有时候它是隐藏着的，你看不到而已，但一旦你发现了，证明你俩有缘，那请试着去修改下它吧，有

可能有“奇迹”发生哦。 



 OK，那么我们选择参数𝜆的目标是什么？我们希望模型的训练误差和泛化能力都很强。这时候，你有可

能还反映过来，这不是说我们的泛化性能是我们的参数 λ 的函数吗？那我们为什么按优化那一套，选择能

最大化泛化性能的 λ 呢？Oh，sorry to tell you that，因为泛化性能并不是 λ的简单的函数！它具有很多的局

部最大值！而且它的搜索空间很大。所以大家确定参数的时候，一是尝试很多的经验值，这和那些在这个

领域摸爬打滚的大师是没得比的。当然了，对于某些模型，大师们也整理了些调参经验给我们。例如 Hinton

大哥的那篇 A Practical Guide to Training RestrictedBoltzmann Machines 等等。 

 还有一种方法是通过分析我们的模型来选择。怎么做呢？就是在训练之前，我们大概计算下这时候的

loss 项的值是多少？Ω(w)的值是多少？然后针对他们的比例来确定我们的 λ，这种启发式的方法会缩小我们

的搜索空间。 

 另外一种最常见的方法就是交叉验证 Cross validation 了。先把我们的训练数据库分成几份，然后取一部

分做训练集，一部分做测试集，然后选择不同的 λ 用这个训练集来训练 N 个模型，然后用这个测试集来测

试我们的模型，取 N 模型里面的测试误差最小对应的 λ来作为我们最终的 λ。。 

 如果我们的模型一次训练时间就很长了，那么很明显在有限的时间内，我们只能测试非常少的λ。这就是为什么我们要

选择优化也就是收敛速度快的算法，为什么要用 GPU、多核、集群等来进行模型训练、为什么具有强大计算机资源的工业界

能做很多学术界也做不了的事情（当然了，大数据也是一个原因）的原因了。努力做个“调参”高手吧！祝愿大家都能“调

得一手好参”！ 

 

三.矩阵求导 

 Two competing notational conventions split the field of matrix calculus into two separate 

groups. The two groups can be distinguished by whether they write the derivative of a scalar with 

respect to a vector as a column vector or a row vector. Serious mistakes can result when combining 

results from different authors without carefully verifying that compatible notations are used. 

Therefore great care should be taken to ensure notational consistency. And a number of authors 

mix and match their layout choices in various ways. Serious mistakes can result from carelessly 

combining formulas written in different layouts, and converting from one layout to another requires 

care to avoid errors. 

Derivatives with vectors： 

1. Vector-by-scalar：a vector 𝐲 = [𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑚] 𝑇and a scalar 𝑥 , then we have 

   
𝜕𝒚

𝜕𝑥
= [

𝜕𝑦1

𝜕𝑥
,
𝜕𝑦2

𝜕𝑥
, … ,

𝜕𝑦𝑚

𝜕𝑥
] 𝑇 

2. Scalar-by-vector: a scalar y and a vector 𝐱 = [𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚] 𝑇 , then we have 

   
𝜕𝑦

𝜕𝒙
=[

𝜕y

𝜕𝑥1
,

𝜕y

𝜕𝑥2
, … ,

𝜕y

𝜕𝑥𝑚
] 𝑇 

3. Vector-by-vector: a vector 𝐲 = [𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑚] 𝑇 a vector 𝐱 = [𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛] 𝑇  

   
𝝏𝒚

𝝏𝒙
=

[
 
 
 
𝜕y1

𝜕𝑥1
⋯

𝜕y1

𝜕𝑥𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝜕y𝑚

𝜕𝑥1
⋯

𝜕y𝑚

𝜕𝑥𝑛 ]
 
 
 

 

Derivatives with matrices:  

1. Matrix-by-scalar: a matrix function 𝐘 and a scalar 𝑥  

   
𝝏𝒀

𝝏𝑥
= [

𝜕y11

𝜕𝑥
⋯

𝜕y1𝑛

𝜕𝑥

⋮ ⋱ ⋮
𝜕y𝑚1

𝜕𝑥
⋯

𝜕y𝑚𝑛

𝜕𝑥

] 



2. Matrix-by-scalar: a scalar y and a matrix 𝐗 

   
𝝏𝒚

𝝏𝑿
=

[
 
 
 
 

𝜕𝑦

𝜕𝑥11
⋯

𝜕y

𝜕𝑥𝑝1

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑦

𝜕𝑥1𝑞
⋯

𝜕y

𝜕𝑥𝑝𝑞]
 
 
 
 

 

Other matrix derivatives: 

1. matrix derivative of a matrix function F(X) that maps from n×m matrices to p×q matrices: 

 
𝝏𝑭

𝝏𝑿
=

[
 
 
 

𝜕𝐹

𝜕𝑥11
⋯

𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑛1

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝐹

𝜕𝑥1𝑚
⋯

𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑛𝑚]
 
 
 

 

2. Given ∅, a differentiable function of an  n x m  matrix 𝐗 = (𝑥𝑖,𝑗): 

 
𝝏∅

𝝏𝑿
=

[
 
 
 
 

𝜕∅

𝜕𝑥11
⋯

𝜕∅

𝜕𝑥1𝑞

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑛1
⋯

𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑛𝑞]
 
 
 
 

 

3. Given 𝐅 = (𝑓𝑖,𝑗), a differentiable  m x n  function of an  n x m  matrix 𝐗 : 

 
𝝏𝑭(𝑿)

𝝏𝑿
= [

𝜕𝑓1,1

𝜕𝑋
⋯

𝜕𝑓1,𝑝

𝜕𝑋

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑓𝑚,1

𝜕𝑋
⋯

𝜕𝑓𝑚,𝑝

𝜕𝑋

] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Numerator-layout-notation                            Denominator-layout notation 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Identities: 
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四.Matlab 编程 

 L2 和 Fro 范数：平方和开根号 

故有： 

 ‖𝐴‖2 => norm(A,′ fro′)^2 

 ∑ ∑ 𝑊𝑖𝑗‖𝐹𝑖 − 𝐹𝑗‖
2

= 2 ∗ 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐹𝑇(𝐷 − 𝑊)𝐹)𝑗𝑖 =>故通常为：
1

2
∑ ∑ 𝑊𝑖𝑗‖𝐹𝑖 − 𝐹𝑗‖

2
= 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐹𝑇(𝐷 − 𝑊)𝐹)𝑗𝑖  

 ∑ ‖𝐹𝑖 − 𝑌𝑖‖
2 = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒((𝐹 − 𝑌)𝑇(𝐹 − 𝑌))𝑖  
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