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摘 要 现有的求一般图的最小顶点覆盖集近似算法或者近似比较高，或者为降低复杂度限制了图的规模，或者算法搜索过

程中盲目性大。根据顶点的度特点及贪婪法的思想，提出了邻接度数、覆盖边等主要概念，并在此概念的基础上设计了混合

贪婪算法。该算法设计思路清晰，容易理解，易于编程实现，且在最坏情况下的时间复杂度为 O( | V | 2 ) ，执行效果较好，性能

近似比不大于 4 /3，接近已知的可能的近似比下界 1． 166 6，低于 2005 年认为最低的近似比 1． 361，是图的最小顶点覆盖问题

算法的一个较好的补充。
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最 小 顶 点 覆 盖 集 ( the Minimum Vertex Cover
Problem，简称 Min-VC)问题是一个 NP 完全问题

［1］，

然而 Min-VC 问题在工程中应用非常广泛，许多工

程中问 题 都 属 于 或 可 以 转 化 为 图 的 Min-VC 问

题
［2，3］。为了求解图的 Min-VC 问题，国内外学者提

出了基于布尔运算的方法
［4］、DNA 算法

［5］、基于神

经网络的算法
［6，7］、混合遗传算法

［8］
等，这些算法都

是时间复杂度关于图的规模或者迭代次数呈指数

型增长，当图的规模或者迭代次数越来越大时，会

消耗大量的时间，并且空间复杂度也越来越大;或

者以某种概率求得最优解。为此，学者们提出了各

种近似算法
［9—12］，但这些算法或者时间复杂度较

高，或者限制了问题的规模，或者性能近似比差，或

者算法搜索过程中有一定的盲目性，或者执行效果

差，从而影响了算法的应用。文献［13］对参数化点

覆盖问题进行了研究。
本文根据顶点的度特点及贪婪法的思想，提出

了邻接度数、覆盖边等概念，并在此概念的基础上

设计了混合贪婪算法( the Mixed Greedy Algorithm，

简称 MGA)。该算法在最坏情况下时间复杂度为

O( | V | 2) ，空间复杂度 O( | V | +| E | ) ，近似比为

4 /3，接近于目前已知的可能的近似比下界 1． 166 6［14］。

低于 2005 年被认为是最低的近似比 槡10 5 － 21≈
1． 361［15，16］。且执行效果较好。

1 相关概念

对于无向图 G = (V，E) ，其中 V 是顶点的集

合，E 是边的集合，设 v∈ V ，e∈ E ，若 v 与 e 关联，

则称点 v 覆盖了边 e ，设顶点集 V1 V ，若 E 中的每

条边都与 V1 中的某点关联，则称 V1 是图 G 的一个

顶点覆盖集，若对图 G 的任意顶点覆盖集 V2 均有

| V1 | ≤| V2 | 则称 V1 是图 G 的最小顶点覆盖集，记

作 α(G) 。通常，一个图的最小顶点集不是唯一的。



称最小覆盖集中的顶点为最小覆盖点。注意，孤立

顶点不是最小覆盖点。
称图 G 中所有与点 v 相邻的点的集合为 v 的邻

域，记作 NG(v) 。设图 G 的任意一个顶点的子集

V1，称 NG(V1) = { v | v∈ V ，且 v 与 V1 中某点相邻

接}为 V1 的领域。定义顶点 v 的边领域为 E(v) =
{e | e ∈ E 且 e 与 v 关 联}，顶 点 集 V1 的 边 领 域

E(V1) = { e | e∈ E 且 e 与 V1 中某点关联}。

设图 Gi = (Vi，Ei) ，i = 1，2 ，若 V1V2 ，E1
E2 ，则称 G1 为 G2 的子图，记作 G1  G2 。

若非空集 FE(G) ，则 G － F 表示从 G 中删除

F 中所有边得到的子图，并将 G － {e}简记为 G － e ，

若非空子集 S V(G) ，则 G － S 表示从 G 中删除 S
中所有顶点及与 S 中顶点关联的所有边后得到的子

图，并将 G － { v }简记为 G － v。
图 G 中顶点 v 的度定义为以该顶点为一个端点

的边的数目，简单地说就是该顶点的边的数目，记

为 D(v) 。
令问题∏是一个最小化问题，I 是问题的一个

实例，A 是解问题∏的一个近似算法，A( I) 是用算

法 A 对问题∏的实例 I 求解时得到的近似值，OPTA
是解问题∏的最优算法，OPTA( I) 是算法 OPTA 对

问题∏的实例 I 求解时得到的准确值，在本文里，指

的是最小覆盖集的顶点数，则算法 A 的性能近似

比为:

ρ( I) = A( I)
OPTA( I) (1)

2 算法的描述及其性能分析

2． 1 算法的主要概念

定义 1 对图 G = (V，E) ，设 v 是图 G 的任意

一个顶点，v 的度数和与 v 关联的所有顶点的度数

之和称为顶点 v 的邻接度数，记为 L(v) ，计算公式

如式(2)。

L(v) = ∑
v'∈NG(v)

D(v') + D(v) (2)

定义 2 对图 G = (V，E) ，设顶点集 V1  V 是

图 G 的一个顶点覆盖集，则任意的边 e ∈ E 就称为

顶点覆盖集 V1 的一个覆盖边。
2． 2 基于图的顶点邻接度数的 MGA 算法

本文根据顶点的度特点及贪婪法的思想，设计

了 MGA 算法。该算法分为两个阶段，第一阶段选

取顶点的邻接度数较大的顶点，以使得最少数目的

图的顶点并入覆盖集里为原则，即使得最多数目的

图的边成为覆盖边;第二阶段是经过第一阶段的搜

索，得到图 G 的子图，计算子图的顶点邻接度数，按

照同样的方法，最终找到最小顶点覆盖集。

为了便于搜索，我们将图的算法使用访问标记，

不同的标记决定了下一步的搜索与选择，用 fi(0 ≤
i≤n － 1) 表示顶点 i 的搜索标记，不同值表示的意义

为: fi 为 －1，表示没有访问过的顶点; fi 为 0，表示顶

点已访问过。

为了方便起见，图的顶点用数字编号，令图的

顶点集合为 V = {0，1，…，n － 1 }。本文用图的邻接

表来表示图中各顶点及其关联边之间的关系。

此外，根据算法的需要定义下面的数组和三个

变量:c［n］表示存储图 G 的顶点覆盖集; V_count 是

记录访问顶点的个数; V'_count 是记录删除顶点的

个数; E_count 是记录处理图 G 的边数。

现算法描述步骤如下:

(1) 初 始 设 置 fi = － 1，(0 ≤ i ≤ n － 1) ，

V_count = 0，E_count = 0，V'_count = 0 ;

(2)利用邻接表存储图 G 的顶点特点，计算每

个顶点的度数，若某顶点的度数为 0，删除此顶点;

(3)根据公式(2)，计算每个顶点的邻接度数;

(4)选取邻接度数最大的顶点 i，登记到顶点覆

盖集 C 中;

(5)处理顶点 i:删除顶点 i，则 V'_count++ ，

|V | = | V | － V'_count ;并且删除所有与顶点 i 关联

的边，每删除一边，则 E_count++ ;并且还把所有与

顶点 i 邻接的顶点 j 标记为访问过，即 fj = 0，每访问

一个顶点，则 V_count++ ;

(6)若 V_count≥ | V |，转步骤(7);否则，算法

继续搜索，选取邻接度数最大的顶点 k，若顶点 k 已

访问，则不作处理，若没有访问过，转步骤(5);

(7)若 E_count≥| E | ，算法结束，否则，处理图
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G 的子图，令把子图的所有顶点都标记为未访问过，

即 fi = － 1，，且 V_count = 0，V'_count = 0 ，转步骤

(2)。
2． 3 算法时间复杂度分析

分析算法的步骤可知，第一步顶点的访问标记

初始化，需花费 Θ( | V | ) 时间，第 2、3 步计算顶点

的度数及邻接度数根据邻接表的存储特点计算得

到的，需 Θ(2 | E | ) 时间，算法第 5 ～ 7 步执行时间

由两部分组成:第一部分是选择最大的邻接度数，

总花费 Θ(n － 1 +… + 2 + 1) = Θ( | V | 2) ;第二部

分顶点访问标记和删除邻接边，总花费 Θ( | E | +
| V | ) 时间。由此算法总的花费时间是 Θ(2 | E | +
2 | V | +| V | 2) ，当 | E | = O( | V | 2) 时，算法的花

费总时间为 O( | V | 2) 。MGA 算法的时间复杂度为

多项式时间 O(n2) ，n 为图的顶点个数，当随图的

规模增大时，运行时间在最坏的情况下才是多项式

n2
的增加。

2． 4 算法的空间复杂度分析

MGA 算法除了存放作为输入用的邻接表需要

Θ( | E | ) 的空间外，还用于存放顶点覆盖集所需的

工作单元，需要 Θ( | V | ) 的工作空间。故 MGA 算

法的空间复杂为 Θ( | E | +| V | ) 。

3 算法性能分析

对于无向图 G = (V，E) ，设 C V 使 G 的一个

最小顶点覆盖集，则存在 C 的一个划分 π = {C1，

C2…，Cn} 。容易验证，若 G 的顶点子集 C'i 覆盖了

Ci 覆盖的所有边，且 | C' i |≤ ri | Ci | ，i = 1，2，…，

n ，则 C' =∪ C'i 也 是 图 G 的 一 个 顶 点 覆 盖，且

| C' | / | C |≤ maxri 。称 ri 为算法所取得的最小覆

盖集 Ci 所覆盖的那些边的局部近似比，简称算法的

局部近似比，或局部近似比
［12］。事实上，一旦算法

选取了 C'i ，则必相应存在最小顶点覆盖集的一个

子集 Ci 来覆盖边集 E(C'i) ，所以计算算法的局部

近似比从而推断算法的近似比是可行的
［12］。我们

根据算法的设计，把图的顶点分为两类:一种是顶

点度数 D(v) ≥ 3 ，另一种是 D(v) ≤ 2 。

定理 1［12］
算法处理顶点度数 D(v) ≥ 3 的局

部近似比不大于 4 /3 。
证明 设 D(v) ≥ 3 ，则 | N(v) |≥ 3 。任意一

最小顶点覆盖集 C 均覆盖 E(v) 上的所有边。若

v∈C ，则算法的局部近似比为 1。否则，在最坏的

情况下，N(v) 完全包含于 C 分布在 N(v) 上的子

集，此时算法选取了集合 V = {v} ∪ N(v) 来覆盖

E(v) 上的边，此时，局部近似比为
| N(v) | + 1
| N(v) | ≤

4 /3 。
定理 2 算法处理顶点度数 D(v) ≤ 2 的局部

近似比 1。
证明 所有度数 D(v) ≤ 2 的顶点连通构成的

子图，或者是链状 A1 － A2 － … － Ar ，或者是环状。
若是链状，由此算法得到的顶点覆盖是从 A2 ，A4…
每隔一个选取得到的，近似比是 1。若是环状，由算

法得到的顶点覆盖由也是从环的一个顶点开始每

隔一个选取得到，近似比也是 1。
于是，由定理 1、2 可以判断:MGA 算法的近似

比不大于 4 /3 。可见，MGA 算法的性能近似比优于

文献［10］的顶点覆盖问题的贪心算法的性能近似

比 H(d) =∑1 / j ，( j = 1，2，…，d )，d 为图中最大

的顶点度数。

4 算法实例

在本文里以图 1 实例，MGA 算法和文献［10］和

文献［12］进行试验比较。图 2 表示 MGA 算法的处

理过程。图 2a 表示开始搜索图 G ，把图 G 的所有顶

点标记为未访问，并计算顶点的度及邻接度数;图

2b 根据邻接度数的大小，依次对图 G 的顶点进行处

理，得到图 G 的子图及最小覆盖点 h、a、c、e、m;图

2c 进入第二阶段的搜索，搜索图 G 的子图把所有的

变量复原，计算子图的顶点的度数和邻接度数，并

把顶点标记为未访问过;又得到最小覆盖点 k、i，最

后得到图 G 的一个最小覆盖顶点集 C = {h、a、c、e、
m、k、i}，即为所有求。(见图)。
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图 1 原始图

图 2 算法搜索实例

而由文献［10］中的算法得到图 1 的最小顶点覆盖

集为{g，i，a，f，h，j，c，m}，文献［12］中的算法得到

的结果为{a，g，h，I，e，f，l，h，k}，可见，这两个文献

得到的结果都劣于 MGA 算法。
文献［10］中的算法是从每次选择边转去选择

度数最大的顶点，而在很多图中有很多顶点的度数

是一样的大，这样就造成了有很大的盲目性选择，

且文献［12］中的算法也是在判断一个顶点所属的

局部结构类型的时候有多个链要选，也造成了一定

的盲目性选择;还有就是算法每步选择顶点时，如

果顶点的度数大于或等于 3 时就取作最小顶点覆盖

集中，而在很多图中顶点的度数大于或等于 3，这样

也造成了执行效果差的原因。
MGA 算法是每步都是选择邻接度数大的顶点

来处理的，每访问完所有顶点后，重新计算邻接度

数，这样在一定程度上克服了盲目性的选择。

5 结 论

1)本文根据顶点的度特点及贪婪的思想，提出

了求解 一 般 图 的 最 小 顶 点 覆 盖 问 题 的 混 合 贪 婪

算法。
2)相对于同类算法，本文提出的算法对图的规

模没 有 限 制 且 在 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 为

O( | V | 2) ，性能近似比不大于 4 /3，接近于目前已

知的可能的近似比下界 1． 166 6［12］。低于 2005 年

被认为是最低的近似比 槡10 5 － 21≈1． 361［13，14］。

且执行效果较好。
3)该算法设计思路清晰，容易理解，易于编程

实现，搜索过程中有较好的选择性，且是图的最小

顶点覆盖问题的方法中一个较好的算法。
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A New Mixed Greedy Algorithm for Solving Minimum Vertex Cover Set Problems

LU


Jian-kang，ZHANG Guo-ji
(School of Science，South China University of Technology ，Guangzhou 510000，P． R． China)

［Abstract］ Existing approximate algorithms for searching the minimum vertex cover set of a given graph either
have a higher ratio bound or constrain the scale of the graph intending to reduce the computational complexity or
shows big blindness for the algorithm searching ． Based on the characteristics of the vertex degree and the idea of
the greedy algorithm，the two primary concepts of abutting degree and vertex cover border are proposed． According
to these concepts，a new mixed greedy algorithm is proposed． This proposed algorithm shows a higher efficienct，more
understandable and easier for computer implementation． Theoretically，it has a computational time of O( | V | 2) and
a ratio bound of 4 /3． This ratio bound is close to the known potential ratio bound of 1． 166 6，and better than the re-
sult of 1． 361 in 2005． The algorithm is a valuable alternative to find the minimum vertex cover set of a given graph．
［Key words］ minimum vertex cover problem complexity analysis mixed greedy algorithm

598420 期 吕健康，等:求一般图的最小顶点覆盖集问题的混合贪婪算法


