
1 环面簇 (Toric Varieties)

1.1 基本定义

在欧式空间 Rn 中一个锥形 σ 如果是有限个闭半平面

的交, 我们谈论的都是顶点在原点的锥形. 我们说 σ 是严

格的锥形如果 σ 不包含任何直线 (只包含射线).
考虑 (Rn)∗ ∼= Rn. 对于锥形 σ, 定义

σ∨ = {f ∈ (Rn)∗ : ∀x ∈ σ, f(x) ≥ 0}.

记 N = Zn ⊆ Rn, M = Hom(N,Z) ∼= Zn ⊆ (Rn)∗.
我们说 σ 是有理的如果存在 v1, . . . , vk ∈ N = Zn 使得

σ = R≥0v1 + · · ·+ R≥0vk

我们下面说的锥形都是有理的.
此时定义对应的半群

Sσ = σ∨ ∩M = {f ∈ Hom(N,Z) : ∀σ, f(x) ≥ 0}

对应的仿射环面簇

Uσ = Hom幺半群(Sσ,C).

其中 C 视作乘法幺半群. 上面自然地有一个代数簇的结
构. 或者说, 等价地,

O(Uσ) = C[XSσ ]

这里表示群环 XaXb = Xa+b.

考虑 n = 1, 锥形是 R≥0, 那么 Sσ = Z≥0. 对任何半
群 X 都有

Hom幺半群(Z≥0, X) = X

即, Z≥0 出发的同态只由 1 的像决定. 因此

Uσ = C 即 O(Uσ) = C[X].

考虑 n = 1, 锥形是 {0}, 那么 Sσ = Z. 对任何半群 X

都有

Hom幺半群(Z, X) = X中可逆元

因此

Uσ = C×. 即 O(Uσ) = C
[
X,

1

X

]
.

如果锥形 σ 有一个面 τ(差一维的面). 我们可以假设
τ = {λ = 0} 对某个 λ ∈ Sσ. 那么可以直接验证

Sσ = Sσ + Z≥0λ ⊆ Sσ + Z · λ = Sτ .

所以 Sτ 出发的同态由其限制到 Sσ 上的同态唯一决

定, 换句话说, 可以说

Hom幺半群(Sτ ,C) = Uτ ⊆ Uσ = Hom幺半群(Sσ,C)

实际上, 这是一个开浸入.
注意 1 但是反之, Sσ 上的同态并不总能延拓到 Sτ 上.

我们说一把扇子 (fan) 是一组严格 (有理) 锥形, 数量
有限, 使得每个面都是组内的锥形, 两个组内的锥形的交
还是组内的锥形. 对于一把扇子 ∆, 可以定义其环面簇

X(∆) =
∪
σ∈∆

Uσ

其中包含是上段所说的. 这有 (Hausdorff 的) 代数簇的结
构.

考虑下列扇子

{负半轴, {0},正半轴}

Homa(Z≤0,C)
-1 的像 C

Homa(Z,C)

��

OO

1 的像 C×

x 7→x

��

x 7→ 1
x

OO

Homa(Z≥0,C)
1 的像 C

所以取并实际上是把 C 的无穷远点添上, 所以我们得到
CP 1.

习题 1. 考虑平面上分出的三块区域. 证明得到的环面簇
是 CP 2.
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[提示: 会算出

C2 C2 C2

C× C×

OO 99

C× C×

ee 99

C× C×

OOee

C× × C×

OOee 99

但是这个里面的映射得好好算一下. ]

1.2 几何性质

1. 环面作用.
对于一个锥形 σ, 对应 Sσ ⊆ Zn. 在

Uσ = Homa(Sσ,C)

上有 Homa(Zn,C) ∼= (C×)n 显然的群作用

a ∈ Homa(Zn,C),
φ ∈ Homa(Sσ,C)

(a · φ)(x) = a(x)φ(x).

例如当 σ = {0} 时

σ0 = {0} Sσ = Zn

Uσ = Homa(Zn,C) = (C×)n

上面的作用就是自然的左乘作用.
一般地, 在一把扇子 ∆ 上, 对应的环面簇 X(∆) 也有

(C×)n 的群作用. 且此时 U{0} ∼= (C×)n 是一个稠密开集,
在上面的作用恰好是左乘作用.

2. 不动点
考虑一把扇子 ∆. 对于一个锥形 σ ∈ ∆, 如果 σ 是满

维数的, 那么记

xσ(p) =

1 p = 0

0 p ̸= 0
∈ Uσ = Homa(Sσ,C)

因为此时 Sσ 没有元素可逆 (严格性).
全体

{xσ : σ ∈ ∆ 满维数}

就是所有 T 的不动点.

3. 极限点
一般地, 对于锥形 τ ∈ ∆, 我们定义

xτ (p) =

1 p ∈ τ⊥

0 p ∈ Sτ \ τ⊥
∈ Homa(Sτ ,C)

这里 τ⊥ = {p ∈ Rn : ⟨τ, p⟩ = 0}. 这是一个半群同态因为
Sτ 在 τ⊥ 一侧,

x+ y (τ 上) (τ⊥ 一侧)

(τ⊥ 上) (τ⊥ 上) (τ⊥ 一侧)

(τ⊥ 一侧) (τ⊥ 一侧) (τ⊥ 一侧)

+ 1 0

1 1 0

0 0 0

对于 v ∈ Zn ⊆ Rn, 我们定义 λv(z) ∈ U{0} ⊆ X(∆)

为

(λv(z))(p) = z⟨v,p⟩.

那么此时

lim
z→ 0

λv(z) = xτ

其中 τ 表示 v 所在的最小的锥形 (即, 在这个锥形的相对
内部).
这是因为在 Uτ 上, 点 λv 享有相同的表达式. 回忆,

lim
z→ 0

zn =


0 n > 0

1 n = 0

不存在 n < 0

v 落在 τ 相对内部的条件是说 p ∈ Sτ 和 v 垂直就和整个

τ 垂直.

4. 轨道
对于一把扇子 ∆ ⊆ Rn, 其每条 T = (C×)n 轨道都经

过唯一的一个上面定义的 xτ . 轨道可以直接写出来

T ·xτ =

{
λ ∈ Uτ :

λ(τ⊥) ∈ C×

λ(Sτ \ τ⊥) = 0

}
∼= Hom群(τ⊥∩Sτ ,C×).

这里 τ⊥ = {p ∈ Rn : ⟨τ, p⟩ = 0}.

因此轨道的维数

dimT · xτ = τ 的余维数.

且

T · xσ =
∪
τ≥σ

T · xτ Uσ =
∪
τ≤σ

T · xτ .

注意 1 Morse 理论的类比. 每个点 x ∈ X(∆), 考虑往一
个 “方向”v ∈ Zn 处作用 λv(z) · x. 假设下列极限存在

lim
z→ 0

λv(z)x lim
z→∞

λv(z)x.

那么他们都是不动点. 但是其中一个稳定, 一个不稳定.

5. 紧致性
对于一把扇子 ∆, 对应的环面簇 X(∆). 那么

X(∆) 紧致 ⇐⇒ ∆ 铺满了整个 Rn.

注意 1 一般地, 假如有 Zn 和 Zm 中的两把扇子 ∆1 和

∆2. 且 φ : Zn→Zm 把任何 ∆1 中锥形的像映到 ∆2 的某
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个锥形里,

σ1
φ−→σ2

⇓

Sσ1

φ∗

←−Sσ2

⇓
Uσ1 = Homa(Sσ1 ,C)

φ−→Homa(Sσ2 ,C) = Uσ2

这诱导了 X(∆1)→X(∆2), 此时

X(∆1)→X(∆2) 逆紧 ⇐⇒ ∆2 在 φ 下的原像被 ∆1 铺满.

6. 光滑性
对于一个锥形 σ, 对应的仿射环面簇 Uσ. 那么

Uσ 光滑 ⇐⇒
存在 v1, . . . , vk ∈ Zn 使得

σ = R≥0v1 + · · ·+ R≥0vk,

且 v1, . . . , vk 可以延拓为 Zn 的一组基.

在此时,
Sσ
∼= Zk

≥0 ⊕ Zn−k.

所以

Uσ = Ck × (C×)n−k.

注意 1 很多情况都不是光滑的.
1. 考虑四个向量 (±1,±1, 1) 的非负线性组合, 这是

三维却必须用四个向量生成.
2. 平面上考虑 (1, 2) 和 (1, 5) 的非负线性组合, 因为

det
(
1
1
2
5

)
̸= ±1, 所以也不是光滑的.

7. 爆破
考虑一个满维数的锥形 σ, 在内部选择一条射线, 这把

σ 分成 n 份满维数的锥形 σ1, . . . , σn.

σ σ = σ1 ∪ · · · ∪ σn σ1, · · · , σn, σ1 ∩ σ2, · · ·
Sσ Sσ = Sσ1 ∩ · · · ∩ Sσn Sσ1 , · · · , Sσn , Sσ1∩σ2 , · · ·
Uσ ? Uσ1 , · · · , Uσn , Uσ1∩σ2 , · · ·

此时有映射 ∪
Uσi −→Uσ.

这是 T 等变的, 所以我们可以主要分析轨道 (上的代表点
xτ ).
不难发现

轨道 原像

xσ = T · xσ

∪
σ′≤σ Txσ′

T · xτ T · xτ (τ < σ)

所以除了 xσ 原像比较大, 其他点原像都是一个点.
如果 σ1, . . . , σn 都光滑, 那么

∪
σ′≤σ Txσ′ ∼= CPn−1,

且上面的 ∪
Uσi −→Uσ

恰是在 xσ 处的爆破.

习题 1. 证明曲面环面簇 (即二维的环面簇), 一定可以
通过爆破变成光滑的. [提示: 只需要考虑一个锥形. 这

是 Eulid 算法, 通过一个 GL2(Z) 可以假设其中一个向量是

(0, 1), 另一个是 (n,−d), 其中 n > d > 0. 这时用 (1, 0) 分

割. 假设 n = kd + r, 其中 0 < r < d, 那么通过 GL2(Z)(
1
0

n
−d

)
−→

(
1
0

r
−d

)
−→

(
1
1

r
r−d

)
−→

(
0
1

r
r−d

)
. ]

1.3 线丛

对于一个锥形 σ, 添加上所有面, 将其视为一把扇子.
此时 ∆(σ)中 n−1维的轨道和其中 1维的面一一对应. 记
这些一维轨道的闭包是 D1, . . . , Dk, 对应射线 τ1, . . . , τk.
对于 p ∈ Sσ, 这定义了一个 Uσ = Homa(Sσ,C) 上的

函数, 即带入, 我们可以记为 Xp. 其零点余维数是 1 且是

T -等变, 所以是 Di 的并, 其中 i 使得

xτi(p) = 0, 即 p ∈ τ⊥i , 即 ⟨τi, p⟩ ̸= 0.

代数几何中关心重数, 记 ti 是 τi 中的第一个格点, 那么
Di 的重数是 ⟨ti, p⟩.

更一般地, 对于环面簇 X(∆), 记一维轨道的闭包是
D1, . . . , Dk, 对应射线 τ1, . . . , τk. 对于 p ∈ Sσ, 当 p ∈ Sσ

时 Xp 在 Uσ 上两定义, 否则一般地 Xp 在 Uσ 上只能定

义在

{φ ∈ Homa(Sσ,C) : φ 可以延拓到 Sσ + Z · p 上}.

所以一般而言 Xp 只是一个有理函数.
不过我们直接定义 Xp 在 Di 处的重数是 ⟨ti, p⟩. 如果

是正的, 那么就是零点, 如果是负的, 那么是极点 (即 X−p

的零点).

抽象地, 定义 T 等变 divisor DT =
⊕k

i=1 ZDi, 那么
在 X(∆) 光滑时有下列短正合列

0−→Zn−→DT −→Pic(X)→ 0

中间的映射是 p 7→ Xp 的带重数零点.

换句话说,对于 divisor D = n1D1+ . . .+nkDk ∈ DT ,
对应的线丛

O(D) = {有理函数f : f 在 Di 处的重数 ≥ −nk},

那么 global sections

Γ(O(D)) = span{Xp : ⟨p, ti⟩ ≥ −nk}.

如果 X(∆) 紧致这恰好对应到一个多面体.
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