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前言

啊! 我又写了一本很短的书! 我非常喜欢这种明快的风格.
本书的目的是为了介绍同调的理论, 不过我并非是像把同调代数讲得

面面俱到, 本书的目的其实只是为了回答我最初学习同调的一个疑惑 —
为什么同调这么有用? 为什么几何在用, 代数都在用? 他们统一在哪里?
本书分两部分, 第一部分介绍一般的同调代数的理论. 这部分写作的

特点是会在建立理论的过程中使用轻便的记号, 这或许会让循规蹈矩的人
晕倒. 这部分还会列举很多几何例子, 这部分只是框架, 有时也也并不严
格, 是留给读者把握大意的, 难以阅读时可以跳过. 第二部分介绍应用, 是
代数拓扑和群的同调两个方面. 这部分的写作特点是不求全面, 为的是展
示如何建立同调的理论以及其应用的方法.
这本书能够如此之简短, 我将其归功于对预备知识的假设 — 读者在

阅读本书前应当有基本的关于模论的知识, 例如 [4] 第六章, [8] 的前两章,
第一部分对拓扑的知识原则上只需要 [2] 的第二部分的开篇第六章. 对此
不了解可以查阅书后的 “代数学小词典”, 对其中少部分知识的一知半解不
影响整体的阅读. 同时最后代数拓扑部分需要更多的拓扑学术语.
希望读者能有收获!

熊锐

2018 年 11 月 2 日凌晨
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第一部分

理论部分
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第一章 复形

1.1 复形的定义

以下我们固定环 R, 我们要将目光置于 R-Mod 范畴上.

定义 1.1 (复形) 取一族 R-模 C• = {Cn}n∈Z, 以及之间的一族同态 ∂ =

{∂n : Cn→Cn−1}n∈Z, 若满足

∂n ◦ ∂n+1 = 0 (零同态)

则称 (C•, ∂) 是一个 R-模链复形 (chain complex) , 简称复形 , 其中 ∂

被称为微分 (differential)或 边缘同态 (boundary operator) . 如下
图

∂n ◦ ∂n+1 = 0
//___ Cn+1

∂n+1 //@A BC
0

//Cn
∂n // Cn−1

//___

方便起见, 以后讨论复形会略去 ∂, 讨论涉及 ∂ 时常会省略下标和复

合记号 ◦, 只需注意到映射的指标是其出发的模指标.

引理 1.2 对于 R-模复形 (C•, ∂), ∂ 有如下分解

∂n = ȷ ıðπ

Cn

π
����

//____ im ∂n� r

ı
%%JJ

JJJ
JJJ

JJ
//____ Cn−1

cok ∂n+1

ð

99 99tttttttttt
//________ ker ∂n−1

?�

ȷ

OO

3



4 第一章 复形

其中 π, ı, ȷ 分别是自然映射, 包含映射和包含映射, ð 由 ∂n 诱导1.

证明 以上映射是合理的需要验证

• im ∂n ⊆ ker ∂n−1 ⊆ Cn−1.

这是因为 ∂n−1∂n = 0

• ∂ : Cn→Cn−1 诱导了 cok ∂n+1 → im ∂n 的同态.

这是因为 ∂(im ∂n+1) = 0, 故诱导了 ð : Cn/ im ∂n+1 → im ∂n 的同态.

最后, ∂n = ȷ ıðπ 容易验证. �

引理 1.3 记号同上命题 (1.2), 有自然同构

ker ∂n/ im ∂n+1 = cok
[
im ∂n+1

ι
↩→ ker ∂n

]
∼= ker

[
cok ∂n+1

ð� im ∂n

]
换言之

//___ Cn+1
// // � � //

    A
AA

� 0

@@���

�.

>>}}}}}
�� ��=
==77

@@ @@����

p�

  A
AA

AA Cn // // � � //

�� ��=
==

�.

>>}}}

� 0

@@���     A
AA

AA77

>> >>}}}}}

n�

��=
==

= Cn−1
//___

H

证明 第一个等号就是定义. 注意到 ð 由 ∂ 诱导而来, 根据模同构第三定
理

im ∂n ∼=
Cn

ker ∂n
=

Cn/ im ∂n+1

ker ∂n/ im ∂n+1

=
cok ∂n+1

ker ∂n/ im ∂n+1

因为其中映射都是自然, 由 ∂ 诱导的, 故可以直接得到 kerð 自然同构于
ker ∂n/ im ∂n+1. �

定义 1.4 仿照同调论的源头, 对于复形 C•, 围绕 Cn, 我们定义如下概念

• Cn 中的元素被称为 n-链 (chain) .

• Zn(C•) = ker ∂n, 其中元素被称为 n-圈 (cycle) .
1换话句话说, 定义为 ð : cok ∂n+1

满−→ im ∂n x mod im ∂n+1 7−→ ∂x
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• Bn(C•) = im ∂n+1, 其中元素被称为 n-边 (boundary) .

• Fn(C•) = cok ∂n+1, 其中元素被称为 n-架 (frame) 2.

• Hn(C•) 为上面引理 (1.3) 所定义的 H, 称为第 n 个同调模 (ho-
mology module) . 简言之, 即 Hn = Zn/Bn.

如图

 Zn

Bn

Hn

Fn
  A

AA
A

  A
AA

A
>>}}}   AA

A
>>}}}}

// Cn
∂n ___

. 换言之, 有如下 4 条短正合列



0

��?
??

??
0

Bn
��?

??
?

))
Cn

��

++
Bn−1

??�����

��
0

88

Zn
��?

??
?

88

Fn

??����





0

0

JJ

Hn

��?
??

??

??����
0

0

??�����
0


评注 1.5 有了上面的记号, 我们可以将 (1.3) 改写为,

对于复形 C•, 有自然同构

Hn(C•) = cok [Bn→Zn] ∼= ker [Fn→Bn−1]

同调模是之中最为关键的, 为了看到起用途, 以下是一些源头性 (代
数拓扑) 的例子.

例 1.6 (奇异同调) 对于 n ∈ Z≥0, 在欧式空间 Rn+1 中定义 n 维标准单

纯形 (standard simplex)

△n =

{
n∑
i=0

λiei : λi ≥ 0,
n∑
i=0

λi = 1

}
= {ei}ni=0 的凸包
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图 1.1: 标准单纯形

其中 ei 是 Rn+1 标准基3, 下图画出了 n = 1, 2, 3 维的情形. 直觉上
看, 每个 n 维标准单形都有 n + 1 个 n − 1 维数的面, 即去掉某一个 ei

再做凸包, 但可惜这样得到的不是标准的, 为此, 可以找一个线性映射
ιi : △n−1 →△n 将每个面等同于标准单形, 但是这需要注意顺序, 方便起
见假定 ιi 按顺序映射, 即

(e0, . . . , en−1) 7→(e0, . . . , êi, . . . , en) ∗̂ 表示跳过

那么 △n 的边界就是 ιi 的像的并.
在拓扑空间 X 上, 我们定义其上的一个 n 维单纯形或简称单形是

一个连续映射 ∆ : △n→X. 将所有这样的 ∆ 收集起来并以此为基生成

一个自由 Abel 群, 我们定义这就是 Cn(X), 换言之, Cn(X) 就是 X 中一

些单形的组合, 这被称为复形 (complex) . 下面我们要定义边缘同态, 这
只需要在基上定义

∂n : Cn(X) −→ Cn−1(X)[
△n

∆→X
]

7−→
n−1∑
i=0

(−1)i
[
△n−1

ιi→△n
∆→X

] (∗)

换言之, ∂ 将 n维复形变成 n−1维复形,变成他们的 “有方向”边界,这里
的 (−1)i 起调节方向的作用, 这样可以确保 “取两次边界”消失 (交给读者
验证). 例如下图最后消失了, 是因为这些边两两相接从而, 其边缘出现的
0 维单形 —单点, 正负相抵. 最后, 约定 n < 0 时 Cn(X) = 0, ∂n−1 = 0.

2这是作者发明的概念.
3即第 i 位为 1, 其他位为 0 的坐标.
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C2(X) C1(X) C0(X)

∂2 ∂1

图 1.2: 边缘同态

我们就得到了奇异复形 (C•(X), ∂).
下面我们来简单看一下,随之定义的 Zn(X),Bn(X),Fn(X),Hn(X)(这

些记号是自明的) 有何意义.

• n-圈 Zn(X) 是那些边缘为 0 的 n 维复形, 例如在 1-维看就是首尾
相接, 没有 “树枝”. 更高维则是说明其 “闭合”, 每一块单形的边都
邻接另一个单形的边, 且方向相反.

• n-边 Bn(X) 是某些 n + 1 维复形的边缘, 换句话说, 可以通过适当
地 “填充”, 将骨架填满. 换言之, 就是那些可以缩成一个点的 n 维

复形.

• n-架 Fn(X) 是一些 n 复形的等价类, 两个复形相同如果相差一个
n+1 维复形的边缘, 换言之, 相差一个 “实心”n+1 维复形. 可以立
即为两个复形可以通过 “连续变动” 转化, 这个 n+ 1 维复形就是连

续变动的 “痕迹”.

• n-同伦群 Hn(X) 是那些闭合的 n 维复形的等价类, 等价当且仅当相
差一个 n+ 1 维复形的边界. 换句话说可以通过 “连续变动” 转化.

最终的理解像极了基本群的理解方式, 实际上, Hn(X) 大致反映出 X 中

n 维 “洞” 的数目. 由于这里的 Cn 过大, 而无法通过直接计算, 因此称
为奇异 (singular) 同调 .
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∈ Zn \ Bn

图 1.3: 洞

例 1.7 (单纯同调) 对于由单纯形 “拼接” 而来的拓扑空间, 有更为简单的
同调, 这被称为单纯 (simple) 同调 . 一个简单复形是通过不断将一些

n 维标准复形的 n 个面黏在已经粘好的 n− 1 维复形上得来的拓扑空间,
经过粘结, 一些边发生了重合, 这也赋予了新的边界关系. 这样, 定义 Cn

为全体用于粘结的 n 维单纯形, ∂ 定义为根据粘合, 形式地取边界 (如之
前 (∗) 的样式), 这样也可以得到一个复形 (C•, ∂). 其理解方式类似, 且更
好计算, 更重要的是, 可以证明, 奇异同调群是自然同构于单纯同调群的.

例 1.8 (微分形式) 回忆微分流形中的微分形式4. 对于流形 M , 记
Diffn(M) 为 M 上的全体 n 次微分形式, 这是 R-线性空间. 熟知的
外微分算子 d = dn 给出了 Diffn(M)

d→Diffn+1(M) 的线性映射, 且
d2 = 0. 为了制作一个复形, 我们需要将箭头倒置, 令

C−n = Diffn ∂−n = dn n > 0 ⇒ Cn = 0, ∂n = 0

这能导出同调模 H−n(C), 再记 Hn(Diff•) = Hn, 这时称为de Rham 上

(co-) 同调模 .
4没有学过的读者不妨以数学分析为范本考虑, 流形视作一个光滑性好的子集
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例如在圆周 S1 ⊆ R2 上的微分形式

dθ := ydx− xdy

不是任何微分形式的微分5, 具体的证明只需要通过对微分形式做积分再
利用著名的 Stokes 公式即可. 但是这个微分形式的微分确是 0.

除此之外, 还有一些玩具一样的例子.

例 1.9 考虑矩阵 ∂ :=

(
0 1

0

)
, 配合 Cn = R2, 形成了一个复形.

例 1.10 考虑 Z4, 定义 ∂ : x 7→ 2x. 显然, 这也是一个复形.

例 1.11 对于任意一族模 Cn, 定义在 n 是奇数时 ∂n = 0, 其余时候任意
取, 这也形成一个复形.

下面将几类最容易计算的同调模以命题形式计算出来. 首先, 毫无疑
问, 对于复形 (C•, ∂), Hn(C•) 只和前后两个同态 ∂n, ∂n+1 有关.

命题 1.12 对于复形 C•,

(1) 若 . . .
0→Cn

0→ . . ., 则 Hn(C•) = Cn.

(2) 若 . . .
0→Cn

f→ . . ., 则 Hn(C•) = ker f .

(3) 若 . . .
f→Cn

0→ . . ., 则 Hn(C•) = cok f .

证明 因为零同态像为 0, 核是整个模. �

命题 1.13 对于复形 C•, 假设 . . .
g→Cn

f→Cn+1
h→ . . .

(1) 若 f 是双射, 则 g 和 h 皆为零同态, 且 Hn(C•) = 0 = Hn+1(C•).

(2) 若 f 是单射, 则 g 是零同态, 且 Hn(C•) = 0.

(3) 若 f 是满射, 则 h 是零同态, 且 Hn+1(C•) = 0.

证明 直接计算. �
5这里的记号 dθ 只是记号, 实际上, θ 可以视作是 S1 的多值函数.
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1.2 同伦

定义 1.14 对两个 R-Mod 复形 C•, C
′
•, 若存在一族映射 φ = {φn :

Cn→C ′
n}, 若满足

∂φ = φ∂

//___ Cn

φn

��

∂n // Cn−1

φn−1

��

//___

//___ C ′
n ∂n

// C ′
n−1

//___

则称 φ 为一个 C• 到 C ′
• 的同态 , 会照例记为 φ : C• →C ′

•.
显然 6, 一个复形的同态诱导了同调模之间的同态

Hn(f) : Hn(C•) −→ Hn(C
′
•)

[z] 7−→ [f(z)]
n-圈z ∈ Zn(C•) (∗)

有时, 滥用记号仍然记为 f .

定义 1.15 (同伦) 对于两个 R-Mod 复形 C•, C
′
•, 若有两个同态 φ,ψ, 称

映射族 S = {Sn : Cn→C ′
n+1} 是 φ 到 ψ 的同伦 (homotopy) , 如果

∂S + S∂ = ψ − φ

//____ Cn
∂n //

Sn

||zz
zz
zz
zz

φ

��
ψ

��

Cn−1

Sn−1||zz
zz
zz
zz

C ′
n+1 ∂n+1

// C ′
n

//____

并且记为 S : φ ≃ ψ, 称 φ 和 ψ(通过 S) 同伦.

评注 1.16 实际上定义中, 是 ψ−φ 还是 φ−ψ, 是 S∂+∂S 还是 S∂−∂S
并非紧要, 只需要按照奇偶性调整一个正负号即可.

命题 1.17 关于同伦有如下初等结果.
6因 为, 自 动 诱 导 了 Zn(C•)→ Zn(C

′
•) 以 及 Bn(C•)→ Bn(C

′
•), 二 者 再 诱 导 了

Hn(C•)→Hn(C
′
•).
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(1) 对于两个复形之间的三个同态 C•
φ,ψ,χ→ C ′

•, 若同伦 S : φ ≃ ψ, T : ψ ≃
χ, 则 S + T : φ ≃ χ. 换言之, 同伦是等价关系.

(2) 对于三个复形之间的两组同态 C•
φ→
ψ
C ′

•
φ′

→
ψ′
C ′′

• , 若同伦 S : φ ≃ ψ,
S′ : φ′ ≃ ψ′, 则

φ′S : φ′ψ ≃ φ′φ S′ψ : ψ′ψ ≃ φ′ψ

从而根据 (1) 有 ψ′ψ ≃ φ′φ.

证明 直接计算. �

定理 1.18 (同伦不变性) 对于两个复形 C•, C
′
•, 若两个同态 φ,ψ 同伦, 则

他们诱导的同伦模的同态相同, 即

Hn(φ) = Hn(ψ) : Hn(C•)→Hn(C
′
•)

证明 回看映射 (∗), 对于 n-圈 z ∈ Zn(C•), 只要证明 [φ(z)] = [ψ(z)] 即

可, 即 (φ− ψ)(z) ∈ Bn(C ′
•). 但是

(φ− ψ)(z) = (∂S + S∂)(z) ∵ ∂z = 0

= (∂S)(z) = ∂(S(z)) ∈ Bn

命题得证. �

评注 1.19 尽管同伦可以让两个同态在同调模上诱导相同的同态, 但反之,
若两个同态在同调模上诱导相同的同态, 未必总有同伦. 考虑 Z-Mod 复
形

C• : . . .
0→ 0

0→Z ×2→ Z︸︷︷︸
=C0

0→ 0
0→ . . . C ′

• : . . .
0→ 0

0→Z→ 0︸︷︷︸
=C′

0

0→ 0
0→ . . .

并定义 φ : φn =

id n = 1

0 n ̸= 1
, 注意到 φ 和 0 同时诱导了同调模之间的零

同态. 但是, 不存在一个同伦, 这是因为, 若有同伦 S, 则要求下图两个三
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角形交换 (因为其他的 ∂S = 0)

Z id //

×2

��

Z

0

��
S
��
�

����
�

Z // 0

此属天方夜谭.
尽管如此, 同伦的重要性在于, 当我们运用一些函子作用在其上时,

只保持加法, 而是否保持 ker 或 cok 便得微妙, 但是同伦是利用等式定义
的稳固关系, 故同伦依旧变为同伦, 这让我们可以放心地谈论同调群之间
的同态.

例 1.20 回到奇异同调 (1.6) 的例子. 对于拓扑空间的连续映射 X
φ→Y ,

任何一个 X 的单纯形 [△n
∆→X] 通过复合都可以变成 Y 的单纯形

[△n
∆→X

f→Y ], 于是这诱导了同态 Cn(f) : Cn(X)→Cn(Y ). 回看 ∂ 的定

义知道 (因为复合有分配率), 这是复形的同态.
拓扑空间中著名的同伦指的是对于拓扑空间的两个映射 X

f→
g
Y , 若

有连续映射

F : X × [0, 1] −→ Y

满足

∀x ∈ X F (x, 0) = f(x) F (x, 1) = g(x)

则称 F 是 f 到 g 的同伦. 换言之, 同伦通过引入参数 t, 将 f 连续变动

为 g, 如图.
下面的问题是如何把单纯形连续变动, 我们在 (1.6) 曾提过, 相差 Bn

中的元素相当于是 “连续变动”, 而高维复形就是变动的 “痕迹”, 在这个
意义下需要固定 “端点不动”. 具体来看同伦, 任何一个复形 [△n

∆→X] 都

诱导了 [△n × [0, 1]
∆→X × [0, 1]], 这通过 F 变成了

[△n × [0, 1]
∆→X × [0, 1]→Y ]

这不是一个 “单纯形”, 但是是一个 “柱形”, 且上下底面分别是 f, g 各自

诱导的像 [△n
∆→X

f,g→ Y ]. 如果 f, g 是圈的话, f 的像在同调群的理解下
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f

g

[0, 1]

X

F

Y

图 1.4: 同伦

连续变动到 g, 我们需要将复形 [△n
∆→X

g→Y ] − [△n
∆→X

f→Y ] 写成一

个 n+ 1 维复形的边界.
一个可行的操作是将 [△n × [0, 1]→Y ] 理解为复形, 具体而言, 我们

可以定义一些线性映射 {ψi : △n+1 →△n × [0, 1]}ni=0, 他们的像的并就是
整个 △n × [0, 1]. 这同样需要注意顺序, 我们规定为

(e0, . . . , en+1) 7→
(
(e0, 0), . . . , (ei, 0), (ei, 1), . . . , (en, 1)

)
这样, 定义

图 1.5: 柱形的分解

Sn : Cn(X) −→ Cn+1(Y )[
△n

∆→X
]

7−→
n∑
i=0

(−1)i
[
△n+1

ψi→△n×[0, 1]
∆→X×[0, 1]

F→Y
]
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= +

S

S

∂

∂

f

g
Cn(Y )

−

+

图 1.6: 同伦映射

不难计算出, 这个 Sn 总满足同伦的条件, 如下图.

例 1.21 对于复形 C•, 若有同伦 S : 0 ≃ id, 则称 S 是一个收缩 (con-
tracting) 同伦 . 显然, 如果有收缩同伦, 那么 Hn(C•) = 0, 即 C• 是正合

的, 或曰零伦的 (我们下面会定义).
其几何意义就是一个空间如果可以缩成一个点, 那么自然不会有

“洞”, 更准确地说, 任何圈都可以填充满, 只需要把缩成一点的 “痕迹” 找
到即可.

例 1.22 对于两个复形 C•, C
′
•, 若同态 C•

φ→C ′
•, 以及 C ′

•
ψ→C• 使得,

φψ ≃ id ψφ ≃ id

则 Hn(C•) = Hn(C
′
•) 对所有 n, 因为

Hn(φ) ◦ Hn(ψ) = Hn(φψ) = Hn(id) = id

称 C• 和 C ′
• 有相同的同伦形 . 对应到集合上就是存在同伦意义下的互逆

连续映射.



1.3 预解 15

1.3 预解

下面我们关心在 n < 0 时, Cn = 0 的复形 C•, 我们称之为正复形 .

定义 1.23 (预解) 定义如下概念

• 对复形 C•, 称之为投射的 (projective) , 如果每个 Cn 都是投射模.

• 对复形 C•, 称之为自由的 (free) , 如果每个 Cn 都是自由模.

• 对复形 C•, 称之为正合的 (exact) , 如果 Hn(C•) = 0 对任何 n.

• 对正复形 C•, 称之为零伦的 (acyclic) , 如果 Hn(C•) = 0 对任何

n ≥ 1.

显然, 自由模必投射, 不熟悉投射模的读者不妨暂且将之后定理替换为
“自由”. 容易验证, 一个正复形 C• : . . .→C1 →C0 → 0 是零伦的当且仅当

如下复形是正合的

. . .→C1 →C0
自然映射→

[
H0(C•) = F0(C•)

]
→ 0

对于 R-模 A, 倘若有投射而零伦的正复形

P• : . . .→P1 →P0 → 0

使得 H0(P•) = A, 则称 P• 是 A 的投射预解 (resolution) . 换言之有如
下长正合列

. . .→P1 →P0 →A→ 0

为了方便, 我们时常记这个复形为 P• : . . .→P1 →P0 →(A→)0

例 1.24 (标准投射预解) 对于 R-模 A, 总存在投射预解, 这是可以考虑
模展示 R0 ↩→P0 �A, 其中 P 甚至可以是自由的. 再考虑 R 的模展示
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R1 ↩→P1 �R0, 以此类推, 将 Pi 串联起来

. . . R1 ��
��?

??
? A

. . . // P2
//

?? ??����
P1

//

�� ��?
??

? P0

?? ??����

. . . R2

??
??����

R0

??����

显然, 这是零伦的. 从而成为投射预解, 这被称为标准投射预解 .
特别地, 在 R 是主理想整环的情形, 自由模的子模依旧自由, 故

R0 ↩→P0 �A 就已经是一个投射预解了.

例 1.25 有如下例子.

1. 显然, 奇异同调 (1.6) 定义的复形都是自由的, 从而是投射的.

2. 而每一个单纯形视作拓扑空间其对应的奇异复形是零伦的而自由的.

3. 对于一个单点空间 {∗}, 其奇异同调群 Hn({∗}) =

Z n = 0

0 n ≥ 1
, 因为

根据定义他们无非是

. . .
0→Z 1→Z 0→Z 1→Z 0→Z

故这是一个零伦但不正合的复形.

命题 1.26 (比较定理) 若有两个正复形 C•, C
′
• 满足 C• 投射, 而 C ′

• 零

伦, 则任何同态
φ−1 : H0(C•)→H0(C

′
•)

可以 “延拓” 成复形之间的同态 φ : C• →C ′
•, 使之诱导的映射 H0(φ) =

φ−1, 且除此之外, 任何两个这样的同态都同伦. 换言之, 在同伦意义下这
是唯一的.

证明 证明的方法无疑是追图.
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存在性. 将 H0(C
′
•) 置于 −1 位置上, 这样无疑只需要 “延拓出去” 即可,

如下图

//___ C1
//

φ1

���
�
�

⇐

C0
//

φ0

���
�
�

⇐

H0(C•)

φ−1

��
//___ C ′

1
// C ′

0
// H0(C

′
•)

假设 m < n 时, φm : Cm→C ′
m 已经构造好, 且已经使得有定义的情况下

满足条件 φ∂ = ∂φ, 则

∃φn : Cn→C ′
n

s. t. ∂φn = φn−1∂

∵ Cn 是投射模

//___ Cn
∂ //

""D
DD

DD
DD

D

φn

���
�
� Cn−1

φn−1

��

//___

//___ C ′
n

∂ // C ′
n−1

//___

这样一直构造下去即可. 显然, 此时 φ 诱导的 H0(φ) 等于 φ−1.

同伦唯一性. 倘若得到两个映射 φ 和 ψ, 通过将两个同态相减, 我们转
化成证明 φ−1 = 0, ψ = 0 的情况.
假设 m < n 时, Sm : Cm→C ′

m+1 已经构造好
7, 且已经使得有定义的

情况下满足条件 ∂S + S∂ = φ, 则[
Cn

φn→C ′
n

]
−
[
Cn

∂→Cn−1
Sn−1→ C ′

n

]
被 ∂ 杀死

具体来说如下 Cn→C ′
n−1 的映射, 通过追图知

∂(φn − Sn−1∂) = ∂φ− ∂S∂ = φ∂ − (φ− S∂)∂ = 0

故这诱导了 Cn→Zn(C ′
•)的同态,由于 C ′

n 处的正合性, Bn(C ′
•) = Zn(C ′

•),
再利用 Cn 的投射性于满射 C ′

n+1 →Bn(C ′
•), 这诱导了 Cn→C ′

n+1 的映

射, 总结起来

∃Sn : Cn→C ′
n+1

s. t. ∂Sn = φn − Sn−1∂

//___ Cn+1
//

��

Cn //

φn

��
Sn
z
z

||z
z

Cn−1

φn−1

��
Sn−1

zz
z

||zz
z

//___

//___ C ′
n+1 ∂

// C ′
n

// C ′
n−1

//___

7当然, n ≤ 0 时, Sn 是任意的, 因为 ∂ = 0
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命题得证. �

例 1.27 下面, 我们需要运用上面定理的变体来回答如下一个问题

如果我们最开始不是利用单纯形定义的奇异复形, 而是采用方
块 �n = [0, 1]n 来定义的, 取边界类似, 得到的同调群是否是一
样的?

换言之, 现在, 对拓扑空间 X, 我们抽象地看

• 现在有两组自由复形 C△
• (X) 和 C�

• (X). (由单纯形和方块定义)

• H0(C
△
• (X)) = H0(C

�
• (X)) (在 0, 1 维时因为都是单点和线段)

• C△
• (�n) 以及 C�

• (△n) 是零伦的. (因为都是可缩成一点的)

好在以上几点已经足以得到 Hn(C
△
• (X)) = Hn(C

�
• (X)) 的结论. 方法类

似于 (1.26) 的过程, 我们将 id : H0(C
△
• (X)) = H0(C

�
• (X)) 延拓出去, 并

且类似方法将反方向延拓出去, 这样这两个同态给出了相同的同伦形, 见
(1.22).
首先, 找一个自然同态 C△

• (X) 到 C�
• (X) 使得其诱导了 H0(C

△
• (X))

之间的自然的同构 H0(C
�
• (X)).

• 这只要对每一个 △n 指定一个形如
∑

(n) [�n
...→△n] 的复 “方形”, 这样就可以

定义

φ(X) n : C△
n (X) −→ C�

n (X)[
△n

∆→X
]

7−→
∑

(n)

[
�n ...→△n

∆→X
] (∗)

注意到 [
△n

∆→X
]
∂7→ φ7→

∑∑
[�n−1 →△n−1 →△n→X][

△n
∆→X

]
φ7→ ∂7→

∑∑
[�n−1 →�n→△n→X]

其成为同态需要在 X = △n 以及最后的同态是 id 时成立即可, 即∑∑
[�n−1 →△n−1 →△n] =

∑∑
[�n−1 →�n→△n]
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• 假设 m < n 时的
∑

(m) [�m
...→△m] 已经构造完了, 令 X = △n, 这样对于

m < n, 其同态已经可以按 (∗) 已经可以定义到 φ(△n)m 了, 这时, 类似 (1.26)
的过程, 因为两个复形都是自由且零伦的, 可以继续延拓下去得到

φ̂(△n) : C
△
• (△n)→C�

• (△n)

于是这个单形自己 [△n
id→△n] ∈ C△

• (△n) 就通过这个映射成一些复 “方形”,
记像为

∑
(n) [�n

...→△n], 仔细端详 ∂φ̂ = φ̂∂ 这个条件, 就是上一步要求的条
件.

下面, 要找自然的同伦.

• 同样, 也只需要对每一个 △n 指定一个形如
∑′

(n) [�n+1
...→△n], 这样就可以定

义

S(X) n : C△
n (X) −→ C�

n+1(X)[
△n

∆→X
]

7−→
∑′

(n)

...
[
�n+1

...→△n
∆→X

] (∗∗)

• 方法和上面是类似的. 这里关键是利用 C△
• (�n) 以及 C�

• (△n) 是零伦的事实.

实际上, 具体的同态和同伦都是可以找到的, 这通常有几何意义.
例如一个可行的操作是将方形剖分为小的三角形, 换言之, 这给出了∑

(n)[△n→�n], 反面是将单纯形理解为将某个面映粘结成点组成的图形,
这则给出了

∑
(n)[�n→△n]. 而同伦则几何意义是将经过 φψ 后的 “自

己” 和原本的自己放在柱的两边, 然后再剖分.

ϕ ψ

ϕψ

''

图 1.7: 三角形还是方形?
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诚然, 就拓扑而言, 显然上面的例子太过庞大, 无法精确含入到定理
(1.26) 的法网之中, 但是这确乎是同调论的一个基本方法论 —想要说明同
调群存在自然同构总是构造恰当的同伦, 因此, 把握定理的过程相比更为
重要.
以上这种在一般的单形

[
△n

∆→X
]
取 X = △n, ∆ = id 使之成为 “标

准单形”, 再通过
[
△n

∆→X
]
=
[
△n

id→△n
∆→X

]
回到一般单形的技巧是

代数拓扑中常用的技巧, 这种技巧被称为 “模型 ”. 其一般形态参见 [14]
P286 定理 11.5.1.

1.4 长正合序列

我们注意到, 所谓复形无非是一串用边缘同态串联起来的模, 我们也
可以讨论其正合性.

定义 1.28 已知复形以及之间的同态 C•
φ→C ′

•
ψ→C ′′

• 称之在 C ′
• 处正合

(exact)的, 如果对任意 n, 下列模以及之间的同态

Cn
φn→C ′

n

ψn→C ′′
n

在 C ′
n 处正合. 类似地, 可以定义复形的短正合列 , 如果上式为短正合列.

定理 1.29 (长正合序列) 对于复形的短正合列

0→C•
φ→C ′

•
ψ→C ′′

• → 0

则有在每一处都正合的长正合列

//___ Hn(C•)
φn // Hn(C

′
•)

ψn // Hn(C
′′
• ) EDBCGF ∂n@A

// Hn−1(C•)
φn−1 // Hn−1(C

′
•)

ψn−1 // Hn−1(C
′′
• ) //___

其中映射 ∂ 满足

∂ : Hn(C
′′
• ) −→ Hn−1(C•)

[z] 7−→
[
φ−1(∂(ψ−1(z)))

] n 圈z ∈ Zn(C ′′
• )
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其中 [∗] 表示 Zn(. . .) 中元素在 Hn(. . .) = Zn(. . .)/Bn(. . .) 中的像 8.

证明 首先, 对于每一小段

0 // Cn
φn //

∂

��

C ′
n

ψn //

∂

��

C ′′
n

//

∂

��

0

0 // Cn−1 φn−1

// C ′
n−1 ψn−1

// C ′′
n−1

// 0

于是根据蛇形引理这诱导出

0 // Zn(C•)
φn // Zn(C ′

•)
ψn // Zn(C ′′

• ) EDBCGF@A
// Fn−1(C•)

φn−1 // Fn−1(C
′
•)

ψn−1 // Fn−1(C
′′
• ) // 0

回忆 ∂ 的分解 (1.2), 实际上有 ∂n+1 诱导来的映射

Fn+1(. . .)
满→Bn(. . .) 单→Zn(. . .)

截取上面的同态有

Fn(C•)
φn //

∂

��

Fn(C
′
•)

ψn //

∂

��

Fn(C
′′
• ) //

∂

��

0

0 // Zn−1(C•) φn−1

// Zn−1(C
′
•) ψn−1

// Zn−1(C
′′
• )

这根据蛇形引理又诱导出一条正合列, 而因为单射和满射的条件, 再根据
(1.5), 实际上这条正合列是

Hn(C•)
φn // Hn(C

′
•)

ψn // Hn(C
′′
• ) EDBCGF@A

// Hn−1(C•)
φn−1 // Hn−1(C

′
•)

ψn−1 // Hn−1(C
′′
• )

8上面的定义中 ψ−1(z) 是 z 在 ψn 下的原像, ∂(. . .) 是 C′
• 的 ∂n 的像, φ−1(. . .) 是 ψn−1 原

像, 而放置在 Hn−1 中, 他们是同一个元素
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上述的所有滥用记号记作 φ,ψ 的映射都表示由最原始的 φ,ψ 诱导而来.
因此, 将其串联起来就得到命题的结论. 其中关于映射的结论来自于蛇形
引理映射的具体刻画. �

例 1.30 同样是奇异同调的例子. 对于拓扑空间 X, 子空间 A ⊆ X, 于是
可以将 Cn(A) 视作 Cn(X) 的子群, 于是就可以定义相对链复形

Cn(X,A) = Cn(X)/Cn(A)

边缘同态由 C•(A) 与 C•(X) 之间的 ∂ 诱导9. 其同调模 Hn(C•(X,A)) 记

为 Hn(X,A), 称为相对同调群 .
将 A 粘合成一点的空间记为 X/A. 如果子空间性质较好的话,

Hn(X,A) = Hn(X/A). 如下两个例子可以让读者把握到这一事实.

• 首先, 如果 A 是可连续缩成一点的 (和单点集有相同的同伦形), 那么根据例子
(1.25) 以及定理 (1.29), 那么当 n ≥ 2 时 10, Hn(X) = Hn(X,A), 因为这两个
模夹在一些 0 中间

//___ 0 // Hn(X) // Hn(X,A) EDBCGF ∂n@A
// 0 // Hn−1(X) // Hn−1(X,A) //___

n ≥ 2

• 依此可以计算 Sm 的同调群我们可以将 Sm 视作由实心球 Dm 的边界 Sm−1 粘

和起来所得的空间, 因为 Dm 是可连续缩成一个点的, 故

//___ Hn(Sm−1) // 0 // Hn(Sm) EDBCGF ∂n@A
// Hn−1(Sm−1) // 0 // Hn−1(Sm) //___

n ≥ 2

这样可以根据 m 归纳上来, 具体计算需要处理好低次的情形.
9具体来说 [z mod Cn(A) 7→ ∂Xz mod Cn−1(A)]

10实际上, 对于低次的同调模我们还能说更多, 我们可以定义增广奇异复形, 以及其简约奇异同调群,
以抹平其在 0 次上的扰动, 参见 (5.1)
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例 1.31 对于拓扑空间 X, 我们会发现如果就几何上看如下两个单形是一
样的 [

△3
∆→X

]
−
[
△3

(02)→ △3
∆→X

]
其中 (02) 表示 e0, e2 位置交换, 实际上 S{0,...,n} 作用在所有单形上通过

σ :
[
△n

∆→X
]
7−→

[
△n

σ→△n
∆→X

]
其中 σ 是把 ei 映射到 eσ(i) 的线性映射. 这启发我们定义

Kn(X) =
⟨
∆− (sgnσ)σ∆ : σ ∈ S{0,...,n}

⟩
这样定义 C∗

n(X) = Cn(X)/Kn(X) 将把那些冗余的, 几何上相同的单形
等同起来组成的复形. 不难发现 ∂(Kn(X)) ⊆ Kn−1(X), 故 ∂ 自然地继承

到 C∗
n(X) 上. 自然地问题是

用 C∗
n(X) 得到的同调群 Hn(C

∗
• (X)) 是否和 Hn(X) 自然同构?

答案是肯定的, 方便起见, 记 H∗
n(X) = Hn(C

∗
• (X))

• 可以得到复形的正合列

0→K•(X)→C•(X)→C∗
• (X)→ 0 (∗)

于是根据长正合序列 (1.29), 将有

//___ Hn(K•(X)) // Hn(X) // H∗
n(X) EDBCGF ∂n@A

// Hn−1(K•(X)) // Hn−1(X) // H∗
n−1(X) //___

故只需要证明 Hn(K•(X)) = 0 即 K• 正合即可.

• 利用 △m 可缩的事实
11, 不难得到当 n ≥ 1 时, Hn(△m) = H∗

n(△m) = 0, 从
而根据长正合序列得到 Hn(K•(△m)) = 0.

• K0(X) = 0, 因为 S{0} 是平凡群.
11在可缩时, 同伦可以取成将 n 维单形映射为 n+ 1 维单形的映射, 即在最开始加上一个顶点 (这是
为了调整符号), 好处是, 此时, 在 C∗

n(X) 中, 这和代表元的选取无关.
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• 下面我们要来定义 K•(X) 的同伦 T . 方法和 (1.27) 一样, 方法是选取 “模型 ”
方便起见, 采用如下记号

a =
∑

. . .
[
X

f→Y
]

[a
g→Z] =

∑
. . .

[
X

f→Y
g→Z

]
因为 K0 = 0, 取 T0 = 0. 尔后, 假设 m 之前的 T 已经定义好, 考虑

x =
[
△m

id→△m

]
− (sgnσ)

[
△m

σ→△m
id→△m

]
∈ Km(△m)

因为 ∂(idx− T∂x) = ∂x− ∂T∂x = ∂x− (id−T∂)∂x = 0, 故存在 y ∈ Km+1

使得 ∂y = idx− T∂x, 记这个 y = Tx. 挑选 Km 的一组基 B, 定义

Tm : Km(X) −→ Km+1(X) B ∋
∑

. . .
[
x

∆→X
]
7−→

∑
. . .

[
Tx

∆→X
]

这样一直定义下去就会得到同伦 T 使得 ∂T + T∂ = id, 从而得到 K•(X) 上从

id 到 0 的同伦, 而且在 0 处也满足这一性质, 故 Hn(K•(X)) = 0.

上述方法能够奏效的主要原因就在于上面的同伦虽然是Km(X)→Km+1(X),
但实际上完全通过 △m 才进入 X, 换言之, 原本 △m

∆→X 已经 “撑开” 了
一个 m 维可缩区域了, 同伦可以取得恰当不跑到外面去.
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2.1 导出函子

定义 2.1 (左导出函子) 给定加性函子 F : R-Mod→S-Mod, 我们将要定
义其第 n 个左导出 (derived) 函子

LnF : R-Mod A⊢ //

φ

��

Hn(FP
(A)
• )

Hn(Fφ•)

��

S-Mod

· · · B ⊢ // Hn(FP
(B)
• ) · · ·

⊢ //

其中需要对每个 R-模 A, 取定投射预解 P
(A)
• , 再对每一个 R-模之间的同

态 A
φ→B, 根据 (1.26), 取定预解之间的同态 φ• : P

(A)
• →P

(B)
• .

换言之, 先通过取定预解和预解之间的同态, 再通过 F 函子变成一个

S-Mod 复形, 再取同调模.
倘若选定的预解或预解的同态不同, 则两个函子存在自然同构1

例 2.2 对于投射模 P ,则 n ≥ 1时, LnFP = 0. 因为 . . .→ 0→P (→P )→ 0

就是一个投射预解.

1 例如 A 的两个预解 P•, P
′
•, 那么同样根据 (1.26), 将 id 延拓出去, 得到 ι : P• ↔ P ′

• : ȷ, 且
ι ◦ ȷ ≃ id, ȷ ◦ ι ≃ id, 而通过加性函子同伦关系不变 (因为同伦的定义), 从而 Hn(F ι) 就是一个同构.
假如对 A

φ→B 挑选了两个预解 P (A)
•

φ,φ′
→ P (B)

• , 同样根据 (1.26) 可以找二者的同伦, 通过加性函子
同伦关系不变 (因为同伦的定义), 从而 Hn(Fφ) = Hn(Fφ

′).

25
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例 2.3 (挠函子) 对于右 R-模 M , 熟知的张量积函子

M ⊗R− : R-Mod A⊢ //

φ

��

M ⊗RA

M ⊗R φ

��

Ab Grp

· · · B ⊢ // M ⊗RB · · ·

⊢ //

除此之外, 我们还知道对于正合列 A→B→C→ 0, 其诱导的列也是正合
的

M ⊗
R
A→M ⊗

R
B→M ⊗

R
C→ 0

这是一个右正合函子, 但一般没有左边的结论.
这样, 如果取预解 P• : . . .→P1 →P0(→A)→ 0, 那么会得到

M ⊗
R
P• : . . .→M ⊗

R
P1 →M ⊗

R
P0(→M ⊗

R
A)→ 0

则 Hn(M ⊗R P•) = Ln[M ⊗R−]A.

• 由于在 M ⊗R P0 处依旧正合, 有 L0[M ⊗R−]A =M ⊗RA.

• 下面计算 L1[M ⊗R−], 对于 A 的模展示 R0 ↩→P0 →A→ 0, 不妨取
(1.24) 所挑选的标准投射预解

. . . �R1 ↩→→P1
�R0 ↩→→P0

�A→→ 0

通过作用函子得到

. . . �M⊗RR1 →→M⊗
R
P1

�M⊗RR0 →→M⊗
R
P0

�M⊗RA→→ 0

故

F1(. . .) = cok
[
M⊗RP2

�M⊗RR1 →→M⊗RP1

]
∵ “�”

= cok [M⊗RR1 →M⊗RP1] ∵右正合
=M⊗RR0

H1(. . .) = ker [F1(. . .)→Z0(. . .)] ∵ “↩→”
= ker

[
F1(. . .)

→Z0(...) ↩→→M⊗RP0

]
= ker [M⊗RR0 →M⊗RP0]
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故

L
1

[
M ⊗

R
−
]
A = ker

[
M⊗

R
R0 →M⊗

R
P0

]
这个函子被记为 Torr(M,−), 称为挠 (torsion) 函子 . 显然, 挠函
子衡量了 M ⊗R− 的与左正合性的距离.

• 特别地, 如果假定 R = Z 换言之, R-模即 Abel 群. 此时自由模的
子模还是自由的, 故 0→R→P (→A)→ 0 就已经是一个预解了, 当
n ≥ 2 时, Ln[M ⊗R−] = 0.

我们将在后章继续讨论.

上述结果可以推广到所有的右正合函子.

命题 2.4 若函子 F 是右正合的, 则

(1) L0F 自然同构于 F .

(2) 若有正合列

0→Rn−1
∗→Pn−1 → . . .→P0 →A→ 0

且 Pi 皆投射, 则有正合列

0→L
nFA→FRn−1

F ∗→FPn−1

换句话说 LnFA = ker[FRn−1
F ∗→FPn−1].

证明 证明是类似的.
(1) 考虑 A 的预解 . . .→P1 →P0(→A)→ 0, 通过 F , 这正合列的末

梢 . . .→FP1
正→FP0(

正→FA)
正→ 0 依旧是正合的, 故 L0FA = FA. 自然性

是显然的.
(2) 为 Rn 续弦, 考虑 Rn 的投射预解 . . .→Pn+1(→Rn)→ 0, 这可以

和正合列拼接成 A 的投射预解

P• : . . .→Pn+2 →Pn+1
�Rn ↩→→ Pn→ . . .→P0 →A
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作用 F 得到

FP• : . . .→FPn+2 →FPn+1
�FRn →→ FPn→ . . .→FP0 →FA

这里采取和上面略不一样的论证, 考虑将上列链弯折得到的正合列

FPn+2

��

// FPn+1

��

// FRn

��

// 0

0 // 0 // FPn FPn // 0

根据蛇形引理有正合列

FPn+2
// Zn+1(. . .) // ≀ EDBCGF@A

// 0 // Fn(. . .) // Fn(. . .) // 0

其中 0→ ≀ →FRn
F ∗→FPn. 仔细端详第一行, 发现第一个映射的像正是

Bn+1(. . .), 从而 ≀ = Hn+1(. . .). 命题得证. �

2.2 长正合序列

引理 2.5 (马掌引理) 对于 R-模短正合列 A→A′ →A′′, 可以挑选各自的
预解和之间同态 P• →P ′

• →P ′′
• 使之是短正合的.

证明 先取 A 和 A′′ 的预解 P• 和 P ′
•, 作 P ′

• = P• ⊕ P ′′
• . 先考 0 处的情

形, 构造如下 α, β,

α = [P0 �A ↩→A′]

β使下图交换 P ′′
0

��
β

����
��

A′ // // A′′


0 // P0

����

ι //

α
$$H

H
H

H
H P0 ⊕ P ′′

0
π // P ′′

0

����

//

β
zzv
v
v
v
v

0

0 // A // A′ // A′′ // 0
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于是合成 α, β 得到 α⊕ β

0 // P0

����

ι //

α
$$H

H
H

H
H P0 ⊕ P ′′

0

α⊕β
��

π // P ′′
0

����

//

β
zzv
v
v
v
v

0

0 // A // A′ // A′′ // 0

则图中分出的四块三明治都交换,故整体交换,以及裂正合性不必说, α⊕β
是满射利用追图或者利用蛇形引理得到 cokα⊕ β = 0.
之后,根据蛇形引理取每一列的核得到正合列 0→R1 →R′

1 →R′′
1 → 0,

以及正合性

0 // P1

����

ι // P1 ⊕ P ′′
1

π // P ′′
1

����

// 0

0 // R1
// R′

1
// R′′

1
// 0

继续上述步骤即可. �

定理 2.6 (长正合序列) 对于加性函子 F : R-Mod→S-Mod, 一个 R-Mod
中的正合列 A ↩→A′ �A′′, 则有如下长正合列

//___ LnFA // LnFA′ // LnFA′′ EDBCGF@A
// Ln−1FA // Ln−1FA

′ // Ln−1FA
′′ ED__ BCGF_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _@A

___ L0FA // L0FA′ // L0FA′′ // 0

证明 根据马掌引理 (2.5)可以挑选投射预解以及之间同态 P• →P ′
• →P ′′

•

是短正合的. 因为这是短正合的, FP• →FP ′
• →FP ′′

• 也是短正合的. 根
据 (1.29), 命题得证. �

例 2.7 回忆挠函子 (2.3), 一个短正合列 0→A→B→C→ 0, 于是有正
合列

Tor(M,A)→Tor(M,B)→Tor(M,C)→M⊗
R
A→M⊗

R
B→M⊗

R
C→ 0
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这条结论也可以由蛇形引理以及对挠函子的刻画直接得到. 之前我们
说 Tor(M,A) 衡量了 M ⊗R− 与左正合的距离, 这里则回答了我们能对
M ⊗R− 作用之后的短正合列说点什么.
特别地, 如果 R = Z, 还可以在左边接上 “0→”, 这样实际上说明第

二个以后的导出函子都是 0.

评注 2.8 实际上, 对于加性函子 F , 若 n 使得 LnF (A) = 0 对任意 A, 则
对任何 N > n, LNF (A) = 0.
因为考虑模展示 R ↩→P �A, 此时利用长正合序列有

L
n+1F (P )︸ ︷︷ ︸

=0

→L
n+1F (A)→L

nF (R)︸ ︷︷ ︸
=0

这迫使 Ln+1F (A) = 0.

需要指出, 上述长正合序列还是自然的, 证明见 [16] P46, 或者读者也
可以亲手尝试证明, 证明的关键是构造中间的预解集之间的同态.

2.3 对偶

下面我们将之前的所有概念都推广到对偶上, 这样, 我们手上会多很
多例子.

定义 2.9 (上复形) 类比复形的定义 (1.1), 取一族 R-模 C• = {Cn}n∈Z,
以及之间的一族同态 d = {dn : Cn→Cn+1}n∈Z, 若满足

dn+1 ◦ dn = 0 (零同态)

则称 (C•, d) 是一个 R-模上链复形 (cochain complex) , 其中 d 依旧被
称为微分 (differential)或 边缘同态 (boundary operator) . 如下图

dn+1 ◦ dn = 0
//___ Cn

dn
//@A BC

0

//Cn+1 dn+1
// Cn+2 //___



2.3 对偶 31

实际上, 对于上链复形 C•, 若记 τ : n 7→−n, Cτ(•) 就是一个复形. 上
同调最典范的例子就是微分形式了, 参见 (1.8). 或者以对偶范畴的考虑,
在讲箭头倒置的对偶范畴中, 上链复形被视作链复形.

定义 2.10 仿照 (1.4), 对于上链复形 C•, 我们定义

• ker dn ⊆ Cn 中的元素被称为n-闭 (closed) 形式或n-上圈 (cocy-
cle) .

• im dn−1 ⊆ Cn 中的元素被称为n-正合 (exact) 形式或n-上边
(coboundary) .

• Hn(C•) = ker dn/ im dn−1, 这被称为 C• 的第 n 个上同调 (coho-
mology) 模 .

同样记 τ : n 7→−n, 那么显然 H−n(C
τ(•)) = Hn(C•). 如果以对偶范

畴考虑, 那么核变为余核, 像变为余像 (即像), 根据 (1.3), 以此得到的同调
模依旧是一致的.
类似, 也可以定义同态和同伦 2. 以及正上链复形 , 内射上链复形 ,

零伦上链复形 .

定义 2.11 (预解) 对于 R-模 A, 倘若有内射而零伦的正上链复形

I• : 0→ I0 → I1 → . . .

使得 H0(I•) = A, 则称 I• 是 A 的内射预解 (resolution) . 换言之有如
下长正合列

0→A→ I0 → I1 → . . .

为了方便, 我们时常记这个复形为 I• : 0→(A→)I0 → I1 → . . ..

例 2.12 对于 R-模 A 都有内射预解, 类似于标准投射预解的过程 (1.24).
其中需要利用结论, 任何 R-模都是某个内射模的子模, 其证明参见 [8]
P35.

2注意, 此时 S : Cn →Cn−1.
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下面两条定理依旧保持.

命题 2.13 (比较定理) 若有两个正上链复形 C•, C•
∗ 满足 C• 内射, 而 C•

∗

零伦, 则任何同态
φ̂ : H0(C•)→H0(C•

∗ )

可以 “延拓”成复形之间的同态 φ : C• →C•
∗ ,使之诱导的映射 H0(φ) = φ̂,

且除此之外, 任何两个这样的同态都同伦. 换言之, 在同伦意义下这是唯
一的.

定理 2.14 (长正合序列) 对于上链复形的短正合列

0→C• φ→C•
∗
ψ→C•

∗∗ → 0

则有在每一处都正合的长正合列

//___ Hn(C•)
φn // Hn(C•

∗ )
ψn // Hn(C•

∗∗) EDBCGF dn@A
// Hn+1(C•)

φn+1 // Hn+1(C•
∗ )

ψn+1 // Hn+1(C•
∗∗) //___

然后可以定义对应的导出函子.

定义 2.15 (右导出函子) 给定加性函子 F : R-Mod→S-Mod, 我们将要
定义其第 n 个右导出 (derived) 函子

R
nF : R-Mod A⊢ //

φ

��

Hn(F I•(A))

Hn(Fφ•)

��

S-Mod

· · · B ⊢ // Hn(F I•(B)) · · ·

⊢ //

其中需要对每个 R-模 A, 取定内射预解 I•(A), 再对每一个 R-模之间的同
态 A

φ→B, 根据 (2.13), 取定预解之间的同态 φ• : I•(A) → I•(B).
换言之, 先通过取定预解和预解之间的同态, 再通过 F 函子变成一个

S-Mod 上链复形, 再取同调模.
倘若选定的预解或预解的同态不同, 则两个函子存在自然同构
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命题 2.16 若函子 F 是左正合的, 则

(1) R
0F 自然同构于 F .

(2) 若有正合列
0→A→ I0 → . . .→ In−1 ∗→Sn−1 → 0

且 Ii 皆内射, 则有正合列

F In−1 F ∗→FSn−1 →R
nFA→ 0

换句话说 R
nFA = cok[F In−1

F ∗→FSn−1].

定理 2.17 (长正合序列) 对于加性函子 F : R-Mod→S-Mod,一个 R-Mod
中的正合列 A ↩→A′ �A′′, 则有如下长正合列

0 // R0FA // R0FA′ // R0FA′′ ED___ BCGF_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _@A
__ R

n−1FA // Rn−1FA′ // Rn−1FA′′ EDBCGF@A
//̀```` R
nFA // RnFA′ // RnFA′′ ___

以上证明完全对偶于之前的证明, 当中会用到关于内射模的一些和投
射模类似的性质, [8] P36.

评注 2.18 (反变函子的导出函子) 最后, 需要指出的是反变函子的左右导
出函子. 设反变函子 F : R-Mod→S-Mod, 此时链复形通过 F 会变为上

链复形. 我们可以通过视作函子 R-Modop →S-Mod 来定义. 也就是说此
时

LnF : R-Mod A⊢ //

φ

��

Hn(F I
•
(A)) S-Mod

· · · B ⊢ // Hn(F I
•
(B))

Hn(Fφ•)

OO

· · ·

⊢ 	 //
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其中 I•(A) 是预先取定的 A 的内射预解. 以及

R
nF : R-Mod A⊢ //

φ

��

Hn(FP
(A)
• ) S-Mod

· · · B ⊢ // Hn(FP
(B)
• )

Hn(Fφ•)

OO

· · ·

⊢ 	 //

其中 P
(A)
• 是预先取定的 A 的投射预解.

当然, 上述定义无非是通过取对偶或者取符号的操作就可以转化到之
前的情况, 其提出自然是因为一些时候我们就是要研究上链复形以及反变
函子这些对偶概念, 在下一章, 我们会看到两个非常重要的导出函子.



第三章 扩张函子和挠函子

3.1 扩张函子

有了对于左导出函子和反变函子的刻画, 我们可以谈论可以说同调
中最为重要的例子了. 回忆对于 R-模 A,B, HomR(A,B) 表示 A 到 B 的

所有 R-同态. 一般而言, 这只是 Abel 群, 在 R 交换时, 上面才有典范的
R-模结构.

定义 3.1 (扩张函子) 固定 R-模 M , 考虑如下函子

HomR(M,−) : R-Mod A⊢ //

φ

��

HomR(M,A)

φ◦−:
ψ 7→φ◦ψ
��

Ab Grp

· · · B ⊢ // HomR(M,B) · · ·

⊢ //

于是其右导出函子 R
n(HomR(M,−)) 得以定义, 我们记为 ExtnR(M,−). 且

根据熟知的结论是若有正合列 0→A→A′ →A′′, 则有正合列

0→HomR(M,A)→HomR(M,A′)→HomR(M,A′′)

即 HomR(M,−)是左正合函子. 由 (2.16), R
0(HomR(M,−)) = HomR(M,−).

即 Ext0R(M,−) = HomR(M,−).

例 3.2 当 M 是投射模时, HomR(M,−) 是正合的, 从而当 n ≥ 1 时,
ExtnR(M,−) = 0.

35



36 第三章 扩张函子和挠函子

例 3.3 当 B是内射模时,其内射预解可以直接取为 0→(B→)B→ 0→ . . .,
故当 n ≥ 1 时, ExtnR(M,−) (B) = 0.

定义 3.4 (扩张函子) 固定 R-模 M , 考虑如下反变函子 (参见 (2.18))

HomR(−,M) : R-Mod A⊢ //

φ

��

HomR(A,M) Ab Grp

· · · B ⊢ // HomR(B,M)

−◦φ:
ψ 7→ψ◦φ

OO

· · ·

⊢ 	 //

于是其右导出函子 R
n(HomR(−,M)) 得以定义, 我们记为 ExtnR(−,M). 且

根据熟知的结论是若有正合列 A→A′ →A′′ → 0, 则有正合列

0→HomR(M,A′′)→HomR(M,A′)→HomR(M,A)

换言之, HomR(−,M)是左正合函子. 同样有 R
0(HomR(−,M)) = HomR(−,M).

即 Ext0R(−,M) = HomR(−,M).

例 3.5 当 M 是内射模时, HomR(−,M) 是正合的, 从而当 n ≥ 1 时,
ExtnR(−,M) = 0.

例 3.6 当 A是投射模时,其投射预解可以直接取为 . . .→ 0→A(→A)→ 0,
故当 n ≥ 1 时, ExtnR(−,M) (A) = 0.

命题 3.7 上述记号是兼容的, 换言之, 对任意 n, 有自然同构

ExtnR(−, B) (A) ∼= ExtnR(A,−) (B)

换言之, 我们可以记上面同构的 Abel 群为 ExtnR(A,B).

证明 使用归纳法, 我们已经看到 n = 0 时已经成立了. 下面证明 n = 1

的情况, 取如下正合列, 其中 I 内射

0→B→ I→S→ 0
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使用 HomR(A,−) 右导出函子长正合序列 (2.17), 可得

HomR(A, I)→HomR(A,S)→Ext1R(A,−) (B)→Ext1R(A,−) (I)︸ ︷︷ ︸
=0

(∗)

再考虑 A的投射预解 . . .→P1 →P0(→A)→ 0, 因为 Pi 投射, 则有正合列

0→HomR(Pi, B)→HomR(Pi, I)→HomR(Pi, S)→ 0

这实际上是复形之间的短正合列, 这样, 根据 (1.29) 和右导出函子的定义,
以及 (3.5,3.6) 有正合列

HomR(A, I)→HomR(A,S)→Ext1R(−, B) (A)→Ext1R(−, I) (A)︸ ︷︷ ︸
=0

(∗∗)

结合 (∗) 和 (∗∗) 立得 Ext1R(A,−) (B) ∼= Ext1R(−, B) (A).
在 n ≥ 2 的情形是类似的, 此时 (∗) 和 (∗∗) 分别换为

Extn−1
R (A, I)︸ ︷︷ ︸

=0

→Extn−1
R (A,S)→ExtnR(A,−) (B)→ExtnR(A,−) (I)︸ ︷︷ ︸

=0

Extn−1
R (A, I)︸ ︷︷ ︸

=0

→Extn−1
R (A,S)→ExtnR(−, B) (A)→ExtnR(−, I) (A)︸ ︷︷ ︸

=0

注意到其中用到了归纳假设确保了记号 Extn−1
R (A,S). �

评注 3.8 (降落地面) 于是, 我们可以放心大胆地使用 (2.4,2.16)结论. 下
面, 方便起见, 直接记 Ext1 = Ext. 则

• 对于模 A,B, 若有模展示 0→R
†→P →A→ 0, 则

ExtR(A,B) = cok
[
HomR(P,B)

−◦†→ HomR(R,B)
]

若有 “内射展示”0→B→ I
‡→S→ 0, 则

ExtR(A,B) = cok
[
HomR(A, I)

‡◦−→ HomR(A,S)
]
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• 更一般地, 若有正合列 0→Rn−1
†→Pn−1 → . . .→P0 →A→ 0, 其中

Pi 皆投射, 则

ExtnR(A,B) = cok
[
HomR(Pn−1, B)

−◦†→ HomR(Rn−1, B)
]

若有正合列 0→B→ I0 → . . .→ In−1 ‡→Sn−1 → 0, 其中 Ii 皆内射,
则

ExtnR(A,B) = cok
[
HomR(A, In−1)

‡◦−→ HomR(A,Sn−1)
]

理论说了很多, 但其实大部分数学家想要直接把握同调模心里想的还是用
这个转化.

最后我们指出,对于短正合列 0→B→B′ →B′′ → 0,作用HomR(A,−)

只能得到左正合列

0→HomR(A,B)→HomR(A,B
′)→HomR(A,B

′′)→ExtR(A,B)→ . . .

就单点看, 若 a 映到 B′′ 中, 则必然可以提升回到 B′ 中, 但是整体看最
后的满射却无法得到, 换句胡说 A→B′′ 的同态不总是可以提升回到某

个 A→B′ 的同态, 尽管每一点都可以. 换句话说, 我们没法一致地提升回
B′. 而扩张函子正是用来衡量这种 “一致性”. 聪明的读者甚至会从这样的
解释中看到一些几何意味.

3.2 Baer 和

对于数学家来说, 对一个东西添加多少种理解方式都不为过. 下面这
一段将是 Ext 函子被称为扩张函子的原因. 本部分之后不会被用到, 只是
留给好奇的读者阅读.

评注 3.9 注意到, 按照降落地面 (3.8), 若有正合列

0→Rn−1
†→Pn−1 → . . .→P0 →A→ 0
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其中 Pi 皆投射, 则 ExtnR(A,B) 中的元素可以被表示为一个同态 φ :

Rn−1 →B,且两个同态相同当且仅当他们的差经过 Pn−1,即存在 [Pn−1 →B]

使得 [Rn−1 →Pn−1 →B] = 他们的差.

0 // Rn−1

φ

��

// Pn−1
//___ P0

// A

id
��

// 0

B . . . . . . A

如上图, 倘若在 A,B 之间添加模和同态使得

0→B→ . . .→ . . .→A→ 0 (∗)

是正合列, 则根据比较定理 (1.26), idA 将被延拓出去 (最后一步由正
合性诱导) 得到某个 Rn−1 →B. 且是同伦的, 就结果而言, 就是两个
同态 φ1, φ2 同伦的意思即存在 S : Pn→B 使得 [Rn−1 →Pn−1

S→B] =

[Rn−1
φ1−φ2→ B]. 换言之, φ1 −φ2 经过经过 Pn−1. 这样, 每一个在 A,B 之

间添加模和同态使得 (∗) 是正合列的方案都唯一定义了一个 ExtnR 的元素.

定义 3.10 (n-扩张) 对于模 A,B, 定义 B 沿着 A 的n-扩张是

• 一族模 {Ei}n+1
i=0 , 其中 E0 = B,En+1 = A.

• 一族同态 {φi : Ei→Ei+1}ni=0. 使得下列是正合列

0→E0
φ0→E1

φ1→ . . .
φn→En+1 → 0

同样的, 对于 1-扩张简称扩张 .
对于两个 n-扩张 (Ei, φi) 和 (Ei, φ

′
i), 若一族同态 ψi : Ei→E′

i 满足

ψ0 = id
ψn+1 = id
∀1 ≤ i ≤ n,

ψiφi = φ′
iψi−1

0 // B // E1

��

//___ En

��

// A // 0

0 // B // E′
1

//___ E′
n

// A // 0
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考虑 “存在一个同态” 在全体 B 沿着 A 的 n-扩张中生成的等价关系, 称
为等价 . 换句话说两个扩张 E , E ′ 等价当且仅当存在有限个扩张 Ei 使得
存在同态

E � E1 � . . .� E ′

其中 k � i 表示存在同态 k→i 或存在同态 i→k. 注意到对于 1-扩张
而言, “存在一个同态” 就是等价, 这根据蛇形引理不难得到.
在为了下面行文方便, 我们约定暂时的记号 Extn(A,B) 为全体 B

沿着 A 的 n-扩张, 等价关系为 Eqv,

以下是一些模论不太常见的结论, 摘自 [8]P85.

引理 3.11 给出 R-模的交换图

� =


X

β

��

α // A

φ

��
B

ψ
// Y

 ↘=

[
X

α+β

x 7→(αx,βx)
// A⊕B

φ−ψ

(a,b) 7→φ(a)−ψ(b)
// Y

]

则

(1) � 是推出方块当且仅当下列 ↘ → 0 是正合列.

(2) � 是拉回方块当且仅当下列 0→ ↘ 是正合列.

其中 ↘ → 0 表示右边补上 → 0, 以及 0→ ↘ 表示左边补上 0→.

证明 根据推出 (拉回), 余核 (核) 和双积的泛性质直接验证. �

推论 3.12 承上记号, 作为推论, 当 � 是推出时,

φ 诱导了同构 cokα ∼= cokψ α 是单射 ⇒ψ 也是单射

当 � 是拉回时,

β 诱导了同构 kerα ∼= kerψ ψ 是满射 ⇒α 也是满射

证明 对于推出的前者, 同样, 验证泛性质 (过程中需要取 B 出发的零同态). 对于推
出的后者, 假设 b ∈ B 使得 ψ(b) = 0, 这样 (φ − ψ)(0, b) = 0 根据前面的引理, 存在
x ∈ A 使得 α(x) = 0, β(x) = b, 但是 α 是单射, 这迫使 b = 0.
拉回的前者, 还是一样地去验证泛性质. 对于拉回的后者, 任意取 a ∈ A, 因为 ψ

是满射, 故存在 b ∈ B 使得 ψ(b) = φ(a), 于是 (φ − ψ)(a, b) = 0, 根据前面的引理,
x ∈ X 使得 α(x) = a, 得证. �
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推论 3.13 关于上面推论的逆命题, 有

• 交换图


B′

��

� � // E′

��

// // A

B
� � // E // // A

 行正合 ⇐⇒ 左边方块是推出.

• 交换图


B
� � // E′

��

// // A′

��
B
� � // E // // A

 行正合 ⇐⇒ 右边方块是拉回.

定理 3.14 (Baer 和) 按照 (3.9), 对于模 A,B, 定义了映射

Φ : Extn(A,B) −→ ExtnR(A,B)

实际上, 这诱导了双射

Φ̂ : Extn(A,B)/Eqv 1:1−→ ExtnR(A,B)

证明 证明分几步.

映射的存在性和可定义性我们已经粗略说明. 简单来说, 任何一个扩张
都可以视为零伦复形, 而正合列

0→Rn−1 →Pn−1 → . . .→P0 →A→ 0

其中 Pi皆投射,因此可以延拓 A
id→A到 Pn−1,最后需要诱导到 Rn−1 →B

上. 而假如有两种延拓, 则有同伦同样, 也可以延拓到 Pn−1, 此时
Rn−1 →B 的两个映射之差通过 Pn−1, 故可定义.

首先, 我们证明良定义性. 换句话说, 如果两个扩张存在同态 E α→E ′, 则
在 Φ 下的像是相同的. 这是显然的, 因为若 φ 是扩张出去的复形同态, 则
复合以 α 就也得到了一个同态, 但是 α0 = id.
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然后, 我们证明满射. 取同态 φ : Rn−1 →B. 注意到给定 Pi 皆投射的

正合列

0→Rn−1 →Pn−1 → . . .→P0 →A→ 0

我们甚至只需要改动 Rn−1 和 Pn−1 即可改造成一个 n-扩张, 换句话说,
只要证明如下的 1-扩张满足定理即可

0 // Rn−1
//

��

Pn−1
// Pn−1/Rn−1

// 0

0 // B Pn−1/Rn−1
// 0

不妨假设 n = 1. 根据 (3.12,3.13), 只要作左边 p 的推出方块, 便得到一个
扩张.

最后, 证明双射. 假设扩张 (Ei) 满足 Φ(Ei) = [φ], 其中 φ : Rn−1 →B.
根据过程以及上面找到某个扩张的过程, 有交换图

0 // B // E // Pn−2
//__ P0

// A // 0

0 // Rn−1

推出

//

��

OO

Pn−1

��

OO

// Pn−2
//__

��

P0

��

// A // 0

0 // B // E1
// E2

//__ En // A // 0

这样会得到交换图, 其中虚线的箭头是根据推出得到的.

0 // B // E

���
�
�

// Pn−2
//__

��

P0

��

// A // 0

0 // B // E1
// E2

//__ En // A // 0

命题得证. �

评注 3.15 趁着我们还记得上面的过程, 我们指出 Extn/Eqv 自动从
ExtnR 中继承了到 Abel 群的函子结构. 根据上面的构造, 我们只需要指出
1-扩张是如何对应的即可. 选择模展示 R

ι
↩→P

π�A.
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零元 换句话说表征的同态 R→B 通过 P , 不妨假设 [R→B] = 0 且 [P →B] = 0.
根据证明过程和 (3.13), 要作推出方阵, 这样, 要求的扩张 B ↩→E�A 就满足

E = cok
[
R
ι⊕0→ P ⊕B

]
=
P ⊕B

R⊕ 0
= A⊕B

仔细考察映射可知 A
ȷ→A⊕B

ρ
�B 中的 ȷ 和 ρ 分别是嵌入和投影映射.

函子性 假如有 A→A′, 此时可以作图

0 // B // E // A′ // 0

0 // B A //

OO

0

作 q 的拉回方阵将从 B 沿着 A′ 的扩张得到 B 沿着 A 的一个扩张, 这诱导了
Extn(A′, B)→Extn(A,B), 还诱导了

ExtnR(A′, B)/Eqv→ExtnR(A,B)/Eqv

且通过我们定理中的 Φ̂ 给出了 ExtnR(A′, B)→ExtnR(A,B), 而这个同态恰好是
A→A′ 诱导的. 类似地, 对 B→B′ 也有类似的操作.

加法 考虑两个扩张 B ↩→E,E′ �A, 定义对角同态和余对角同态

∆ : A −→ A⊕A

a 7−→ (a, a)

∇ : B ⊕B −→ B

(b1, b2) 7−→ b1 + b2

假如有两个扩张 B ↩→E,E′ �A, 这可以得到 B ⊕B 沿着 A⊕A 的扩张

B ⊕B ↩→E ⊕ E′ �A⊕A

而通过 ∆ 和 ∇,

Extn(A⊕A,B ⊕B) Extn(∆,∇)→Extn(A,B)

仔细检查扩张 B ⊕B ↩→E ⊕E′ �A⊕A 的像, 会发现就对应于 ExtnR(A,B) 上

的加法.
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3.3 挠函子

回顾 (2.3), 我们介绍了挠函子. 下面重新提及.

定义 3.16 (挠函子) 对于右 R-模 M , 张量积函子

M ⊗R− : R-Mod A⊢ //

φ

��

M ⊗RA

M ⊗R φ

��

Ab Grp

· · · B ⊢ // M ⊗RB · · ·

⊢ //

除此之外, 我们还知道对于正合列 A→B→C→ 0, 其诱导的列也是正合
的

M ⊗
R
A→M ⊗

R
B→M ⊗

R
C→ 0

换句话说, 这是一个右正合函子, 但一般没有左边的结论. 其左导出函子
Ln[M ⊗R−] 记作 TorRn (M,−).
同理, 对于左 R-模 M , 张量积函子

−⊗RM : Mod-R A⊢ //

φ

��

A⊗RM

φ⊗RM

��

Ab Grp

· · · B ⊢ // B⊗RM · · ·

⊢ //

我们同样知道对于正合列 A→B→C→ 0, 其诱导的列也是正合的

A⊗
R
M→B⊗

R
M→C ⊗

R
M→ 0

换句话说, 这是一个右正合函子, 但一般没有左边的结论. 其左导出函子
Ln[−⊗RM ] 记作 TorRn (−,M).

定理 3.17 上述记号是兼容的, 换言之, 对任意 n, 有自然同构

TorRn (−, B) (A) ∼= TorRn (A,−) (B)

换言之, 我们可以记上面同构的 Abel 群为 TorRn (A,B).
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证明 证明完全类似于 (3.7) 的证明. 需要注意到凡投射模皆平坦, 即如
果 M 是投射模, 则 M ⊗R− 作为函子是正合的. �

评注 3.18 (降落地面) 于是, 我们可以放心大胆地使用 (2.4,2.16) 结论.
下面, 方便起见, 直接记 Tor1 = Tor. 则

• 对于右模 A, 左模 B, 若有模展示 0→R
†→P →A→ 0, 则

TorR(A,B) = ker
[
R⊗

R
B

†⊗B→ P ⊗
R
B

]
若有模展示 0→R′ ‡→P ′ →B→ 0, 则

TorR(A,B) = ker
[
A⊗

R
R′ A⊗‡→ A⊗P ′

]

• 更一般地, 若有正合列 0→Rn−1
†→Pn−1 → . . .→P0 →A→ 0, 其中

Pi 皆投射, 则

TorRn (A,B) = ker
[
Rn−1 ⊗

R
B

†⊗B→ Pn−1 ⊗
R
B

]
若有正合列 0→R′

n−1

‡→P ′
n−1 → . . .→P ′

0 →B→ 0, 其中 P ′
i 皆投射,

则

TorRn (A,B) = ker
[
A⊗

R
R′
n−1

A⊗‡→ A⊗P ′
n−1

]
命题 3.19 若右模 M 是平坦的, 则 TorRn (A,M) = 0, 对于任意右模 A,
n ≥ 1.
若右模 M 是平坦的, 则 TorRn (M,B) = 0, 对于任意左模 B, 任意

n ≥ 1.

证明 考虑 A 的投射预解 . . .→P1 →P0(→A)→ 0, 则

. . .→P1 ⊗M→P0 ⊗M(→A⊗M)→ 0

依旧零伦, 其同调模在 n ≥ 1 时就是 0. 另一条同理. �
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命题 3.20 若左模 A 有 “平坦” 预解1

F• : . . .→F1 →F0(→A)→ 0

则

TorRn (A,B) = Hn(F• ⊗
R
B)

证明 将预解拆解成短正合列

. . . �R1 ↩→→F1
�R0 ↩→→F0

�A ↩→→ 0

不妨约定 A = R−1. 于是写成通式就是

0→Rk→Fk→Rk−1 → 0

考虑其对应的长正合序列, 对于 n ≥ 1, k ≥ 0

TorRn+1(Fk, B)︸ ︷︷ ︸
=0

→TorRn+1(Rk−1, B)→TorRn (Rk, B)→TorRn (Fk, B)︸ ︷︷ ︸
=0

故 Torn+1(Rk−1, B) = Torn(Rk, B). 若要证明 Torn(A,B) = Torn(R−1, B)

满足定理, 根据 R 的形式, 只需要验证 Tor1(A,B) 对任意 A 满足即可.
当 n = 0 时, 根据长正合序列

TorR1 (F0, B)︸ ︷︷ ︸
=0

→TorR1 (A,B)→R0 ⊗
R
B→F0 ⊗

R
B

故

TorR1 (A,B) = ker
[
R0 ⊗

R
B→F0 ⊗

R
B

]
另一方面, 要计算下面的 H1, 方法完全和 (2.3) 类似

. . . �R1⊗RB→→F1⊗
R
B �R0⊗RB→→F0⊗

R
B �A⊗RB→→ 0

1即 Fi 皆平坦且 H0(F•) = A 的零伦链复形.
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而

F1(. . .) = cok
[
F2⊗RB

�R1⊗RB→→F1⊗RB
]

∵ “�”
= cok [R1⊗RB→F1⊗RB] ∵右正合
= R0⊗RB

H1(. . .) = ker [F1(. . .)→Z0(. . .)] ∵ “↩→”
= ker

[
F1(. . .)

→Z0(...) ↩→→F0⊗RB
]

= ker [R0⊗RB→F0⊗RB]

命题得证. �
有了这个定理, (3.18) 中的投射都可以改为平坦.

评注 3.21 上述过程可以自然迁移到任何导出函子上. 对于一个右正合函
子 F , 如果模 P 使得 LnFP = 0 对于任何 n ≥ 1, 则称 P 零伦 . 显然, 投
射必零伦. 对于模 A, 若有 “零伦” 预解, P• : . . .→P1 →P0(→A)→ 0, 即
其中每个 Pi 都是零伦的. 则 LnFA = Hn(FP•). 换言之, 我们计算时可以
放宽投射的条件改为零伦. 为了具体把握零伦的概念, 我们可以计算一些
例子,

• 对怎样的 A, ExtnR(A,B) = 0 对任何 B, n ≥ 1.

如果满足条件, 则对于任何正合列 B ↩→B′ �B′′ 都有正合列

0→Hom(A,B)→Hom(A,B′)→Hom(A,B′′)→ 0

这意味着 A 是投射的. 反之, 若 A 是投射的, 必成立.

• 对怎样的 B, ExtnR(A,B) = 0 对任何 A, n ≥ 1.

同理, 当且仅当 B 是内射模. (当然, 这里考虑的是对偶的情形. )

• 对怎样的 A, TornR(A,B) = 0 对任何 B, n ≥ 1.

类似, 当且仅当 A 平坦.

3.4 计算

下面, 我们给出一些 Z 上扩张函子和挠函子的计算.
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定理 3.22 关于直和直积我们有

(1) HomR

(⊕
iAi,

∏
j Bj

)
=
∏
i,j HomR(Ai, Bj). 2

(2) ExtnR
(⊕

iAi,
∏
j Bj

)
=
∏
i,j ExtnR(Ai, Bj).

(3)
(⊕

iAi
)
⊗R

(⊕
j Bj

)
=
⊕

i,j(Ai⊗RBj).

(4) TorRn
(⊕

iAi,
⊕

j Bj

)
=
⊕

i,j TorRn (Ai, Bj).

证明 (1) 是经典的代数学结论, 例如参见 [8] P21.
(2) 先对第二个分量的条件, 需要注意到取 Ai 的投射预解

. . .→Pi1 →Pi0(→Ai)→ 0

则

. . .→
⊕
i

Pi1 →
⊕
i

Pi0(→
⊕
i

Ai)→ 0

是
⊕

iAi 的投射预解, 作用以 HomR(−, B), 再利用 (1) 的自然同构

0→

(∏
i

HomR(Ai, B)→

)∏
i

HomR(Pi0, B)→
∏
i

HomR(Pi1, B)→ . . .

由于 ker, im 以及作商等与直积直和可以交换, 故得证.
(3) 也是经典的代数学结论, 例如参见 [4] §6.5 或 [8] P110. (4) 类似

上面的方法. �
下面, 我们的目标是计算如下模之间的 Hom,Ext,⊗,Tor(在 Z 上)

Zn := Z/n Z Q Q/Z

注意到 Q/Z 同构于单位圆周上全体单位根的乘法群. 因为对于 Abel 群
而言, 自由 Abel 群的子群也是自由的, 故投射预解可以只有前两维, 故
Extn(. . .) = Torn(. . .) = 0 当 n ≥ 2.

2 当然, Hom 上还有复合结构, 将其解释为直积会难以看到复合结构, 读者可以作下面的等同

HomR

(⊕
i

Ai,
∏
j

Bj

)
=

{
无穷矩阵(f

j
i ) : f

j
i ∈ HomR(Ai, Bj)

}
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定理 3.23 关于 Hom 有如下经典的结果

(1) 对任意 Abel 群 A,

Hom(Z, A) = A f 7−→ f(1)

(2) 对任意 Abel 群 A,

Hom(Zn, A) = {x ∈ A : nx = 0} f 7−→ f(1 mod n)

即 A 的 n-挠部分. 特别地

Hom(Zn,Zm) =
m

(m,n)
Zm ∼= Z(m,n)

Hom(Zn,Q/Z) = n 次单位根群 ∼= Zn

(3) 若 Abel 群 A 每个元素阶都有限 (即挠 Abel 群), 而 B 无挠, 则
Hom(A,B) = 0.

(4) 剩下 Hom(Q,Zn) = Hom(Q,Z) = Hom(Q/Z,Zn) = 0, Hom(Q,Q) = Q.

(5) 还有难以计算的

Hom(Q/Z,Q/Z) Hom(Q,Q/Z)

留给感兴趣的读者自行查找了解.

Hom(↓,→) Z/m Z Q Q/Z
Z/n Z(m,n) 0 0 Zn
Z Zm Z Q Q/Z
Q 0 0 Q ?

Q/Z 0 0 0 ?

证明 (1)(2) 容易. (3) 因为 0 = ordxφ(x) 迫使 (因为 B 无挠)φ(x) = 0

对任意 x ∈ A. (4) 若有同态 φ ∈ Hom(Q,Zn), 则 0 = nφ(x/n) = φ(x),
故为零同态. 对于 Hom(Q/Z,Zn) 是类似的. 若有同态 φ ∈ Hom(Q,Z),
φ(x) = nφ(x/n) ∈ nZ, 对任何 n, 这逼迫 φ(x) = 0. 关于 Hom(Q,Q) = Q,
此即著名的 Cauchy 方程. �
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定理 3.24 关于 Ext 有如下结果

(1) 对任何 Abel 群 A 都有 Ext(Z, A) = 0.

(2) 对于任何 Abel 群 A 都有 Ext(A,Q/Z) = Ext(A,Q) = 0.

(3) 若 Abel 群 A 每个元素阶都有限 (即挠 Abel 群), 则 Ext(A,Z) =

Hom(A,Q/Z).

(4) 剩下 Ext(Zn, A) = A/nA. 特别地

Ext(Zn,Z) = Zn Ext(Zn,Zm) = Zm/nZm = Z(m,n)

(5) 剩下难以计算的

Ext(Q,Z),Ext(Q,Zm),Ext(Q/Z,Z),Ext(Q/Z,Zm)

留给感兴趣的读者自行查找了解.

Ext(↓,→) Z/m Z Q Q/Z
Z/n Z(m,n) Zn 0 0

Z 0 0 0 0

Q ? ? 0 0

Q/Z ? ? 0 0

证明 (1)(2) 因为 Z 是投射的, Q 和 Q/Z 都是内射的.
(3) 考虑 Z 的内射预解

0→Z→Q→Q/Z→ 0

作用 Hom(A,−) 得到

0→Hom(A,Z)→Hom(A,Q)→Hom(A,Q/Z)→Ext(A,Z)→ 0

但是 Hom(A,Q) = 0 如果 A 是挠群.
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(4) 显然,
0→Z×n→Z→Zn

是 Zn 的预解, 作用以 Hom(−, A) 得到

0→Hom(Zn, A)→Hom(Z, A)︸ ︷︷ ︸
=A

×n→ Hom(Z, A)︸ ︷︷ ︸
=A

→Ext(Zn, A)→ 0

故 Ext(Zn, A) = A/nA. �

定理 3.25 关于 ⊗ 有如下结果3

(1) 对任何 Abel 群 A,

A⊗Z = A a⊗n 7−→ na

(2) 对任何 Abel 群 A,

A⊗Zn = A/nA a× 1 mod n 7−→ a mod nA

(3) 对任何 Abel 群 A, 记 S = Z \ 0, 则张量上 Q 后是局部化

A⊗Q = S−1A =
{a
n
: a ∈ A,n ∈ S

}
(4) 若 Abel 群 A 每个元素阶都有限 (即挠 Abel 群), 则

A⊗Q/Z = 0 x⊗ y 7−→ (ordx)x⊗ y

ordx = 0

Q 也是类似的.

↓ ⊗Z → Z/m Z Q Q/Z
Z/n Z(m,n) Zn 0 0

Z Zm Z Q Q/Z
Q 0 Q Q 0

Q/Z 0 Q/Z 0 0
3因为 Z 是交换的, 左右模是一样的, 故有自然同构 A⊗B = B⊗A.
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证明 (1)(2)(3)都是经典的交换代数,参见 [5](8.6)(8.16)(12.13)或 [6]P26
命题 2.14, P31 练习 2, P39 命题 3.5. (4) 可以目测直接得到. 其中关于
Q⊗Q = Q 的性质可以利用其泛性质, 也可以直接构造映射, 更可以利用
[5](12.14). �

定理 3.26 关于 Tor 有如下结果4

(1) 对任何 Abel 群 A,

Tor(Z, A) = Tor(Q, A) = 0

(2) 对任何 Abel 群 A,

Tor(Zn, A) = {x ∈ A : nx = 0}

即 n-挠部分.

(3) 对于任何 Abel 群 A,

Tor(Q/Z, A) = {x ∈ A : ordx <∞}

即挠部分.

Tor(↓,→) Z/m Z Q Q/Z
Z/n Z(m,n) 0 0 Zn
Z 0 0 0 0

Q 0 0 0 0

Q/Z Zm 0 0 Q/Z

证明 (1) 因为 Z,Q 都是平坦的, 参见 [5](12.20) 或 [6]P39 命题 3.3.
(2) 显然,

0→Z×n→Z→Zn
4因为 A⊗B = B⊗A, 故 Tor(A,B) = Tor(B,A).
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是 Zn 的预解, 作用以 A⊗− 得到

0→Tor(A,Zn)→A⊗Z︸ ︷︷ ︸
=A

×n→A⊗Z︸ ︷︷ ︸
=A

→A⊗Zn→ 0

故 Ext(Zn, A) = {x ∈ A : nx = 0}.
(3) 显然

0→Z→Q→Q/Z→ 0

是平坦预解, 作用以 A⊗− 得到

0→Tor(A,Q/Z)→A⊗Z︸ ︷︷ ︸
=A

→A⊗Q︸ ︷︷ ︸
=S−1A

→A⊗Q/Z→ 0

故 Tor(A,Q/Z) = {x ∈ A : x/1 = 0}, 根据局部化的构造,

x/1 = 0 ⇐⇒ ∃y ∈ S = Z \ 0, s. t. xy = 0

即 ordx <∞, 故命题得证. �
这也解释了为什么挠函子得名的原因, Tor(Zn,−) 就是取其 n 挠部分,

Tor(Q/Z,−) 就是取其挠部分.
至此, 根据有限生成 Abel 群结构定理, 我们至少可以说有限生成的

Abel 群的 Hom,Ext,⊗,Tor 我们都可以计算了.
最后我们指出, 我们可以给出一些投射模, 内射模, 平坦模的刻画, 证

明中采取同调的方法有时会简单.

• 对于主理想整环 R, R 是投射的当且仅当是自由的 (因为自由模的子
模是自由的, 而投射模是自由模的直和项); R 是内射的当且仅当是
可除的 (这是 Zorn 引理的惯常使用); R 是平坦的当且仅当是无挠的
(因为任何模都是有限生成子模的滤过极限).

• R-模 M 是平坦的, 当且仅当对任意 R 的右理想 I, 自然映射
I ⊗RM→ IM 是单射. 参见 [16] P69 3.2.4.

• R-模 M 是内射的, 当且仅当对任意 R 的左理想 I, 任何 I→E 都能

延拓到 R→E. 参见 [16] P39 2.3.1.
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4.1 万有系数定理

我们对于导出函子已经说了不少, 也说明了其在短正合列上的作用,
但是我们没有说明他们在复形上的作用. 好在现在手头上已经有足够的例
子, 也能够看到其意义.

定理 4.1 (万有系数定理) 考虑 R-左模 M , 对于一族由右 R-平坦模组成
的复形 P•, 且满足对每个 n, ∂(Pn) = Bn−1(P•) 都是平坦的, 则有如下正
合列

0→Hn(P•)⊗
R
M→Hn(P• ⊗

R
M)→TorR (Hn−1(P•),M)→ 0

证明 注意到我们可以将复形拆成短正合类, 回忆很久之前的 (1.4),

0→Zn→Pn→Bn−1 → 0 (∗)

根据条件 Bn 是平坦的, 则使用 −⊗RM 的长正合序列得到

0→Zn⊗
R
M→Pn⊗

R
M→Bn−1 ⊗

R
M→ 0

给两边的 Z,B 添加上零同态, 实际上可以直接验证这是一个复形之间的
短正合列,

0→Z• ⊗
R
M→P• ⊗

R
M→B•−1 ⊗

R
M→ 0

54
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下面, 再次使用长正合序列, 回忆计算 (1.12), 得到

. . .→Bn⊗
R
M→Zn⊗

R
M

†→Hn(P•⊗
R
M)→Bn−1⊗

R
M

‡→Zn−1⊗
R
M→ . . .

则有短正合列

0→ im †→Hn(P•⊗
R
M)→ ker ‡→ 0 (∗∗)

根据 (1.29) 对 “蛇形” 同态的刻画, 我们注意到 Bn⊗RM→Zn⊗RM 实际

上就是 ∂⊗RM . 根据 −⊗RM 的右正合性,

im † = Hn(P•)⊗
R
M

同样的道理, 利用 0→Bn−1 →Zn−1 →Hn−1 → 0 的长正合序列可得

. . .→Tor(Zn−1,M)→TorR(Hn−1(P•),M)→Bn−1 ⊗
R
M→Zn−1 ⊗

R
M→ . . .

考虑 (∗) 的正合列可以得到 (实际上我们证明了 Zn 都平坦)

. . .→Tor2(Bn−1)︸ ︷︷ ︸
=0

→Tor(Zn,M)→Tor(Pn,M)︸ ︷︷ ︸
=0

→ . . .

再注意 Z0 = P0, 总之, 这说明

ker ‡ = TorR(Hn−1(P•),M)

这样带回 (∗∗) 就得证了. �

推论 4.2 条件承上 (4.1), 如果 R 是主理想整环, 例如 Z, 那么 (4.1) 中
的正合列是分裂的1. 换言之

Hn(P• ⊗
R
M) =

[
Hn(P•)⊗

R
M

]
⊕ TorR (Hn−1(P•),M)

证明 注意到自由 Abel 群的子群都是自由, 如下正合列都是裂正合的

0→Zn→Pn→Bn−1 → 0

1但是这个分裂不是典范的.
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于是经过 −⊗M 还是裂正合的, 于是 Zn⊗M 是 Cn⊗M 的直和项, 故
Zn⊗M 是 Zn(C• ⊗M) 的直和项 2, 同时商去3Bn⊗M = Bn(C• ⊗M), 便
得到 Hn(P•)⊗RM 是 Hn(P• ⊗M) 的直和项. �

评注 4.3 如读者所知, 对于交换环 R, R-代数4R′. 对于自由模 R⊕I , 有

R⊕I ⊗
R
R′ = (R⊗

R
R′)⊕I = R′⊕I

如果挑选 R⊕I 的标准基 {ei}i∈I , 那么 R′⊕I 作为 R′ 模的标准基也是

{ei}i∈I . 他们的差别只是系数发生了变化. 对于这就是这个定理名称 “万
有 (universal) 系数定理 ”的由来.

例 4.4 回到拓扑的例子 (1.6), 对于拓扑空间 X, 我们曾经将所有连续的
[△n→X] 收集起来并以此为基生成一个自由 Abel 群来定义 Cn(X), 我
们下面考虑如下这个问题.

如果生成的不是自由 Abel 群而是环 R 的自由模, 那么同调模
会有什么变化? 是否能反映出比 Hn(C•) 更多的信息?

如果答案是肯定的, 那么我们将会致力于算各式不同的环上的同调群会发
生什么变换, 这反映出怎样更多的拓扑性质.

• 例如如果 R = Z/2Z, 我们计算的将是复形的子集, 这相当于指定 X 的 n 维

子集5, 这会非常接近于同调最初的考虑. 在著名的综述 [17] 中指出, Riemann
最初想要定义一个平面区域 U 上 “洞” 的数量. 实际上, 他定义一块区域
是 n 连通的, 如果 n 是满足如下性质的最大的 n, 存在 n − 1 条 “闭合
曲线”, 使得任何其成员的并都不是 U 中某一块开集的边界. 我们会看到,
n = 1 + dimZ/2Z Hn(X,Z/2Z).

Riemman 证明了, 对于 n 连通区域, 任何极大地, 使得任何子集的并都不是 U

中某一块开集的边界的, “闭合曲线” 组成的集合, 必定具有基数 n− 1. 因为如
果两两无交的闭合曲线族 A,B, C 满足, U 以 A ∪ B 为边界, V 以 A ∪ C 为边

2因为, 若 X = Y ⊕ Z, 则任意 Y ⊆ W ⊆ X 都有 W = Y ⊕ (Z ∩W )
3因为右正合性.
4即一个环 R, 还有一个同态 R→R′, 这使得 R′ 成为一个 R 模.
5具体来说, 可以将子集拆成一些单形, 然后不同拆法的差会成为一个边缘.
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图 4.1: 例如这是一个 3-连通区域

界, 那么对称差 (U \ V )∪ (V \U) 以 B ∪ C 为边界 (当然, 要这些曲线 “处于一
般位置”, 即不发生 “维数过高” 的相交, 以及防止 Peano 曲线等一类技术化假
定).

图 4.2: Riemman 的定理

• 例如如果 R = R, 那么我们得到的复形将不是按数量计算, 而是按权重, 我们可
以用 “颜色深浅” 表示.

图 4.3: 系数是 R

这多种有趣的理解方式毫无疑问惹得数学家们遐想. 但可惜, 答案是否定
的 —新的同调模将完全由原本的 Hn(C•) 决定. 也就是说, 其实他们并没
有那么 “有趣”.
如果将新的复形设为 C•(X;R), 同调模为 Hn(X;R). 那么容易验证
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的是

C•(X;R) = C•(X)⊗
Z
R

需要注意到所有环都是 Z-代数. 这样根据万有系数定理的推论 (4.2) 6,

Hn(X;R) =

[
Hn(X)⊗

Z
R

]
⊕ TorZ (Hn−1(X), R)

回看例子, 实际上 R 是平坦的7, 所以 Hn(X;R) = Hn(X)⊗Z R. 这个
结果其实挺令人失望的.

4.2 上万有系数定理

定理 4.5 (万有系数定理) 考虑 R-模 M , 对于一族由左 R-投射模组成的
复形 P•, 且满足对任意 n, ∂(Pn) = Bn−1(P•) 都是投射的, 则有如下正合
列

0→ExtR(Hn−1(P•),M)→Hn(HomR(P•,M))→HomR(Hn(P•),M)→ 0

且, 在 R 是主理想整环如 Z 时, 上正合列分裂.

证明 证明和 (4.1) 是类似的. �

例 4.6 回到拓扑的例子 (1.6), 对于拓扑空间 X, 我们曾经定义了复形
C•(X), 对于环 R, 我们可以作上链复形 HomZ(C•(X), R), 其中的边缘同
态常记为 δ

δn : HomZ(Cn(X), R) −→ HomZ(Cn+1(X), R)

f 7−→ f ◦ ∂n+1

这经常被记为 C•(X;R), 对应的上同调模为 Hn(X;R).
因为自由 Abel 群出发的同态仅由基处的取值决定, 实际上有

HomZ(Cn(X), R) ∼=
{
映射 f : 全体 n 维单纯形→R

}
6因为 Cn(X) 都是自由的, 而自由 Abel 群的子群都是自由的. 另外, 自由模必平坦.
7 因为 A⊗Z R = A⊗Z Q⊗Q R, 而 Q-模, 即线性空间都是自由的, 从而是平坦的.
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• 特别地, n = 0, R = Z 时. 1 维单形就是所有点, 故 C0(X;R) = {f : X→R}.
对于 f ∈ C0(X;R), 我们来计算 δf . 对于 1 维单形即一条曲线 γ : [0, 1]→X,
根据定义 δf(γ) = f(γ(1))− f(γ(0)), 就是端点取值之差.

0

4

4

6

6

8

2

2
4

图 4.4: 等高线

表示一个函数的一种方法是用等高线, 方便起见, 我们下面画的是取值发生变化
的 “交界线”. 那么 δf 就表示这条曲线穿过 “交界线” 的 “根数”. 如果将其看
成物理上的 “等势面”, 那么 δf 就是计算经过这条曲线产生的 “势能差”.

• n = 1, R = Z 时, 一维单形就是所有曲线. 如果 f ∈ C1(X;R), 且 δf = 0, 这
意味着, 在任何二维复形上的三条边按方向加起来是 0.

1

−3

2

图 4.5: 出入平衡

假如 X 性质很好, 可以写成一些三角形沿着边粘起来的形式, 那么可以在组成
这个三角形的每条边上选定数个点, 再在每个三角形里通过连接补充上线段, 使
得

f(a) =进入内部的线段−离开内部的线段
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再给这些线段按照正负号以及边的方向补充上方向. 如上图, 那么每条线段其
实最终封闭.

所以也可以做出一些线, 但是他们距离等高线的交界线距离多远呢? 例如下面
的轮胎面 (上下两边和左右两边分别是一条边) 就不能是某个等高线的交界 (实
际上这条线没有成功地将这根管子割成两部分).

0

1

−1

图 4.6: 轮胎面

实际上, 利用 (4.5) 可知

Hn(X;R) = Hom(Hn(X), R)⊕ ExtZ(Hn−1(X), R)

当 R = Z 时, 假如 Hn(X),Hn−1 是有限生成 Abel 群的话, 这样的 Abel 群
是挠部分和自由部分的直和, 根据 (3.24) 的 (3) 以及 (3.22, 3.23), 有Hom(Hn(X),Z) = Hn(X)的自由部分

Ext(Hn−1(X),Z) = Hn−1(X)的挠部分

故

Hn(X;Z) = Hn(X)的自由部分⊕ Hn−1(X)的挠部分

例 4.7 聪明的读者会疑惑, 为什么我们之前说 “更换系数” 时 (4.4), 结果
令人失望, 但是这里上同调却不说这些令人丧气的话了呢.
诚然, 上同调模通样也被同调群决定, 但是以后见之明, 上同调群还

具有乘法结构, 这相当令人欣喜, 这让其具有更多的结构从而变得十分重
要. 具体来说, 通过给 △n 的坐标之后补充上 m 个 0, 给 △m 的坐标之前
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补充上 n 个 0, 可以认为

△n ⊆ △m+n △m ⊆ △m+n

e2

e3

42

43

41

e0

e1

图 4.7: 蒂积

这样可以构造乘法蒂积 (cup product)

∪ : Cn(X)× Cm(X) −→ Cn+m

(f, g) 7−→
[
[∆ : △n+m→X] 7→ f(∆|△n

)g(∆|△m
)

]
实际上,根据这种等同于子集的方法,容易知道结合律成立,即 (f∪g)∪h =

f ∪ (g ∪ h). 这样可以作分次代数

C•(X) =
∞⊕
i=0

Ci(X) (∗)

其中的元素是有限 Ci(X) 的形式加和, 当中的乘法结构由 ∪ 延展而
来, 这令 C•(X) 构成一个环, 这被称为上同调环. 且容易验证, 当
f ∈ Cn(X), g ∈ Cm(X) 时,

δ(f ∪ g) = δf ∪ g + (−1)nf ∪ δg (∗∗)

同样可以类似 (∗) 作 B• ⊆ Z• ⊆ C•(X), 利用 (∗∗) 不难验证 Z• 对 ∪ 封
闭, B• 是理想这样就导出了

Z•/B• = H•(X) =

∞⊕
i=0

H i(X)

的乘法结构.
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4.3 Künneth 公式

定义 4.8 (复形的乘积) 对于两个 R-模复形 C•, D•, 可以定义他们的乘积
复形 C• ⊗D•, 其中

(C• ⊗D•)n =
⊕
i+j=n

Ci⊗
R
Dj

对于 c ∈ Cn, d ∈ Dm, 定义

∂(c⊗ d) = ∂c⊗ d+ (−1)nc⊗ ∂d

∈ Cn−1⊗Dn⊕Cn⊗Dn−1 ⊆ (C• ⊗D•)n−1

这可以延展到 (C• ⊗D•)n 上, 且容易验证 ∂∂ = 0, 这使之成为 C• ⊗D•

的边缘同态.
如下图

���
�
�

���
�
�

���
�
�

//___ C2k+1⊗Dn+1

− id⊗∂
��

∂⊗id // C2k⊗Dn+1

id⊗∂
��

∂⊗id // C2k−1⊗Dn+1

− id⊗∂
��

//___

//___ C2k+1⊗Dn

− id⊗∂
��

∂⊗id //

⊕
nnnnn

nnnnn

C2k⊗Dn

id⊗∂
��

∂⊗id //

⊕
nnnnn

nnnnn

C2k−1⊗Dn

− id⊗∂
��

//___

//___ C2k+1⊗Dn−1
∂⊗id //

⊕
nnnnn

nnnnn

���
�
�

C2k⊗Dn−1
∂⊗id //

⊕
nnnnn

nnnnn

���
�
�

C2k−1⊗Dn−1
//___

� ��
�
�


定理 4.9 (Künneth 定理) 对于两个 R-模复形 C•, D•, 其中 Cn 由平坦

模组成, 且 ∂(Cn), ker ∂n 也都是平坦的, 那么有短正合列⊕
i+j=n

Hi(C•)⊗Hj(D•) ↩→Hn(C• ⊗D•)�
⊕

i+j=n−1

Tor(Hi(C•),Hj(D•))

且, 在 R 是主理想整环如 Z 时, 上正合列分裂.



4.3 KÜNNETH 公式 63

引理 4.10 两个复形 O•, C•, 若 O• 之间连接的都是零同态, 则

Hn(O• ⊗C•) =
⊕
i∈Z

Hn(Oi⊗C•−i)

证明 需要注意到边缘同态是 ∂ = ± id⊗ ∂ 意味着只有 “纵向” 的乘积, 实际上

(O•⊗C•)n =
⊕
i+j=n

Oi⊗Cj =
⊕
i∈Z

(Oi⊗Cn−i)

不同 i 之间只有零同态, 由于取核取像均和直和可以交换故

Hn [O•⊗C•] =
⊕
i∈Z

Hn (Oi⊗C•−i)

引理得证. �
Künneth 定理 (4.9) 的证明 这和万有系数定理 (4.1) 非常相近, 实际
上, 当 D• 的边缘算子都是零同态时, 上述定理和万有系数定理 (4.1) 是
等价的. 不过证明可以直接按照 (4.1) 的进路, 无非需要小心验证最开始
X• 7→(X ⊗D)• 一步能够保持下列的正合性,

0→Zi→Ci→Bi−1 → 0

于是用 −⊗Dj 的长正合序列

0→Zi⊗
R
Dj →Ci⊗

R
Dj →Bi−1⊗

R
Dj → 0

先给 Z,B 连接以零同态再和 D 作复形的乘积, 再作直和, 故有复形的正
合列

0→Z•⊗D• →C•⊗D• →B•−1⊗D• → 0

用长正合序列得到长正合列, 再根据引理 (4.10) 有正合列⊕
i∈Z

Hn+1(Bi−1⊗D•−i) //
⊕
i∈Z

Hn(Zi⊗D•−i) EDBCGF †@A
// Hn(C•⊗D•) EDBCGF@A

//
⊕
i∈Z

Hn(Bi−1⊗D•−i)
‡ //
⊕
i∈Z

Hn−1(Zi⊗D•−i)
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其中通过 “平移” 复形, 有
⊕
i∈Z

Hn+1(Bi−1⊗D•−i) =
⊕
i∈Z

Hn(Bi−1⊗D•+1−i) =
⊕
i∈Z

Hn(Bi⊗D•−i)⊕
i∈Z

Hn−1(Zi⊗D•−i) =
⊕
i∈Z

Hn(Zi⊗D•−1−i) =
⊕
i∈Z

Hn(Zi−1⊗D•−i)

故实际上正合列是
⊕
i∈Z

Hn(Bi⊗D•−i)
∂→
⊕
i∈Z

Hn(Zi⊗D•−i)
†→ . . .

. . .
‡→
⊕
i∈Z

Hn(Bi−1⊗D•−i)
∂→
⊕
i∈Z

Hn(Zi−1⊗D•−i)

这样, 类似地, 有短正合列 0→ im †→Hn(C•⊗D•)→ ker ‡→ 0.
先计算 im †, 考虑正合列

0→Bi→Zi→Hi(C•)→ 0

根据长正合序列, 万有系数定理 (4.1) 以及对 Zn,Bn 平坦的假设,

. . .→Hn(Bi⊗D•−i)︸ ︷︷ ︸
=Bi⊗Hn(D•−i)

∂→Hn(Zi⊗D•−i)︸ ︷︷ ︸
=Zi⊗Hn(D•−i)

→Hn(Hi(C•)⊗D•−i)→ . . .

故

im † =
⊕

i∈Z cok
[
Bi⊗Hn(D•−i)

∂→Zi⊗Hn(D•−i)
]

=
⊕

i∈Z Hi(C•)⊗Hn(D•−i)

=
⊕

i∈Z Hi(C•)⊗Hn−i(D•)

再计算 ker ‡, 以类似的手法, 知道

ker ‡ =
⊕

i∈Z ker
[
Zi−1⊗Hn(D•−i)

∂→Bi−1⊗Hn(D•−i)
]

=
⊕

i∈Z Tor
(
Hi−1(C•)⊗Hn(D•−i)

)
=
⊕

i∈Z Tor
(
Hi−1(C•)⊗Hn−i(D•)

)
这样, 命题终于得证. 关于分裂的事实是类似之前的证明的. �
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例 4.11 毫无疑问, 这个命题的背景将会来自拓扑, 对于两个拓扑空间
X,Y , 我们想要给出 X × Y 的同调模. 但是这件事儿仔细想来并不容易.

• 一个可行的想法是我们放弃使用单形, 改用 “柱形”, 一个 n 维柱形指的是 X

中 i 维单形和 Y 中 j 维单形的乘积, 其中 i + j = n. 换言之我们不再使用
△n, 而使用 “在 X × Y 中放正的”△i ×△j, 且实际上, 在 0 维时, 这就是一样
的, 这启发我们利用类似 (1.27) 的手法, 可以持续地作自然同伦, 从而使之诱导
相同的同调模. 具体讨论见 [10] P396. 这其中也有非常良好的几何意义. 以下
是一维的情况.

图 4.8: 复形的乘积

• 我们实际上可以将标准单形拆解成一些柱形,换句话说作出 ιij : △i×△j →△n,
这样每个 X × Y 的单纯形 [△n→X × Y ] 都可以通过复合拆解为∑

[△i ×△j

ιij→△n→X × Y ]

这是著名的Alexander-Whitney 映射 , 参见 [1]P158 第四章 2.4.

• 实际上放不放正不是关键的, 因为任何 [△i ×△j
Θ→X × Y ] 都可以通过作投影

和限制 8 导出 X,Y 的单形 [△i
α→X], [△j

β→Y ], 再重新乘起来得到的 [△i ×
△j

α×β→ X × Y ]. 他们实际上都处在 [△n→X × Y →X]× [△n→X × Y →Y ]

这样一个可缩的空间之内, 因此是同伦的.

• 二维的情况

换句话说, 我们可以得到拓扑版本的 Künneth 定理

0→
⊕
i+j=n

Hi(X)⊗Hj(Y )→Hn(X × Y )→
⊕

i+j=n−1

Tor(Hi(X),Hj(Y ))→ 0

8视 △i = △i × 0,△j = 0 × △j .
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图 4.9: 复形的乘积

且是分裂的 (但不是自然的).
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第五章 代数拓扑选讲

5.1 奇异

回忆奇异同调的定义 (1.6), 同伦 (1.20), 万有系数定理 (4.4), 上同调
(4.7), 乘积空间 (4.11). 下面我们来建立更为精细的理论.

定义 5.1 (简约奇异同调群) 对于拓扑空间 X, 我们定义了复形 C•(X),
下面我们定义增广奇异复形 C̃•(X), 为

. . .→ C̃2︸︷︷︸
=C2

→ C̃1︸︷︷︸
=C1

→ C̃0︸︷︷︸
=C0

ϵ→ C̃−1︸︷︷︸
=Z

→ 0

其中1

ϵ : C0(X) −→ Z x 7−→ 1

即 ϵ 是取 C0(X) 的系数之和. 不难验证这还是复形. 由此定义的同调群
记为 H̃•(X), 被称为 简约 (reduced) 奇异同调群 .
容易根据定义知道 H̃n(X) 和 Hn(X) 只在 n = 0 时可能有差别, 且

H̃0(X) ⊆ H̃0(X).

以上定义的合理性可知实际上原本的 H0(X) 过大.

命题 5.2 对于拓扑空间 X, H̃0(X) = 0 当且仅当 X 道路连通.
1注意根据 C0(X) 的定义, 其就是 X 的所有点生成的自由 Abel 群
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证明 首先证明充分性, 即证明增广奇异复形在 0 处正合, 任意给两个
点 x, y, 则一条连接他们的道路 p ∈ S̃1(X) 满足 ∂p = y − x. 这样如果
x =

∑
i∈I xi, 实际上

x =
∑
i∈I

xi =
∑
i∈I

x0 + (xi − x0) ≡
∑
i∈I

x0 = |S|x0 = ϵ(x)x0 mod B̃0(X)

故若 ϵ(x) = 0, 则 x ∈ B̃0(X).
反之, 取两个不能用道路相连的点 x, y, 考虑 y−x, 此时 ϵ(y−x) = 0,

但不满足 x− y ∈ B̃0(X), 这不难证明2. �

命题 5.3 对于拓扑空间 X, 若有开邻域覆盖3 {Ui}, 可以定义

C◦
n(X) =

∪
i∈I

{
[△n

连续→ Ui
⊆→X]

}
生成自由 Abel 群 ⊆ Cn(X)

即全部落在 Ui 的单形生成的复形. 则包含映射 ι 诱导了同构

Hn(ι) : Hn(C
◦
n(X))

∼−→ Hn(Cn(X)) = Hn(X)

且上述改为增广复形和简约奇异同调群也对.

证明 实际上如下的证明可以按照 (1.27) 的方法更加抽象, 但是为了直观
起见, 我们的想法是将任何一个 n 维复形即 Cn(X) 中的元素切碎使之每

部分都落入某个 Ui 之中, 由于切碎这件事儿只相差一个 “同伦”, 故不改
变同调群.
为了记号上的方便, 定义

cônee : Cn(X) −→ Cn+1(X)[
△n

∆→X
]

7−→
[
△n+1

cônee ∆→ →X
]

其中 cônee ∆ 是一个线性映射, 满足

(e0, e1, . . . , en+1) 7→(ē, e0, . . . , en) 7→X

2否则, 设 y − x = ∂ (
∑
p), 通过调整顺序, 实际上可以连接成一条 x 通往的 y 的道路.

3即每个 Ui 都含一个开集 Vi, 使得
∪
Vi = X.
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在一些情况下 e 还可以选在单形之外, 如果在组成的单形之外 ∆ 也有定

义的话. 不难验证
∂ cônee = id− cônee ∂

为了选得典范, 先定义重心剖分: 对于标准单形 △n, 选取其重心 ē,
递归地定义重心重分 (barycentric subdivision)映射

Sd : Cn(X) −→ Cn(X) ∆ 7−→ côneē Sd∂∆

以及同伦

T : Cn(X) −→ Cn+1(X) ∆ 7−→ côneē(Sd∆−∆− T∂∆)

直接计算得到

∂Sd = Sd∂ ∂T + T∂ = Sd − id

几何解释如下图

图 5.1: 重心剖分 Sd

一般地, 需要多次剖分. 对于
[
△n

∆→X
]
∈ Cn(X), 想要作 ∆ 的像为

Sdm(∆), 使得 Sdm(∆) ∈ C◦
n(X), 根据 ∆ 的连续性, 这只要 m 充分大这

就一定可以做到, 同时取同伦为 T(id+Sd + Sd2 + . . .+ Sdm−1), 但直接这
样不构成复形间的同态, 不过好在他们几何上是一样的, 故只差一个同伦,
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图 5.2: 同伦 T

为了修正这个问题, 我们直接把同伦加上. 记所需的最小重心充分次数为
m(∆), 假设 ∂∆ =

∑n
i=0(−1)i

[
△n−1

ιi→X
]
, Sdm 修正为

Sd◦ : ∆ 7→Sdm(∆)∆−
n∑
i=0

(−1)iT(Sdm(ιi) + . . .+ Sdm(∆)−1)
[
△n−1

ιi→X
]

同伦取作的

T◦ : Cn(X) −→ Cn+1(X) ∆ 7−→ T(id+Sd + Sd2 + . . .+ Sdm(∆)−1)∆

直接计算得到

∂Sd◦ = Sd◦∂ ∂T◦ + T◦∂ = Sd◦ − id

故这样构造好了 C•(X)
Sd◦

→ C◦
• (X)

⊆→C•(X) 和 id 的同伦, 而不难验证,
C◦

• (X)
⊆→C•(X)

Sd◦

→ C◦
• (X) 本身就等于 id, 根据 (1.18) 命题得证. �

我们也可以认为是同伦 T◦ 反过来决定了 Sd◦, 这样理解更为直接.

5.2 切除

定义 5.4 对于拓扑空间 X, 子空间 X1, X2 ⊆ X, 若包含映射

ι : Cn(X1) + Cn(X2) −→ Cn(X1 ∪X2)

诱导了同调群的同构即任意 n,

Hn(ι) : Hn(C•(X1) + C•(X2))
∼−→ Hn(X1 ∪X2)
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其中 Cn(X1), Cn(X2), Cn(X1∪X2) 均视为 Cn(X) 的子群. 则称 (X1, X2)

是Mayer-Vietoris 耦 (pair) .

例 5.5 对于拓扑空间 X, 子空间 X1, X2 ⊆ X, 若 X1, X2 是包含开集

V1, V2, 且 V1 ∪ V2 = X, 根据 (5.3), (X1, X2) 是 Mayer-Vietoris 耦.

定理 5.6 (Mayer-Vietoris) 对于拓扑空间 X, 子空间 X1, X2 ⊆ X, 则
有复形的正合列 4

0→C•(X1 ∩X2)
差→C•(X1)⊕C•(X2)

和→Cn(X1)+Cn(X2)→ 0

若 (X1, X2) 是 Mayer-Vietoris 耦, 则有如下的长正合序列

//___ Hn(X1∩X2)
差 //Hn(X1)⊕Hn(X2)

和 //Hn(X1∪X2) EDBCGF ∂n@A
//Hn−1(X1∩X2)

差 //Hn−1(X1)⊕Hn−1(X2)
和 //Hn−1(X1∪X2) //___

且上述改为增广复形和简约奇异同调群也对.

证明 关于复形的正合列的部分是不难验证的. 然后, 长正合序列的部分
根据 (1.29) 以及 Mayer-Vietoris 耦的定义知显然. �
为了应用起见, 我们给出更有用的如下定理. 最简单的应用莫过于求

n 维球面的同调群, 我们可以考虑用上半球面和下半球面交出一个 n − 1

维球面. 于是可以抽象出如下结果. 具体的计算在 (5.17).

命题 5.7 对于拓扑空间 X, 闭子空间 X1 ∪X2 = X ⊆ X, 若 X1 ∩X2 是

某个开邻域 V 的形变收缩核 5, 则 (X1, X2) 是 Mayer-Vietoris 耦.

证明 想法是转化到 (5.5) 上, 考虑

V1 = X1 ∪ V V2 = X2 ∪ V
4“差” 是指将 ∆ 映射到 (∆,−∆), “和” 是指将 (∆,∆′) 映射到 ∆ + ∆′.
5即存在收缩映射 φ : V →X1 ∩X2 若记包含映射 ι : X1 ∩X2 →V , 使得 φ ◦ ι = id, ι ◦ φ 同

伦于 id. 显然, 他们的同调群自然同构.
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不难通过构造得到 X1 是 V1 的形变收缩核, X2 是 V2 的形变收缩核, 方便
起见, 在下面的图表中

∩Xn = Hn(X1 ∩X2) ∩Vn = Hn(V1 ∩ V2)

⊕X
n = Hn(X1)⊕ Hn(X2) ⊕V

n = Hn(V1)⊕ Hn(V2)

+X
n = Hn(C•(X1) + C•(X2)) +V

n = Hn(C•(V1) + C•(V2))

考虑正合列

∩Xn

��

// ⊕X
n

��

// +X
n

��

// ∩Xn−1

��

// ⊕X
n−1

��
∩Vn // ⊕V

n
// +V

n
// ∩Vn−1

// ⊕V
n−1

其中除了中间的同态其他都是同构, 根据五引理中间也是同构, 根据
(V1, V2) 是 Mayer-Vietoris 耦, 故 +V

n = Hn(X), 这就是说 (X1, X2) 是

Mayer-Vietoris 耦. �
下面回忆相对同调群 (1.30). 注意到对于空间 X,Y , 各自的子空间

A ⊆ X,B ⊆ Y , 若映射 f : X→Y 使得 f(A) ⊆ B, 则实际上 f 诱导了

Cn(X,A)→Cn(Y,B) 的同态, 此时会记 f : (X,A)→(Y,B).

命题 5.8 对于对于拓扑空间 X, 子空间 X1, X2 ⊆ X, (X1, X2) 是 Mayer-
Vietoris 耦的充分必要条件是对任何 n 下列映射是同构

Hn(ι) : Hn(X1, X1 ∩X2)
∼−→ Hn(X1 ∪X2, X2)

其中 ι : (X1, X1 ∩X2)→(X1 ∪X2, X2) 是包含映射.

证明 需要注意到

0→C•(X2)→C•(X1) + C•(X2)→
C•(X1) + C•(X2)

C•(X2)︸ ︷︷ ︸
=

C•(X1)

C•(X1∩X2)
=C•(X1,X1∩X2)

→ 0

以及

0→C•(X2)→C•(X1 ∪X2)→C•(X1 ∪X2, X2)→ 0
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故可以得到长正合列

Hn(X2) //Hn(C•(X1)+C•(X2)) //

��

Hn(X1, X1∩X2) //

��

Hn−1(X2)

Hn(X2) //Hn(X1∪X2) //Hn(X1∪X2, X2) //Hn−1(X2)

这张交换一直延展下去, 故任何偏左的同态是同构将导出偏右的同态是同
构, 反之, 任何偏右的同态是同构将导出偏左的同态是同构, 命题得证. �

定理 5.9 (切除定理) 对拓扑子空间 Z ⊆ A ⊆ X, 使得 Z ⊆ A◦, 那么对
任何 n 下列映射是同构

Hn(ι) : Hn(X \ Z,A \ Z) ∼−→ Hn(X,A)

其中 ι : (X \ Z,A \ Z)→(X,A) 是包含映射.

证明 记 B = X \A, 则要证的事实变为

Hn(ι) : Hn(B,A ∩B)
∼−→ Hn(A ∪B,A)

而 A,B 是开领域覆盖, 故根据 (5.5) 和 (5.8) 得证. �
故实际上, 切除定理 (excision)和 Mayer-Vietoris 耦只不过是一样

事物的两个方面而已.
一个常用的使用方式是对于 p ∈ X, 取 A = X \ {p}, 如果 X 是

Hausdorff 空集, 则 A 是开集, 任意取 p 的邻域 U , 取 Z = X \ U , 则

Z = X \ U = X \ U◦ ⊆ X \ {p} = A = A◦

满足条件, 于是可以把 U 以外的广大部分切除, 从而得到

Hn(U,U \ {p}) = Hn(X,X \ {p})

事实上, Hn(X,X \ {p}) 只关心围绕着 p 的那些 “圈”.
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5.3 单纯

定义 5.10 (△-复形) 一个 n 维△-复形K 是一些资料

• 对每个 0 ≤ i ≤ n, i 维单纯形组成的集合 Ki = {△j
i}.

其中每个 △j
i 都是标准单形 △i 的拷贝, 且 Ki 有限.

• 对每个 1 ≤ i ≤ n, 每个 △j
i ∈ Ki 的每个面, 都指定为 Ki−1 的某个

单纯形.

记 |K| 是他们的粘合.
在欧式空间中, 可以定义 n 维线性单形为 n+ 1 个一般位置的点6 的

凸包. 如果一些至多 n 维的有限线性单形组成的集合 K 满足内部7 两两

不交, 则称为单纯 (simple) 复形 . 显然, 将组成 K 的所有部件收集起

来, 就符合我们上面单纯复形的定义.

如我们所见, 很多我们熟知的拓扑空间都是 ∆-复形, 例如 Klein 瓶,
轮胎面, Möbius 带, 球面.

定义 5.11 对于 △-复形 K = K0 ∪ . . . ∪Kn, 若 △†
m 是 △‡

m+1 的第 k 个

面, 则诱导了一个置换 σ

△†
m ∋ (e0, . . . , em)

σ→(e0, . . . , êk, . . . , em+1) ∈ △‡
m+1

如果这个 σ 是偶置换, 则称 △†
m 和 △‡

m+1 的第 k 个面同向 , 反之, 则称
△†
m 和 △‡

m+1 的第 k 个面反向 .

定义 5.12 (单纯同调) 假设 K = K0 ∪ . . . ∪Kn 是 △-复形, 定义

Ci(K) = Ki生成的自由 Abel 群

并定义

∂ : Ci(K) −→ Ci−1(K) △j
i 7−→

i∑
k=1

(−1)k[△j
i 的第 k 个有向面]

6即任何 n 个点都不在一个平面上
7即

{∑n
i=0 λiei : λi > 0,

∑n
i=0 λi = 1

}
, 注意, 这里不是拓扑意义上的内部.
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这里有向指的是如果第 k 个面是指如果同向则取 +, 反向则取 −. 这使得
C•(K) 成为一个复形, 对应的同调群被称为单纯同调 , 记为 Hn(K).

定理 5.13 对于 △-复形 K, 单纯同调和奇异同调是等价的, 具体来说,

Hn(K) = Hn(|K|)

证明 这需要用到 (1.31) 的结论, 在证明中会用到其记号 C∗
i (X). 记

X = |K|, 可以构造同态

φ : Ci(K) −→ C∗
i (X) △j

i 7−→
[
△i

id→△j
i

⊆→X
]

不难验证 φ 和 ∂ 可以交换. 事实上, 以上两种同调理论不难定义相对同调
群 (1.30). 记

Ki = K0 ∪ . . . ∪Ki Xi = |K0 ∪ . . . ∪Ki|

我们依次证明 (过程中会会用到 (5.17) 关于球面同调群的结果. )

• 单纯同调群 Hn(Km,Km−1) =

0 m ̸= n

Cn(K) m = n
. 因为 Cn(Km) 和

C(Km−1) 在 n ≥ m+ 1 都是平凡群, 在 n ≤ m− 1 时都是相同的.

• 奇异同调群 Hn(Xm, Xm−1) =

0 m ̸= n

Cn(K) m = n
. 记 Ki 中每个面的

重心组成的集合 V ⊆ Xm, 再将这个在每个 V 中的元素在 △j
m 里稍
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微扩大为一个小的开球, 记这些球的的并为 U . 则 n ≥ 1 时,

Hn(Xm, Xm−1)

= Hn(Xm, Xm \ V ) ∵

Vm−1 是 Xm \ V 的形变收缩核

长正合序列 + 五引理
= Hn(U,U \ V ) ∵切除 Xm \ U

= Hn

(⊔
j

Djm,
⊔
j

Sjm−1

)
∵

U \ V 可以收缩到 U 的边界上

长正合序列 + 五引理
=

⊕
△j

m∈Km

Hn(Dm,Sm−1) 不难证明无交并对应复形的直和

= H̃n−1(Sm−1)
⊕Km ∵

n ≥ 1 Hn(Dm) = 0

长正合序列

=

0 m ̸= n

Cn(K) m = n
∵ H̃n(Sm) =

0 m ̸= n

Z m = n

• H∗
n(Xm, Xm−1) =

0 m ̸= n

Cn(K) m = n
. 因为 Hn 有上述刻画, 根据长

正合序列, 有

Hn(Xm−1) //Hn(Xm) //Hn(Xm,Xm−1) //

��

Hn−1(Xm−1) //Hn−1(Xm)

H∗
n(Xm−1) //H∗

n(Xm) //H∗
n(Xm,Xm−1) //H∗

n−1(Xm−1) //H∗
n−1(Xm)

根据五引理中间是同构.

然后继续使用五引理, 考虑长正合序列

Hn(Km−1)

��

// Hn(Km)

��

// Hn(Km,Km−1) //

��

Hn−1(Km−1)

��
H∗
n(Xm−1) // H∗

n(Xm) // H∗
n(Xm, Xm−1) // H∗

n−1(Xm−1)
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然后使用归纳法, 不难得到 m = 0 时, 总有 Hn(K0) = H∗
n(X0). 根据上面

的计算 8, 利用五引理不难从 m− 1 正确推到 m 正确. �
上述 “戳洞” 的技巧是代数拓扑中常用的, 与其说是 “戳洞”, 不如说

是将边界 “增厚” 的方便化表述, 如下图.

图 5.3: 增厚

命题 5.14 (Euler 示性数) 对于 △-复形 K = K0∪ . . .∪Kn, 可以定义欧
拉示性数 (characteristic)

χ(K) = |K0| − |K1|+ . . .+ (−1)n|Kn|

实际上

χ(K) = rank H0(K)− rank H1(K) + . . .+ (−1)n rank Hn(K)

证明 实际上 |Ki| = rankCi(K). 这样就完全代数化了, 实际上这对所有
有限生成正复形都是对的, 注意到若有有限生成的 Abel 群的正合列

0→A→B→C→ 0

则 rankB = rankA+ rankC. 考虑含义不言自明的正合列

0→Zn→Cn→Bn−1 → 0 0→Bn→Zn→Hn→ 0

8事实上还需要说明 φ 诱导的同调群是同构, 这个只需要小心验证长正合序列的映射, 以及知道
H̃n(Sm) 的代表元.
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考虑 “母函数”C(X) =
∑

rankCnXn,H(X) =
∑

rank HnX
n 其他记号可

以此类推, 于是

C(X) = XB(X) + Z(X) Z(X) = B(X) + H(X)

消去 Z(X), 于是
C(X)− H(X) = (X + 1)B(X)

带入 X = −1 得到结果. �

例 5.15 关于欧拉示性数就不得不提正多面体, 他们的参数如下,

图 5.4: 正多面体

顶点数 边数 面数 度数 对偶度

正四面体 4 6 4 3 3
正方体 8 12 6 3 4
正八面体 6 12 8 4 3
正十二面体 20 30 12 3 5
正二十面体 12 30 20 5 3
度数 = 每点连接的边数 对偶度 = 每面连的边数
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不难发现有如下恒等式

顶点数+面数−边数 = 2

这实际上是球面的 Euler 示性数的反映, 因为这些多面体都可以再分为一
些三角形, 不难算出分出三角形不会引发上述值的改变, 他们作为简单复
形拼接起来都和球面同胚.

5.4 计算

下面我们来给一些具体的计算. 这里不止涉及同调的计算, 也将涉及
上同调的计算. 回忆 (4.6), (4.7).

定理 5.16 关于单点集 X = {∗},

• 同调群和简约同调群.

Hn(X) =

0 n ≥ 1

Z n = 1
H̃n(X) = 0

其中 H0(X) 的生成元是这个点本身.

• 系数为 R 的上同调群 Hn(X;R) = 0, 故对应的上同调环为零环.

证明 可以直接计算单点集对应的复形是

. . .
1→C3(X)︸ ︷︷ ︸

Z

0→C2(X)︸ ︷︷ ︸
Z

1→C1(X)︸ ︷︷ ︸
Z

0→C0(X)︸ ︷︷ ︸
Z

→ 0

故同调群有这样的刻画. 关于简约同调群, 无非是将上复形最后改为 1→Z,
也不难计算得到. 关于上同调, 注意到 (4.6) 最后的结论. �

定理 5.17 关于 m 维球面 Sm,



5.4 计算 81

• 同调群和简约同调群.

Hn(S0)=

0 n ≥ 1

Z× Z n = 0
Hn(Sm)

m≥1
=


0 1 ≤ n ̸= m

Z 1 ≤ n = m

Z 0 = n

简约同调群可以统一为

H̃n(Sm) =

0 n ̸= m

Z n = m

关于其中的生成元: H0(S0) 的生成元分别是两个点; n ≥ 1 时,
H0(Sn) 的生成元可以选做任意一个单点; 而 H̃n(Sn) 的生成元可以
选做同胚

[
△n+1 →Dn

]
的边界.

• 系数为 R 的上同调群群

Hn(S0)=

0 n ≥ 1

R×R n = 0
Hn(Sm) m≥1

=


0 1 ≤ n ̸= m

R 1 ≤ n = m

R 0 = n

关于其中的生成元: H0(S0) 的生成元分别是两个点处的特征函数;
n ≥ 1 时, H0(Sn) 生成元是常函数 1; Hn(Sn) 的生成元是在 Hn(Sn)
的生成元处取 1 的函数, 这个即圈的环绕圈数. 关于同调环

H•(S0) ∼= Z× Z
∧ r ∈ H0(Sn) x ∈ Hn(Sn)

s ∈ H0(Sn) rs ∈ H0(Sn) sx ∈ Hn(Sn)
y ∈ Hn(Sn) ry ∈ Hn(Sn) 0

证明 将 Sm 视作上下半个球面 Sm+ 和 Sm− 的拼接, 对此早有准备的我们
利用 (5.7) 知道上下球面是 Mayer-Vietoris 耦, 由于

Sm+ ∪ Sm− = Sm Sm+ ∩ Sm− = Sm−1
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S1

S2

S2
+

S2
−

图 5.5: 球面

故有长正合序列

H̃n(Sm+ )⊕ H̃n(Sm− )︸ ︷︷ ︸
=0

→ H̃n(Sm)→ H̃n−1(Sm−1)→ H̃n−1(Sm+ )⊕ H̃n−1(Sm− )︸ ︷︷ ︸
=0

故对于简约同调群, 只需要证明 n = 0 的情况即可, 此时 S0 是两个单点

集, 于是对应的复形是

. . .
1→C3(S0)︸ ︷︷ ︸

Z2

0→C2(S0)︸ ︷︷ ︸
Z2

1→C1(S0)︸ ︷︷ ︸
Z2

0→C0(X)︸ ︷︷ ︸
Z2

(x,y) 7→ x+y→ Z

不难直接计算出其简约同调群满足刻画. 关于同调群的部分无非是 n = 0

的情形需要再验证, 不难证明对于两个拓扑空间 X,Y , H0(X ⊔ Y ) =

H0(X) ⊕ H0(Y ), 故关于 S0 的论证得证. 同样不难验证, 对于道路连通空
间 X, H0(X) = Z. 关于生成元的论断只有关于 H̃n(Sn) 的部分是非平凡
的, 根据蛇形引理的连接同态刻画, 可以发现 H̃n(Sn) 中我们所挑选的边界
就映成 ˜Hn−1(Sn) 的生成元. 而上同调的论断只需要根据 (4.6) 最后的结
论以及蒂积的定义 (4.7) 即可. �

定理 5.18 关于 m 维轮胎 Tm = S1 × . . .× S1︸ ︷︷ ︸
m

,

• 同调群.
Hn(Tm) = Z(

n
m)
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其中的生成元就是在 m 个 H1(S1) 的复制中挑选 n 个出来选择生成

元 (即环绕一圈), 然后 “缔连”(选定一个基点).

• 上同调环. 是外代数

H∗(Tm, R) =
∧
Rm

证明 根据 (4.11), 归纳地, 自动有

Hn(Tm) =
⊕
i+j=n

(Hi(Tm−1)⊕ Hj(S1))

然后只需仔细计算 Z 的个数. 生成元不难根据 (4.11) 给出的刻画得出.
关于上同调, 选定基点 x0 = (0, . . . , 0) ∈ Tm, 不妨假设 σ ∈ H1(S1) 是

生成元. 方便起见, 对于 Hk(Tm) 的生成元 τ , 记 τ∗ ∈ Hk(Tm) 为将 τ 映

为 1, 其他生成元映为 0 的映射. 不难根据蒂积的定义得到

(σ, 0, 0, . . . , 0)∗ ∧ (0, σ, 0, . . . , 0)∗ = ( ∗, ∗︸︷︷︸
“缔连”

, 0, . . . , 0)∗

如下图 以此类推, 这和
∧
Rm 的乘法结构完全相同. �

1−11

1

−1

1

1

0

图 5.6: 轮胎面
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5.5 光滑

回顾 (1.8), 我们可以看到, 当中无非是说 Diff• 构成一个上链复形.
回顾 (1.31) 以及, 定理 (5.13). 一个同调的哲学互质欲出, 那就是对于不
同类型的空间, 上面有很多 “同调理论”, 他们的同调是相同的. 下面我们
引入 de Rham 上同调. 以下证明来自 [7], P286, §V.9. 更多关于流形的同
调理论, 甚至上升到层的层面的讨论可见 [15] Chapter 5.

定义 5.19 (光滑奇异同调) 对于流形 M , 我们可以仿照 (1.6) 定义光滑
单形, 无非是要求当中的单形 ∆ : △n→M 不仅是连续的, 还是光滑的,
这样可以得到复形 Csmooth

• (M). 我们将这种同调记为

Hsmooth
n (M) = Hn(Csmooth

• (M))

称为光滑奇异同调 . 这同样也可以类似 (4.6) 定义光滑奇异上同调

Hn
smooth(M) = Hn(Hom(Csmooth

• (M),R))

定义 5.20 (de Rham 上同调) 对于一张流形 M , 考虑其上的 k-次微分
形式 Diffk(M), 上面的微分 d 定义了一个 R-模的上链复形, 记其同调模

Hn
deRham(M) = Hn(Diffk(M))

被称为de Rham 上同调 .

命题 5.21 (Poincaré 引理) 对于欧式空间 Rn的凸的开集 U , Hk
deRham(U) =

0. 实际上有同伦 S : Diff•(U)→Diff•+1, 使得 S ◦ d + d ◦ S = id.

证明 直接构造, 对于 ω ∈ Diffk+1(U), 假设 ω = fdxi0 ∧ . . . dxik , 定义

Sω : x 7→
(∫ 1

0

tkf(tx)dt
)( k∑

j=0

(−1)jxijdxi1 ∧ . . . ∧ d̂xij ∧ . . . ∧ dxik
)

这样直接验证即可. �
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定义 5.22 对于流形 M , 包含映射 Csmooth
• (M)→C•(M) 诱导了映射

Hsmooth
n (M)→Hn(M)

通过取 Hom(−,R) 得到

Φ : Hn(M ;R)→Hn
smooth(M)

定义 5.23 对于流形 M , 在光滑奇异同调和微分形式之间有如下配合

φ : Csmooth
n (M)×Diffk(M) −→ R (∆, ω) 7−→

∫
∆

ω

这诱导了同态

Ψ : Diff•(M) −→ Hom(Csmooth
• (M),R) ω 7−→

[
∆ 7→

∫
∆

ω

]
根据 Stokes 公式, 这是一个上链复形之间的同态, 从而诱导了

Ψ : Hn
deRham(M)→Hn

smooth(M)

本节的一个目的就是为了证明 Φ,Ψ 都是同构, 从而 de Rham 上同调
和系数是 R 的奇异上同调是同构的.

引理 5.24 对于流形 M , 开集 U, V , 总有长正和序列

. . .→Hn
smooth(U ∪ V )→Hn

smooth(U)⊕ Hn
deRham(V )→Hn

smooth(U ∩ V )→ . . .

且这个正合列和上同调的 Mayer-Vietoris 正合列通过 (5.22) 定义的 Ψ

构成同态

Hn(U∪V )

Ψ

��

//Hn(U)⊕Hn(V )

Ψ⊕Ψ

��

//Hn(U∩V )

Ψ

��

δ //Hn+1(U∪V )

��
Hn

smooth(U∪V ) //Hn
smooth(U)⊕Hn

smooth(V ) //Hn
smooth(U∩V )

δ //Hn+1
smooth(U∪V )

证明 定理 (5.3) 的证明可以照例迁移到光滑的情形, 因为我们是用同伦
证明的 (5.3), 所以自动保持到上同调. �
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引理 5.25 对于流形 M , 开集 U, V , 总有正合列

0→Diff•(U ∪ V )→Diff•(U)⊕Diff•(V )→Diff•(U ∩ V )→ 0

从而诱导了长正合序列

. . .→Hn
deRham(U ∪ V )→Hn

deRham(U)⊕ Hn
deRham(V )→Hn

deRham(U ∩ V )→ . . .

且这个正合列和上同调的 Mayer-Vietoris 正合列通过 (5.23) 定义的 Ψ

构成同态

Hn
deRham(U∪V )

Ψ

��

// Hn
deRham(U)⊕Hn

deRham(V )

Ψ⊕Ψ

��

//Hn
deRham(U∩V )

δ //

Ψ

��

Hn+1
deRham(U∪V )

��
Hn

smooth(U∪V ) // Hn
smooth(U)⊕Hn

smooth(V ) //Hn
smooth(U∩V )

δ //Hn+1
smooth(U∪V )

证明 取最后的映射为

π : Diff•(U)⊕Diff•(V ) −→ Diff•(U ∩ V )

(ω1, ω2) 7−→ ω1|U∩V − ω2|U∩V

不难验证核是 Diff•(U ∪ V ). 同样不难验证这个映射和 d 可以交换. 于是
诱导了命题中的正合列. �

定理 5.26 对于流形 M ,

Hn
deRham(M) ∼= Hn(M ;R)

证明 我们证明 (5.22) 和 (5.22) 定义的 Φ,Ψ 都是同构. 首先, 当 M 微

分同胚于欧式空间凸的开集时, 这是显然的, 因为都是零线性空间. 其次,
注意到, U, V �U ∩ V 满足, 根据五引理, V ∩ U 也满足, 再次, 如果不交的
{Ui} 满足, 则

∪
Ui 也满足. 这就已经足够杀死定理, 因为任何一个流形

都是两个开集的并, 这两个开集又是有限个微分同胚于欧式空间凸开集的
并. �
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6.1 定义

定义 6.1 (G-模) 对于群 G, Abel 群 M , 如果 G 加性地作用在 M 上, 即
M 被 G 作用, 且

g(m1 +m2) = gm1 + gm2

则称 M 为G-模 . 对于两个 G-模 M,N , 如果 Abel 群同态 f : M→N

还和 G 的作用可交换, 那么称 f 为G-模同态 . 将其组成的范畴记为
G-Mod.
等价地, 一个 G-模就是一个 Z[G]-模, G-模同态就是一个 Z[G]-模.

定义 6.2 (群同调, 群上同调) 对于群 G, G-模 M , 定义

MG = {x ∈M : ∀g ∈ G, gx = x} MG =M/ ⟨gx− x : g ∈ G, x ∈M⟩

这里 ⟨∗⟩ 是生成的 G-子模. 这可以函子化为

∗G : G-Mod M ⊢ //

f

��

MG

f |MG

��

G-Mod

· · · N ⊢ // NG · · ·

⊢ //

∗G : G-Mod M ⊢ //

f

��

MG

f自然

��

G-Mod

· · · N ⊢ // NG · · ·

⊢ //

87
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不难验证 ∗G 是一个左正合函子, ∗G 是一个右正合函子. 其对应的导出函
子 [

R
n(∗G)

]
(A) =: Hn(G,A) [Ln(∗G)] (A) =: Hn(G,A)

定义 6.3 (增广理想) 对于群 G, 定义同态

ϵ : Z[G] −→ Z
∑
g∈G

ngg 7−→
∑
g∈G

ng

其中 G 在 Z 上作用是平凡的. 记 ker ϵ = IG, 这被成为 G 的增广

(augmentation) 理想 . 显然, IG =
⊕

g∈G\{1} Z(g − 1). 且有正合列
0→ IG→Z[G]→Z→ 0.

定理 6.4 对于群 G, G-模 M ,

MG = HomG(Z,M) MG = Z⊗
G
M

这里 ⊗G 是 ⊗Z[G] 的简写, HomG 是 HomZ[G] 的简写.

证明 对于前者, 考虑

φ : HomG(Z,M) −→MG φ 7−→ φ(1)

因为 φ(1) 实际上决定了 φ, 故是单射. 而 φ : n 7→nx 成为 g 模同态当且

仅当

∀g ∈ G, gφ(1) = φ(g(1)) i. e. g(x) = g(1)x

但是 G 在 Z 上的作用是平凡的, 故 g(1) = 1, 于是 g(x) = x.
另一方面, 根据换环公式,

Z⊗
G
M ∼= Z⊗

Z
M
/
⟨ng⊗x− n⊗ gx : n ∈ Z, g ∈ G, x ∈M⟩

同样因为 G 在 Z 上的作用是平凡的, 故在 Z⊗ZM = M 的等同下,
Z⊗GM ∼=MG. �
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推论 6.5 对于群 G, G-模 M ,

Hn(G,A) = ExtnZ[G](Z,M) Hn(G,A) = TorZ[G]
n (Z,M)

证明 不难验证上面的同构是自然的. �
显然, 增广理想给出了 H1 和 H1 的计算方法.

定理 6.6 对于群 G, G-模 M ,

MG = H0(G,M) =M/IGM H1(G,M) = ker[IG⊗
G
M→ IGM ]

MG = H0(G,M) = {x ∈M, IGx = 0} H1(G,M) = cok[M→HomG(IG,M)]

证明 利用正合列

0→ IG→Z[G]→Z→ 0

得到

0→TorGn (Z,M)︸ ︷︷ ︸
=H1(G,M)

→ IG⊗
G
M→Z[G]⊗

G
M︸ ︷︷ ︸

=M

→Z⊗
G
M→ 0

以及

0→HomG(Z,M)→HomG(Z[G],M)︸ ︷︷ ︸
=M

→HomG(IG,M)→Ext1G(Z,M)︸ ︷︷ ︸
=H1(G,M)

→ 0

命题得证. �

推论 6.7 对于群 G, 如果 G-模 M 上 G 的作用是平凡的, 那么

MG = H0(G,M) =M H1(G,M) = IG⊗
G
M = IG/I2G⊗

Z
M

MG = H0(G,M) =M H1(G,M) = HomG(IG,M) = HomZ(IG/I2G,M)

证明 注意到

φ : IG⊗
G
M −→ IGM b⊗(x− 1) 7−→ bx− b = 0



90 第六章 群的同调

故 H1(G,M) = IG⊗M , 为了计算同样利用换环公式

IG⊗GM = IG⊗ZM
/
⟨bg⊗x− b⊗ gx : b ∈ IG, g ∈ G, x ∈M⟩

= IG⊗ZM
/
⟨b(g − 1)⊗x : b ∈ IG, g ∈ G, x ∈M⟩

= IG⊗ZM
/
I2G⊗ZM = IG/I2G⊗ZM

上同调是类似的, 也能得到 [M→HomG(IG,M)] = 0, 从而 H1(G,M) =

HomG(IG,M), 计算时, 使用类似的方法,

HomG(IG,M) = {f ∈ HomZ(IG,→M) : ∀x, y ∈ G, yf(1− x) = f(y(1− x))}
= {f ∈ HomZ(IG,→M) : ∀x, y ∈ G, f((x− 1)(y − 1)) = 0}
= {f ∈ HomZ(IG,→M) : f(I2G) = 0}
= HomZ(IG/I2G,M)

命题得证. �

引理 6.8 对于群 G, IG/I2G ∼= G/[G,G] = G的交换化.

证明 考虑

φ : IG/I2G −→ G/[G,G] x− 1 mod (. . .) 7−→ x mod (. . .)

因为

xy − 1 = (x− 1) + (y − 1) + (x− 1)(y − 1) ≡ (x− 1)(y − 1) mod I2G

不难验证是良定义的同态. 双射来自直接构造逆映射. �

推论 6.9 对于群 G, 如果 G-模 M 上 G 的作用是平凡的, 那么

H1(G,M) = G的交换化⊗ZM

H1(G,M) = HomZ(G的交换化,M) = HomGroup(G,M)

特别地,
H1(G,Z) = G的交换化
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6.2 预解

一个紧要的问题就是为 Z 寻找一个方便计算的 Z[G]-模的预解.

定义 6.10 (Bar 预解) 对于群 G, 对于 n ≥ 0, 令 Bn = Z[G]⊕Gn , 但是记
标准基为

{ [g1 ⊗ . . .⊗ gn] : gi ∈ G }

特别地, 对于 n = 0, 标准基为符号 [ ]. 定义

d : Bn −→ Bn−1

[g1 ⊗ . . .⊗ gn] 7−→


g1[g2 ⊗ . . .⊗ gn]

+
n−1∑
i=1

(−1)i[g1 ⊗ . . .⊗ gigi+1 ⊗ . . .⊗ gn]

+(−1)n[g1 ⊗ . . .⊗ gn−1]

这构成一个复形

. . .
d→B2

d→B1
d→ B0︸︷︷︸

=Z[G]

(
ϵ→Z)→ 0

为了证明这是一个预解, 我们需要证明正合性, 为此, 我们将其忘却到
Abel 群中, 这样可以构造同伦如下

s−1 : Z −→ B0 1 7−→ [ ]

sn : Bn −→ Bn+1 g0[g1 ⊗ . . .⊗ gn] 7−→ [g0 ⊗ g1 . . .⊗ gn]

不难验证

ϵ ◦ s−1 = id ds0 + s−1ϵ = id dsn + sn−1d = d

故正合.

评注 6.11 我们下面来解释为什么这样定义. 对于群 G, 类比 (5.10), 可
作 “无穷维无穷 △-复形”K, 使得 Kn = G⊕(n+1), 且

(x0, x1, . . . , xn) ∈ Kn 的 n+ 1 条边为 {(x0, . . . , x̂i, . . . , xn)}i ⊆ Kn−1
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这个空间是可缩的, 因为任何 (x0, x1, . . . , xn) ∈ Kn 上的点都和 1 ∈ K0

以 (1, x0, . . . , xn) 中的线段相连, 如下图. 为了标准化, 将 x0 提出来假设

1 x0

x1

x2

(x0, x1, x2)(1, x0, x1, x2)

图 6.1: Bar 预解

x0 = 1, 这样每个 n 次面可以唯一地表示成

g( 1 , x1 , x1x2 , . . . , x1. . .xn ) g, x0, . . . , xn ∈ G

记

[x1 ⊗ . . .⊗xn] = ( 1 , x1 , x1x2 , . . . , x1. . .xn )

记上面的面. 这样 [x1 ⊗ . . .⊗xn] 的各个边是

(x1 , x1x2 , . . . , x1. . .xn ) = x1[1⊗x2 ⊗ . . .⊗xn]

( 1, . . . , x̂1. . .xi, . . . , x1. . .xn ) = [x1 ⊗ . . .⊗xixi+1 ⊗ . . .⊗xn]

(1, x1 , x1x2 , . . . , x1. . .xn−1 ) = [x1 ⊗x2 ⊗ . . .⊗xn−1]

这就是 Bar 预解 (6.10).
将 Kn 依次粘上 n− 1 维骨架, 一直下去得到 K. 此时 G 作用在 K

上

g ∈ G : K −→ K (x0, . . . , xn) 上的点 7−→ (gx0, . . . , gxn) 上的对应点

可以得到轨道空间 K/G, 不难验证这是覆叠空间, 从而 K/G 的基本群是

G. 注意到 K/G 仍然是一个 “无穷维无穷 △-复形”, 其 n 次部分是{
G(g0, . . . , g1) : gi ∈ G

}
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x0x1x0

x0x1x2
[x1]

[ ]
x0[x1]

x0x1[x2]

x0[x1, x2]
[x2]

x0[x1x2]

[x1x2]

[x1, x2]

图 6.2: Bar 预解

故 n 次单纯复形为 [x1, . . . , xn] 生成自由 Abel 群, 不难验证其正是
Bn⊗G Z. 由此连成的复形就是

. . .
d→B2 ⊗

G
Z d→B1 ⊗

G
Z d→B0 ⊗

G
Z( ϵ→Z⊗

G
Z)→ 0

故K/G的 n次单纯同调群是 TorGn (Z,Z),即 Hn(G,Z). 注意到, H1(G,Z) =
G的交换化 是基本群的交换化 (6.9) 这是为代数拓扑学家所熟知的
Hurewicz 定理的推理. Hurewicz 定理断言第一个同调群是基本群的交换
化.

定义 6.12 (简约 Bar 预解) 对于群 G, 令 B̃0 = B0, 对于 n ≥ 1, 令 B̃n

为以

{[g1| . . . |gn] : gi ∈ G \ {1}}

生成的 Z[G] 群, 并且仿照 (6.10) 定义微分

d : B̃n −→ B̃n−1

[g1| . . . |gn] 7−→


g1[g2| . . . |gn]

+

n−1∑
i=1

(−1)i[g1| . . . |gigi+1| . . . |gn]

+(−1)n[g1| . . . |gn−1]

其中如果 gigi+1 = 1 则约定 [g1| . . . |gigi+1| . . . |gn] 整体为 0. 不难验证这
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构成一个预解

. . .
d→ B̃2

d→ B̃1
d→ B̃0︸︷︷︸

=Z[G]

(
ϵ→Z)→ 0

6.3 自由

一个自然的问题是 H(G,M) 对 M 可以用预解来求, G 是否也可以
呢? 首要的第一个问题是自由群是否同调都为 0.

引理 6.13 对于集合 X 自由群 G = F (X), 则增广理想 IG 是以 X − 1 = {x − 1 :

x ∈ G} 为基的自由 Z[G]-模.

证明 我们已经知道 IG 由 {g − 1 : g ∈ G \ {1}} 生成, 注意到

xy − 1 = x(y − 1) + (x− 1) (x−1 − 1) = −x−1(1− x)

故增广理想 IG 可以由 X − 1 生成. 下面证明线性无关, 假如有关系

0 =
∑
x∈X

bx(x− 1) bx ∈ Z[G] \ {0}

bx = b′x + b′′xx
−1, b′x 每一项都不以 x−1 结尾, 将上市改写为

0 =
∑
x∈X

b′x(x− 1)−
∑
x∈X

b′′x(x
−1 − 1) bx ∈ Z[G] \ {0}

则上述关系的展开不会发生约分, 不难发现展开得到的最长的项无法消去, 因为

(. . .)x ∈ G 只能出现在 b′x(x− 1) 的展开中, (. . .)x−1 ∈ G 只能出现在 b′′x(x
−1 − 1) 的

展开中, 从而 b′x = b′′x = 0, 于是 bx = 0 从而线性无关. �

定理 6.14 对于集合 X 自由群 G = F (X), 任何 G-模 M , 则

Hn(G,M) = Hn(G,M) = 0 n ≥ 2

证明 考虑正合列

0→ IG→Z[G]→Z→ 0



6.3 自由 95

于是根据长正合序列, n ≥ 2 时,

TorGn (Z[G],M)︸ ︷︷ ︸
=0

→TorGn (Z,M)︸ ︷︷ ︸
=Hn(G,M)

→TorGn−1(IG,M)︸ ︷︷ ︸
=0

并且

Extn−1
G (IG,M)︸ ︷︷ ︸

=0

→ExtnG(Z,M)︸ ︷︷ ︸
=Hn(G,M)

→ExtnG(Z[G],M)︸ ︷︷ ︸
=0

于是 Hn(G,M) = Hn(G,M) = 0. �

推论 6.15 对于集合 X 自由群 G = F (X), 则

Hn(G,Z) =


Z n = 0

ZX n = 1

0 n ≥ 2

Hn(G,M) =


Z n = 0

Z⊕X n = 1

0 n ≥ 2

证明 根据 (6.7), n = 0 情况显然, 而

H1(G,Z) = IG⊗
G
Z =

⊕
x∈X

(x− 1)Z[G]⊗
G
Z =

⊕
x∈X

(x− 1)Z = Z⊕X

H1(G,Z) = Hom(IG,Z) = Hom
(⊕
x∈X

(x− 1)Z[G],Z

)
=
∏
x∈X

Hom(Z[G],Z) = ZX

命题得证. �
下面的问题是是否有长正合序列存在?

引理 6.16 对于群的正合列 0→R→F →G→ 0, 则 Z[G] = Z⊗R Z[F ].

证明 注意到 Z[F ] 是 Z[R]-模, 其基是右陪集代表元, 即 G, 故

Z⊗
R
Z[F ] = Z⊗

R

⊕
g∈G

Z[R]g =
⊕
g∈G

Zg = Z[G]

命题得证. �
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引理 6.17 对于群的正合列 0→R→F →G→ 0, 则有 G-模正合列

0→Rab →Z[G]⊗
F
IF → IG→ 0

其中 Rab 是 R 的交换化, 当中 G 在其上的作用是共轭作用 g : [r 7→ grg−1].

证明 考虑

0→ IF →Z[F ]→Z→ 0

在 Z[F ] 上左边同时张量 Z[G], 根据 (6.16) 等价于, 在 Z[R] 上左边同时张量 Z, 得到
如下交换图

0 //TorF (Z[G],Z) //Z[G]⊗F IF //Z[G]⊗F Z[F ]
† //Z[G]⊗F Z // 0

0 //TorR(Z,Z)
‡

//Z⊗R IF //Z⊗R Z[F ] //Z⊗R Z // 0

根据换环公式

Z[G]⊗
F
Z = Z[G]⊗

G
Z
/

⟨bf ⊗n− b⊗n : b ∈ Z[G], f ∈ F, n ∈ Z⟩ = Z

不难发现 † 通过同构, † = [Z[G]
ϵ→Z], 故 ker † = IG, 又因为 (6.9) 有 TorR(Z,Z) =

H1(R,Z) = Rab. 故得到

0→Rab →Z[G]⊗
F
IF → IG→ 0

命题得证. 为了计算出 G 在 Rab 上的作用, 注意到

• r mod (. . .) ∈ Rab 对应到 IR/I2R 根据 (6.8) 过程对应到 r − 1 mod (. . .).

• r − 1 mod (. . .) 对应到 IR⊗Z 根据 (6.6) 过程对应到 1⊗(r − 1).

• 1⊗(r − 1) ∈ Z⊗R IR 通过 ‡ 映射到 Z⊗R IF 是 1⊗(r − 1).

• 1⊗(r − 1) ∈ Z⊗R IF 对应到 Z[G]⊗F IF 根据 (6.16) 过程对应到 1⊗(r − 1).

• 显然 g ∈ G 在 Z[G]⊗F IF 的作用是左乘

g(1⊗(r − 1)) = g⊗(r − 1) = 1⊗(gr − g) = 1⊗(gr − 1)− 1⊗(g − 1)

• 1⊗(gr − 1) − 1⊗(g − 1) ∈ Z[G]⊗F IF 对应回到 IR⊗Z 类似上面的过程还是
1⊗(gr − 1)− 1⊗(g − 1).
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• 1⊗(gr− 1)− 1⊗(g− 1) ∈ IR⊗Z 对应到 r mod (. . .) ∈ Rab 根据 (6.8) 过程对
应到 grg−1.

论证完毕. �

引理 6.18 对于群的正合列 0→R→F →G→ 0, 则有右 G-模正合列

0→Rab → IF ⊗
F
Z[G]→ IG→ 0

其中 Rab 是 R 的交换化, 当中 G 在其上的作用是共轭作用 g : [r 7→ g−1rg].

证明 从 (6.16) 开始对偶地重写一遍. �

定理 6.19 对于群的正合列

0→R→F →G→ 0

对于 G-模 M , 有正合列

//___ Torn−1(Rab,M) // Hn(F,M) // Hn(G,M) EDBCGF@A
// Torn−2(Rab,M) // Hn−1(F,M) // Hn−1(G,M) ED__ BCGF_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _@A
___ Rab ⊗GM // H1(F,M) // H1(G,M) // 0

其中 Rab 是 R 的交换化.

证明 根据 (6.18) 有

0→Rab → IF ⊗
F
Z[G]→ IG→ 0

同时在 Z[G] 上张量 M 得到长正合序列

//___ TorGn−1(Rab,M) // TorGn−1(IF ⊗F Z[G],M) // TorGn−1(IG,M) EDBCGF@A
// TorGn−2(Rab,M) // TorGn−2(IF ⊗F Z[G],M) // TorGn−2(IG,M) ED__ BCGF_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _@A
___ Rab ⊗GM // IF ⊗F M // IG⊗GM // 0
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因为 IF ⊗F Z[G]⊗G− = IF ⊗F −, 故

TorGn−1(IF ⊗
F
Z[G],M) = TorFn−1(IF ,M)

再利用 0→ IF →Z[F ]→Z→ 0 和 0→ IG→Z[G]→Z→ 0 的长正合序列

得到

TorFn−1(IF ,M) = TorFn (Z,M) = Hn(F,M) TorGn−1(IG,M) = Hn(G,M)

以及正合列

0 // TorF1 (Z,M)

��

// IF ⊗F M

��

// M

��

// . . .

0 // TorG1 (Z,M) // IG⊗GM // M // . . .

这样可以对正合列做如下的小手术, 利用下面的蛇形引理

. . . // Rab ⊗GM //

��

IF ⊗F M //

��

IG⊗GM //

��

0

0 // 0 // M // M

得到

. . .→Rab ⊗
G
M→TorF1 (Z,M)︸ ︷︷ ︸

=H1(F,M)

→TorG1 (Z,M)︸ ︷︷ ︸
=H1(G,M)

→ 0

将其 “接回” 原本的长正合序列的末尾, 命题得证. �

定理 6.20 对于群的正合列

0→R→F →G→ 0
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对于 G-模 M , 有正合列

0 // H1(G,M) // H1(F,M) // Hom(Rab,M) ED___ BCGF_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _@A
__ Hn−1(G,M) // Hn−1(F,M) // Extn−2(Rab,M) EDBCGF@A

// Hn(G,M) // Hn(F,M) // Extn−1(Rab,M) ___

其中 Rab 是 R 的交换化.

作为一个应用, 我们考虑 0→R→F →G→ 0 在 F 是自由的情形.

定理 6.21 (Hopf 公式) 对于群 G, 对于群展示 0→R→F →G→ 0, 则

H2(G,Z) =
R ∩ [F, F ]

[F,R]

其中 [∗, ∗] 是交换子.

证明 根据 (6.19) 有正合列

. . .→H2(F,Z)︸ ︷︷ ︸
=0

→H2(G,Z)→Rab ⊗
G
Z †→ H1(F,Z)︸ ︷︷ ︸

=F 的交换化

→ H1(G,Z)︸ ︷︷ ︸
=G 的交换化

→ 0

注意到根据换环公式, 以及 (6.18) 得到的 Rab 的右 G-模结构

Rab ⊗G Z Rab ⊗Z Z
/
⟨g−1rg⊗n− r⊗ gn : r ∈ Rab, g ∈ F/R⟩

= Rab ⊗Z Z
/
⟨f−1rf ⊗n− r⊗ gn : r ∈ Rab, f ∈ F ⟩

= Rab/ ⟨fr−1fr−1 : r ∈ Rab, f ∈ F ⟩
= R/[F,R]

纵观上述过程, †由 [r 7→ r−1]诱导,而同构到 F 的交换化则由 [f−1 7→ f ]

诱导, 故 † 正是自然映射
[

R
[F,R]

→ F
[F,F ]

]
, 故

H2(G,Z) = ker † = ker
[

R

[F,R]
→ F

[F, F ]

]
=
R ∩ [F, F ]

[F,R]

命题得证. �
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6.4 有限

本节我们要考虑有限群.

定义 6.22 (正规元) 对于有限群 G, 定义正规元N =
∑

g∈G g ∈ Z[G]. 对
于 G-模 M , 这定义了一个同态

N :M −→M x 7−→ Nx

引理 6.23 对于有限群 G, 正规元 N ∈ Z[G], 则

IG = ker[Z[G] N→Z[G]]

证明 注意到, 对于 x =
∑

g∈G ngg ∈ Z[G],

Nx = 0 ⇐⇒
∑
g∈G

ngN = 0 ⇐⇒
∑
g∈G

ng = 0 ⇐⇒ x ∈ IG

命题得证. �

定义 6.24 (Tate 上同调) 对于有限群 G, G-模 M , 定义Tate 上同调

Ĥn(G,M) =



Hn(G,A) n ≥ 1

AG/NA n = 0

{x ∈M : Nx = 0}/IGM n = −1

H1−n(G,A) n ≤ −2

其中 N 是 G 的正规元.

命题 6.25 对于有限群 G, G-模的短正合列 0→A→B→C→ 0 给出

Tate 上同调的长正合序列

. . .→ Ĥn−1(G,C)→ Ĥn(G,A)→ Ĥn(G,B)→ Ĥn(G,C)→ Ĥn+1(G,A)→ . . .
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证明 将 Tor 和 Ext 的长正合序列通过蛇形引理连接起来

Ĥ0(G,A)

��

//Ĥ0(G,B)

��

//Ĥ0(G,C)

��

ED
BCGF

@A
//

. . . //H1(G,C) //

??�
�

�
�

�
AG //

N

��

BG //

N

��

CG //

N

��

0

0 // AG

��

// BG

��

// CG

��

//H1(G,A) // . . .

Ĥ−1(G,A) //Ĥ−1(G,B) //Ĥ−1(G,C)

??�
�

�
�

�

其中根据 (6.23), 不难得知 AG = A/IGA
N→AG 是良定义的. 命题得证. �

定理 6.26 对于 m 阶有限群 G, 如果 G-模 M 满足 M [x 7→mx]→M 是同

构, 那么

Hn(G,M) =

N
m
M n = 0

0 n ≥ 1
Hn(G,M) =

N
m
M n = 0

0 n ≥ 1

其中 N ∈ Z[G] 是正规元.

证明 因为 N · N = mN , 故 e : M [x 7→Nx/m]→M 是幂等的, 故给出 M

的分解

M = eM ⊕ (1− e)M = im e⊕ ker e =MG ⊕ kerN =MG ⊕ IGM

其中 eM = MG 是因为一方面 g(ex) = ex, 另一方面如果 gx = x, 那么
ex = x ∈ eM . 这就证明了 H0 和 H0 的情况.
为了证明 Hn,Hn. 记 Ẑ = Z

[
1
m

]
, 注意到 M 实际上成为 Ẑ[G]-模, 故

M = Ẑ[G] ⊗
Ẑ[G]

M = HomẐ[G]

(
Ẑ[G],M

)
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故 −⊗GM = −⊗G Ẑ[G]⊗Ẑ[G]M

HomG(−,M) = HomG

(
−,HomẐ[G]

(
Ẑ[G],M

))
= HomẐ[G](−⊗G Ẑ[G],M)

不难直接验证 −⊗G Ẑ[G] 将 Z[G]-右投射模映射为 Ẑ[G]-右投射模. 故取
预解知道 {

TorZ[G]
n (−,M) = TorẐ[G]

n (−⊗ Ẑ[G],M)

ExtnZ[G] −,M = ExtnẐ[G]
(−⊗ Ẑ[G],M)

考虑 0→ IG→Z[G]→Z→ 0, 注意到 Ẑ[G] 是平坦的 1, 有正合列

0→ IG⊗
G
Ẑ[G]→Z[G]⊗

G
Ẑ[G]︸ ︷︷ ︸

=Ẑ[G]

→Z⊗
G
Ẑ[G]︸ ︷︷ ︸

=Ẑ

→ 0

但是这是分裂的, 因为可以取
[
Ẑ n 7→ n

mN→ Ẑ[G]
]
. 从而 Z⊗G Ẑ[G] 是投射

Ẑ[G]-模, 故 n ≥ 1 时{
Hn(G,M) = TorZ[G]

n (Z,M) = TorẐ[G]
n (Z⊗ Ẑ[G],M) = 0

Hn(G,M) = ExtnZ[G](Z,M) = ExtnẐ[G]
(Z⊗ Ẑ[G],M) = 0

命题得证. �

推论 6.27 对于 m 阶有限群 G, 特征 p 的域 k, 如果 p - m, 那么任何
k[G]-模 W 满足

n ≥ 1 ⇒ Hn(G,W ) = Hn(G,W ) = 0

证明 因为在 W 上数乘 m 是同构. �

定理 6.28 (Maschke) 对于 m 阶有限群 G, 特征 p 的域 k, 如果 p - m,
那么任何 k[G]-模的正合列

0→V
α→V ′ β→V ′′ → 0

都是分裂的.
1实际上是局部化一般结论, 可以直接利用 “通分” 的技巧解决.
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证明 他们是分裂的等价于其诱导出如下正合列

0→HomG(V
′′, V )

−◦β→ HomG(V
′, V )

−◦α→ HomG(V, V )→ 0

因为 † 是满射意味着存在 [V ′ σ→V ] 使得 [V
α→V ′ σ→V ] = id, 这就让该正

合列分裂.
首先, 一定有正合列

0→Homk(V
′′, V )

−◦β→ Homk(V
′, V )

−◦α→ Homk(V, V )→ 0

因为作为线性空间一定是分裂的. 赋予 Homk(V,W ) 以 G-模结构通过

g : HomK(V,W ) −→ HomK(V,W ) f 7−→ g · f(g−1 · ∗)

于是

HomG(V,W ) = {f : V →W : f(g · ∗) = gf(∗)} = Homk(V,W )G

这样根据 (6.26), 同时取群的上同调, 立刻得到正合列

0→HomG(V
′′, V )

−◦β→ HomG(V
′, V )

−◦α→ HomG(V, V )→ 0

命题得证. �

评注 6.29 (Maschke) 上述结论用表示论的术语描述就是经典的Maschke
定理. 对于 m 阶有限群 G, 特征 p 的域 k, G 的 k-表示是完全可约的. 其
初等的证明是将任何一个子表示 V ⊆ V ′, 任意取线性的 V ′ f→V 是投射,
作出其 “平均”

f0(∗) = 1

m

∑
g∈G

g · f(g−1 · ∗)

这样 f0 是 G-映射, 这就找到了 V 的补. 这其中就已经出现了正规元的
影子.

定理 6.30 对于 m 阶有限群 G, 任何 G-模 M , n ≥ 1 时, 有

mHn(G,M) = 0 mHn(G,M) = 0
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证明 我们要利用 Bar 预解 (6.10)

. . .→B1 →B0(→Z)→ 0

考虑

mn : Bn −→ Bn x 7−→ mx

我们要证明 m• 在 • = n ≥ 1 之后是零伦的, 这样就能够证明命题的结果.
定义

sn : Bn −→ Bn+1

[g1 ⊗ . . .⊗ gn] 7−→ (−1)n+1
∑
g∈G

[g1 ⊗ . . .⊗ gn⊗ g]

计算

dsn[g1 ⊗ . . .⊗ gn]

= d
(
(−1)n+1

∑
g∈G[g1 ⊗ . . .⊗ gn⊗ g]

)
= (−1)n+1

∑
g∈G g1[g2 ⊗ . . .⊗ gn⊗ g]

+(−1)n+1
∑

g∈G
∑n−1

i=1 (−1)i[g1 ⊗ . . . gigi+1 . . .⊗ gn⊗ g]

+(−1)n+1
∑

g∈G(−1)n[g1 ⊗ . . .⊗ gng] . . . . . . . . . . . . . . (∗)
+(−1)n+1

∑
g∈G(−1)n+1[g1 ⊗ . . .⊗ gn]

sn−1d[g1 ⊗ . . .⊗ gn]

= (−1)n
∑

g∈G g1[g2 ⊗ . . .⊗ gn⊗ g]

+(−1)n
∑

g∈G
∑n−1

i=1 (−1)i[g1 ⊗ . . . gigi+1 . . .⊗ gn⊗ g]

+(−1)n
∑

g∈G(−1)n[g1 ⊗ . . .⊗ gn−1 ⊗ g]

注意到 (∗) = (−1)n+1
∑

g∈G(−1)n[g1 ⊗ . . .⊗ g], 故

dsn + sn−1d = (−1)n+1
∑
g∈G

(−1)n+1[g1 ⊗ . . .⊗ gn] = m[g1 ⊗ . . .⊗ gn]

命题得证. �

推论 6.31 如果 G是有限群, M 是有限生成 G-模,那么 Hn(G,A),Hn(G,A)

在 n ≥ 1 时都是有限群.
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证明 取 Bar 预解 (6.10)B•, 不难知道 B• ⊗M 和 HomG(Bn, A) 都是有

限生成 Abel 群, 但是根据 (6.30), 他们实际上是有限生成 Z/mZ-模. �

6.5 扩张

本节是 §3.2Baer 和的推广.

定义 6.32 (群扩张) 对于群 G, Abel 群 A, 一个 G 沿着 A 的群扩张是

正合列

0→A→E
π→G→ 1

其中 A 通常写成加法. 通过共轭作用, G 作用在 A 上通过 g =

xA : [a 7→xax−1] 使得 A 成为 G-模. 如果存在群同态 [G
σ→E] 满足

[E
π→G

σ→E] = id, 那么称上述群扩张分裂.

定义 6.33 对于两个群扩张

0→A
ι→E

π→G→ 0 0→A
ι′→E′ π′

→G→ 0

其间的同态是群同态 E
φ→E′

右图交换

0 // A
ι // E

φ

��

π // G // 1

0 // A
ι′

// E′
π′

// G // 1

通过追图知这一定是同构. 如果存在这样的同态, 称两个扩张等价 .

定义 6.34 (半直积) 对于群 G, 如果 A 是 G-模, 那么可以在 A×G 上定

义新的群结构满足

(a, g) · (b, h) = (a+ gb, gh)

这样 1 = (0, 1), (a, g)−1 = (−g−1a, g−1), 记这种群结构为 AoG. 更有趣
的记法是 (

1

a g

)(
1

b h

)
=

(
1

a+ gb gh

)
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定理 6.35 对于群扩张

0→A→E→G→ 1

是分裂的, 则上述扩张和

0→A a 7→(a,1)→AoG (a,g) 7→ g→G→ 0

等价.

证明 假设群同态 σ : G
σ→E 满足 σ ◦ π = id, 定义

ψ : AoG −→ E (a, g) 7−→ aσ(g)

不难发现

ψ(a, g) · ψ(b, h) = aσ(g)bσ(h)

ψ(a+ g · b, gh) = a · σ(g)bσ(g)−1σ(gh)

故是同态. 容易验证, ψ 是扩张的同态. �

定义 6.36 (因子集) 对于群扩张

0→A→E
π→G→ 1

取定某个映射 [G→σE] 使得 [E
π→G

σ→E] = id, 一般而言 σ 不是群同

态, 考虑

f : G×G −→ A (x, y) 7−→ σ(x)σ(y)σ(xy)−1

这被称为 σ 对应的因子 .

定义 6.37 (半直积) 对于群 G, 如果 A 是 G-模, 以及 f : G×G→A 满

足

∀x, y, z ∈ G

f(x, 1) = f(1, x) = 0

xf(y, z)− f(xy, z) + f(x, yz)− f(x, y) = 0
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则在 A×G 上可以定义群结构

(a, g) · (b, h) = (a+ gb+ f(g, h), gh)

这样 1 = (0, 1), (a, g)−1 = (−g−1a − g−1f(g, g−1), g−1), 记这种群结构为
Aof G. 显然 Ao0 G = AoG.

定理 6.38 对于群扩张

0→A→E→G→ 1

任意选择使得 σ ◦ π = id 的 σ : G→E 对应的因子 f , 则上述扩张和

0→A a 7→(a,1)→Aof G
(a,g) 7→ g→G→ 0

等价.

证明 定义

ψ : Aof G −→ E (a, g) 7−→ aσ(g)

不难发现

ψ(a, g) · ψ(b, h) = aσ(g)bσ(h)

ψ(a+ g · b+ f(g, h), gh) = a · σ(g)bσ(g)−1σ(g)σ(h)σ(gh)−1σ(gh)

故是同态. 容易验证, ψ 是扩张的同态. �

定理 6.39 对于群 G, 如果 A 是 G-模, 以及 f1, f2 : G×G→A 满足对任

意 i = 1, 2

∀x, y, z ∈ G

fi(x, 1) = fi(1, x) = 0

xfi(y, z)− fi(xy, z) + fi(x, yz)− fi(x, y) = 0

则

0→A→Aofi G→G→ 0

等价当且仅当存在 c : G→A 使得

∀x, y ∈ G,

c(1) = 0

f1(x, y)− f2(x, y) = xc(x)− c(xy) + c(x)
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证明 假设同态 φ : Aof1 G→Aof2 G, 是扩张的同态. 根据交换性的条
件, φ(a, 1) = (a, 1), φ(a, g) = (∗, g), 假设 φ(0, g)→(c(g), g) 于是

φ(a, g) = φ[(a, 1)(0, g)] = (a, 1)(c(g), g) = (a+ c(g), g)

这样

φ(a, g) · φ(b, h) = (a+ c(g), g) · (b+ c(h), h)

= (a+ c(g) + gb+ gc(h) + f2(g, h), gh)

φ(a+ gb+ f1(x, y), gh) = (a+ gb+ f1(x, y) + c(gh), gh)

于是不难得到

c(1) = 0

f1(x, y)− f2(x, y) = xc(x)− c(xy) + c(x)
. 反之, 直接

构造

φ : Aof1 G −→ Aof2 G (a, g) 7−→ (a+ c(g), g)

不难验证这是扩张的同态. �

记号 6.40 对于群 G, G-模 A, 所有形如下列的扩张

0→A→E→G→ 0

使得 G 在 A 上的共轭作用和 A 的 G-模结构相同, 记为 Ext(G,A), 记
等价关系是 Eqv.

定理 6.41 (Schreier) 对于群 G, G-模 A, 存在双射

Ext(G,A)/Eqv 1:1↔ H2(G,A)

且 0 ∈ H2(G,A) 对应的就是分裂的情况, 根据 (6.35).

证明 我们要用简约 Bar 预解 (6.12)

. . .→ B̃3 → B̃2 → B̃1 → B̃0(→Z)→ 0
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因为 B̃n = Z[G]⊕(G\{1})n 则可以认为

HomG(Bn, A) = {映射Gn f→A : f(. . . , 1, . . .) = 0}

我们得到复形

. . .→HomG(B1, A)
−◦d→
†

HomG(B2, A)
−◦d→
‡

HomG(B3, A)→ . . .

下面我们计算 im † 以及 ker ‡. 对于 c : G→A, 那么

(†c)(x, y) = (†c)[x⊗ y] = c(d[x⊗ y]) = c(x[y]−[xy]+[x]) = xc(y)−c(xy)+c(x)

故

f ∈ im † ⇐⇒ ∃c : G→A, s. t.∀x, y ∈ G, f(x, y) = xc(y)− c(xy) + c(x)

对于 f ∈ G×G→A, 那么

(‡f)(x, y, z) = f(d[x⊗ y⊗ z]) = xf(y, z)− f(xy, z) + f(x, yz)− f(x, y)

故

f ∈ ker ‡ ⇐⇒ ∀x, y, z ∈ G, xf(y, z)− f(xy, z) + f(x, yz)− f(x, y) = 0

根据上面的讨论 (6.35), (6.38) 和 (6.39), 命题得证. �

定理 6.42 (Schur-Zassenhaus) 对于互质的 m,n, 如果 mn 阶群 G 具

有一个 n 阶正规子群 A, 则存在 G 存在一个 m 阶子群 B, 从而

1→A→G→G/A→ 0

是分裂的, 换言之, G = AoG/A.

证明 换句话说有正合列

1→ A︸︷︷︸
|·|=n

→G→G/A︸︷︷︸
|·|=m

→ 0
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如果 A 是 Abel 的, 因为 m,n 互质, 根据 (6.26), H2(G/A,A) = 0, 故只有
可能分裂, 自然存在 m 阶子群.
如果 A 不是 Abel 的, 我们对 n 归纳. 考虑 A 的 Sylow 子群 S, 因为

互质, 这也是 G 的 Sylow 子群, 再考虑 S 的中心 Z, 因为 p 群具有非平凡

的中心, 故 Z ̸= 1.
注意到2

NG(Z) = {x ∈ G : xZ = Zx} ⊇ {x ∈ G : xS = Sx} = NG(S)

而因为 Sylow 子群都共轭, G 有 [G : NG(S)] 个 Sylow 子群, A 有 [A :

NA(S)]. 而 G 的 Sylow 子群在 A 中, 从而

[G : NG(S)] = [A : NA(S)]

因为 NA(S) = NG(S)∩A ⊆ NG(S), 这迫使 m|#(NG(S)), 从而 m|#(N).
如果 NG(Z) = G, 那么直接商去 Z 得到

1→A/Z→G/Z→G/A→ 0

利用归纳假设存在 G 的子群 B′ 使得 |B′/Z| = m, 再考虑

0→Z→B′ →B′/Z→ 0

此时 Z 是 Abel 的, 命题得证.
如果 NG(Z) ̸= G, 那么有正合列

0→A ∩NG(Z)→NG(Z)→G/A→ 0

利用归纳假设立得. �

关于群的同调还有更多的故事, 可以参见 [16] 第 6 章, [11] 第 9 章.
2具体来说, 如果 x ∈ NG(S), 任意 z ∈ Z, s ∈ S,

(xzx
−1

)s(xzx
−1

)
−1

= xz(x
−1
sx)z

−1
x
−1

= x(x
−1
sx)x

−1
= s

故 x ∈ Z.
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本部分将快速介绍文中提到的代数学概念, 其中有些并不严格, 但是
将让读者不至于过分困惑 (有些时候严格了会更加困惑). 本部分另一个功
能是让读者快速想起这些概念.

余核 对于 R-模同态 A
φ→B, 余核 (cokernel) cokφ := B/ imφ. 其

和核有着对偶的泛性质. 具体来说, 任何 B
ψ→C 且使得 ψφ = 0 的同态必

然唯一地通过 cokφ, 即存在同态 [cokφ→C] 使得 [B
自然同态→ cokφ→C].

参见 [4] 或 [8].
自由模 对于集合 I,集合R⊕I = {(ri)i∈I :只有有限的 i ∈ I 使得 ri ̸= 0}

上有自然的 R-模结构, 这被称为自由模. 一个 R-模 M 被称为是自由的

(free)如果同构于某个自由模. 这等价于如果 M 存在一组基 {ei}i∈I 使
得 M =

⊕
i∈I Rei. 显然, 一个自由模总是投射模, 因为一个自由模到模的

同态等同于基到模的映射, 只要对每个基顺着同态找一个原像就可. 参见
[4] 或 [8].

投射模 一个 R-模 M 被称为是投射的 , 如果任何满同态 A�B, 任
何同态 M

φ→B 都可以提升为 M→A, 使得 [M→A→B] = [M→B]. 参
见 [4] 或 [8].

正合 对于同态 A
φ→B

ψ→C, 若 kerψ = imφ, 则称在 B 处正合

(exact) . 例如 0→A
φ→B 在 A 处正合指的是 φ 是单射, A φ→B→ 0 在

B 处正合指的是 φ 是满射. 参见 [4] 或 [8].
短正合 对于同态 0→A

φ→B
ψ→C→ 0, 若在每一点都正合, 则称

这是短 (short) 正合列 . 即, 在同构意义下, B/A = C. 有时也会说

111
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A→B→C 是短正合的, 如果两边接上 0 同态是短正合列. 参见 [4] 或
[8].

模展示 对于任意 R-模 A, 一个模展示 (presentation) 是一个短正
合列 0→R→P →A→ 0, 其中 P 是自由的. 其中 R 称为关系 . 一个模
总是存在模展示, 例如取 P = R⊕A, 这样自然有 P 到 A 的满同态, 取 R

为其核即可. 参见 [4] 或 [8].
蛇形引理 若下图中的 M −N 中间是交换的, 两行是正合的, 则存在

δ 连接 ker′′ 和 cok′, 使得下图串联的 ker, cok 蛇形同态链是正合的

δ

ker′ //

��

ker //

��

ker′′

��

ED
BCGF

@A
//

M ′ //

��

M //

��

M ′′

��

// 0

0 // N ′ //

��

N //

��

N ′′

��
cok′ // cok // cok′′

特别地, 如果 M ′ ↩→M , 则 ker′ ↩→ ker, 如果 N�N ′′, 则 cok� cok′′. 其
中 δ 的行为是如同向左下台阶 [ker′′ →M ′′ 原像→ M→N

原像→ N ′ → cok′]. 这
被称为蛇形引理 (snake lemma) . 参见 [4] §6.8.6 或 [8].

函子 函子 (functor)就是一个范畴之间的映射, 且保持其中的态
射. 所谓加性 (additive) 函子 , 指的是保持同态的加法的函子. 参见
[9]I.3 P13 或 [12] 第一章.

张量积 对于环 R, A,B 分别是右, 左 R-模, 则张量积 (tensor
product)A⊗RB 是一个 Abel 群, 其中元素形如 a⊗ b 的有限和, 其中
a ∈ A, b ∈ B, 且满足 ar⊗ b = a⊗ rb 以及两个分配率 (a + a′)⊗ b =

a⊗ b+ a′ ⊗ b, a⊗(b+ b′) = a⊗ b+ a⊗ b′. 如果 A
φ→B,A′ φ

′

→B′ 是两个同

态, 则自然有 A⊗RB
φ⊗φ′

→ A′ ⊗RB
′. 参见 [4] 或 [8].

自然变换 对于两个函子 F ,G, 如果任意 A, 都有 φA : FA→GA

的自然同态, 则称这个 φ 是自然变换 (natural transform) . 其中自然
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同态指的是和态射可以交换. 自然同构指的是 φA 还是同构. 参见 [9]I.4
P16.

左正合 一个函子被称为是左正合的, 如果把正合列 0→A→B→C

映到正合列. 一个反变函子被称为是左正合的,如果把正合列A→B→C→ 0

映到正合列 (因为反变函子将箭头反向). 一个函子被称为是右正合的,
如果把正合列 A→B→C→ 0 映到正合列. 一个反变函子被称为是右正
合的, 如果把正合列 0→A→B→C 映到正合列 (因为反变函子将箭头
反向). 称之为正合的, 如果把所有正合列映成正合列, 即把短正合列映成
短正合列, 即既左正合又右正合.

裂正合 对于短正合列 0→A
φ→B

ψ→C→ 0, 如果存在提升 C
τ→B

使得 ψτ = idC , 则称这个正合列是裂 (split) 正合的. 等价地, 存在截
面 B

σ→A 使得 σφ = idA. 裂正合说明在同构意义下是 0→A
ι→A ⊕

C
π→C→ 0, 其中 ι 是包含同态, π 是投影同态. 换言之, 裂正合是用映射

复合的等式定义的关系, 故在加性函子下依旧裂正合. 事实上, 对于短正
合列 0→A→B→C→ 0, 如果 C 是投射模, 则必定裂正合. 参见 [4] 或
[8].

内射模 一个 R-模 M 被称为是内射的 (injective) , 如果任何单同
态 A ↩→B,任何同态 A

φ→M 都可以延拓为 B→M ,使得 [A→B→M ] =

[A→M ]. 一个定理是说在主理想整环, 例如 Z 上, 一个模是内射当且仅
当可除, 即任意 n ∈ Z \ {0}, x ∈M , 总存在 y ∈M 使得 ny = x. 故 Q 是
内射模, Q/Z 也是内射模, 且后者性质更好, 任何一个 Abel 群 A 都存在

非零同态 A→Q/Z. 实际上 Q/Z 正是单位圆上的所有单位根 (乘法群).
参见 [8].

Abel 范畴 如果一个范畴中两个同起点终点的态射可以作加法, 且
满足单位率结合律等一系列好的性质, 则被称为预加范畴 . 一个范畴被称
为加性范畴如果存在零对象和有限直和; 被称为Abel 范畴如果进一步
还总有 ker 和 cok. 参见经典的 [9] VIII 或 [12] 第 4 章.

平坦 一个模被称为平坦的 (flat) , 如果正合列和其作张量还是正合
的, 因为张量积函子是右正合的, 平坦即将单射张量为单射. Z2 就不是平
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坦模, 让他作用在 Z ×2
↩→Z 会破坏单射. 投射模必是平坦模, 故自由模必是

平坦模. 例如参见 [5]9 或 [6]P28.
无挠 一个 R-模 M 被称为是无挠 (torsion-free)的, 如果任何一个

非零元素 x ∈ M , 非零元素 r ∈ R, 都有 rx ̸= 0. 对于 P 是主理想整环的

情况, 有限生成无挠能推出自由 (例如, 根据结构定理). 例如参见 [4] §6.7.
有限生成 Abel 群结构 有限生成的 Abel 群同构于一些 Zn 和 Z 的

直和, 参见 [4] §6.7.
局部化 对于交换环 R, 对乘法封闭的子集 S ⊆ R, 一个 R-模 M 关

于一个的局部化 (localization)指的是形如 x
s
, x ∈M, s ∈ S 组成的分式,

两个分式 x
s
和 y

t
相等当且仅当存在 u ∈ S 使得 xtu = yst, 换句话说可以

通分成同一个分式, xtu
stu

= yst
stu

, 这构成一个模, 记为 S−1M . 对环本身也可
以这么操作得到一个新的环, 记为 S−1R. 实际上, S−1(M) 还是 S−1R-模.
参见 [5]11,12 或 [6] 第三章.

自由部分, 挠部分 对于有限生成 Abel 群 G, 其总可以写成自由部
分和挠部分的直和, 自由部分是那些阶为无穷的元素, 他们组成的子群同
构于 Zn, 挠部分是那些阶有限的元素, 他们组成的子群同构于某个有限
Abel 群, 容易从有限生成 Abel 群结构定理推知.

五引理 若有如下的交换图

A

��

// B

��

// C

��

// D

��

// E

��
A′ // B′ // C ′ // D′ // E′

若行正合, 除了中间的纵向同态都是同构, 那么中间的同态也是同构, 这被
称为五引理 . 参见 [4] §6.8.7.

群环 对于群 G, 环 R, 可以定义 R[G] 为全体形如∑
g∈G

rg (有限和)

的形式和, 其中加法是形式地, 乘法满足 (rg) · (sh) = (rs)(gh). 这构成一
个环, 这被称为群环 . 参见 [4] §5.6.
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换环公式 对于环同态 φ : R→S, 则任何 S-模都通过 φ 自然地视作

R-模, r 的作用为 φ(r). 这样对于 S-右模 M , S-左模 N , 有

M ⊗
S
N =M ⊗

R
N

/
⟨ms⊗n−m⊗ sn : m ∈M,n ∈ N, s ∈ S⟩

这利用张量积的构造是容易的. 参见 [3]§2.12 以及交换的情况 [5]§8.9.
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逻辑符号

为了方便讨论, 我们定义一些常用的逻辑符号. 在本书中, 也是多数
文献中出现的逻辑符号与含义如下表所示:

符号 含义 其他记法

∀ 对于任意的 (for all)
∃ 存在 (exist)
∃! 存在唯一的 (unique) ∃!,∃|

s. t. 使得 (such that)
i. e. 即 (that is, in other word)
⇒ 所以, 蕴含 (imply)
⇐ 因为, 由于
⇐⇒ 当且仅当 (if and only if), 等价于 (are equivalent)
:= 定义为, 设为 (let be) △

=,
Def
=

� Halmos 记号, 证毕 (Q.E.D.), 得解 ,J, ///
∵ 因为 (because)
∴ 所以 (therefore)
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Alexander-Whitney 映射, 65
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de Rham 上同调, 84
△-复形, 75
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Maschke, 102, 103
Mayer, 72
Mayer-Vietoris 耦, 72

n 扩张, 39

Vietoris, 72

万有系数定理, 54, 56
上同调模, 31
上链复形, 30
五引理, 114
余核, 111

光滑奇异上同调, 84
光滑奇异同调, 84
关系, 112
内射上链复形, 31
内射模, 113
函子, 112
切除定理, 74
加性函子, 112
加性范畴, 113
单形, 6
单纯同调, 8
单纯复形, 75
单纯形, 6
反向, 75
右导出函子, 32, 33
右正合, 113
同伦, 10, 31

122



索引 123

同伦不变性, 11
同向, 75
同态, 10, 31
因子, 106
增广奇异复兴, 68
增广理想, 88
复形, 3, 6
奇异同调, 7
导出函子, 25, 32, 33
局部化, 114
左导出函子, 25, 33
左正合, 113
平坦, 47, 113
平坦预解, 46
张量积, 112
微分, 3, 30

扩张, 39
扩张函子, 35, 36
投射模, 111
投射的, 15
挠部分, 114
换环公式, 115
收缩同伦, 14
无挠, 114
有限生成 Abel 群结构定理, 114
标准单形, 5
标准单纯形, 5
模型, 20
模展示, 112

模性, 24
欧拉示性数, 78
正上链复形, 31
正合, 20, 111
正合形式, 31
正合的, 15
正规元, 99
比较定理, 16, 32

相对同调群, 22
相对链复形, 22
短正合, 20, 111
等价, 105
等价 (n 扩张的), 39
简单复形, 8
简约奇异同调群, 68
群扩张, 104
群环, 114

自然变换, 112
自然同构, 112
自由, 111
自由的, 15
自由部分, 114
蒂积, 61
蛇形引理, 112
裂正合, 113
边缘同态, 3, 30

重心重分, 70
链复形, 3
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长正合序列, 20, 29, 32, 33
闭形式, 31
零伦, 47
零伦上链复形, 31
零伦的, 15
预加范畴, 113
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