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本书的目的在于介绍代数数论最基

本的内容, 首先是重要的, 有启发性的
例子, 同时为了避免干扰, 在理论建立
中, 凡是有扰于理论展示的部分皆诉诸
附录. 另外希望本书能够成为学习交换
代数的一个动机.
本书分为两个部分, 第一部分是 D-

edekind 整环的理论, 这部分最典型的
例子无疑是 Gauss整环; 第二部分是赋
值的理论, 这部分最典型的例子无疑是
p 进数.
读者在阅读本书前应当有初等数论

和抽象代数有关群环域的基本知识, 数
论需要知道唯一分解, 还有二次剩余,
一个简约的介绍可见 [11]的 §I.3. 关于
代数的大体的介绍可见 [1] 第三部分,
详细的介绍例如 [5] 和 [2], 只需大致了
解群环域的基本概念,稍微超出 “概念”
的对应的内容附录中均有所补充.
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Chapter 1

例子–– Gauss 整环

在本章 i =
√
−1 ∈ C

1.1 Gauss 整数环的唯一分解
定义 1.1 (Gauss 整数环) 如下的环被称为Gauss 整数环

Z[i] = {a+ bi : a, b ∈ Z}

显然, 她关于复数的通常加法和乘法封闭, 且是一个整环, 其中的元素被称
为Gauss 整数 . 在 Gauss 整环上可以定义如下范数 (norm)

N (a+ bi) = a2 + b2 ∈ Z≥0

容易知道 N : Z[i]→Z 保持乘法, 且 N (x) = 0 ⇐⇒ x = 0. 并且我们沿袭
(B.9) 的整除和相伴的记号和 (B.10) 的定义.

回忆 §A.1, 对整数分解的操作, 其关键在于建立带余除法, 不过在此之前
我们先把单位计算出来, 注意到 Z 的单位是 {±1}.

命题 1.2 Gauss 整环 Z[i] 上的单位正是那些范数为单位的元素. 即

unitZ[i] = {1,−1, i,−i}

2



1.1. GAUSS 整数环的唯一分解 3

证明 所谓单位无非是 xy = 1 的其中一个解, 两边同时取范数知 NxNy =

N1 = 1, 这迫使 Nx = ±1, 而容易通过范数的定义直接知道满足条件的 x 只

有 ±1,±i. 而反过来也容易知道他们是单位. �

定理 1.3 (带余除法) 在 Gauss 整环 Z[i] 上有带余除法. 具体来说任何
a, b ∈ Z[i], 其中 b ̸= 0, 都存在 d, r ∈ Z[i] 使得

a = db+ r N r < N b

证明 这里采取几何化的证明1, 如下图, 选择 d ∈ Z[i] 使得 db 距离 a 最近,

a

b

r

Figure 1.1: 带余除法

即 N (db− a) 最小, 从图中可以断言

N (db− a) ≤
√
2

2
N b < N b

这样 r = db− a 为所求的 r. �

推论 1.4 Gauss 整数环 Z[i] 是主理想整环, 进而是唯一分解整环.
1读者还可以自行补出严格的证明, 或参见 [2]§5.7 例 4.7.7



4 CHAPTER 1. 例子 –– GAUSS 整环

证明 任意选取理想 a ⊆ Z[i], 若 a = (0) 则休矣. 若 a ̸= 0, 因为范数 N 的值
域是 Z≥0 可以挑选其中非零的最小者 a, 显然 a ̸= 0. 任意取 x ∈ a, 作 x 对 a

的带余除法得到 d, r ∈ Z[i] 使得

x = da+ r N r < Na

因为 r = x− da ∈ a, 从而迫使 r = 0, 从而 x = da, 换言之 a = (a). 关于是唯
一分解整环的论证见 (B.11). �

1.2 Gauss 整环上素元

下面的一个问题是怎样的元在 Gauss 整环上是素元? 当然, 寄希望于给
出所有唯一分解整环上的素元的刻画是不现实的, 我们的描绘当然要依托于 Z
上的素数.

定理 1.5 Gauss 整环 Z[i] 上的素元有如下刻画

(1) 正实数 p ∈ Z[i] 是素元

⇐⇒ p ∈ Z 是素数, 且不存在 a, b ∈ Z, s. t. a2 + b2 = p

⇐⇒ p ∈ Z 是素数, 且 p ≡ 3 mod 4.

(2) 虚数 (b ̸= 0), a+ bi ∈ Z[i] 是素元

⇐⇒ 范数 N (a+bi) = a2+b2 是素数 p,且存在 a, b ∈ Z, s. t. a2+b2 = p.

⇐⇒ 范数 N (a+ bi) = a2 + b2 是素数 p, 并且 p ≡ 1 mod 4 或 p = 2.

证明 首先, 我们先证明第一个等价, 若 p 不是素元, 则有非单位素元 q|p, 但
q 与 p 不相办. 从而在 Z 上, N q|Np = p2. 容易得到2 N = p, 设 q = a + bi,
则 p = N q = a2+ b2. 反之,如果 p = a2+ b2,则 p = a2+ b2 = (a+ bi)(a− bi).

下面再证明第二个等价, 首先, p 是素元直接蕴含 p 是素数, 并且在 p 是

素数时,
p 是素元 ⇐⇒ Z[i]/(p) 是整环

2若 N q = p2, 则 N (p/q) = 1, 这样 q∼p, 矛盾.
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而
Z[i]
(p)

=
Z[X]/(X2 + 1)

(p)
=

Z/(p)[X]

(X2 + 1)
=

Fp[X]

X2 + 1

故上式是整环当且仅当 X2 + 1 在 Fp[X] 没有根, 换言之,
(
−1
p

)
= −1, 其中(∗

∗
)
是 Legendre 符号 (A.4). 根据 (A.5) 这等价于 p ≡ 3 mod 4.
若素元具有形式 a + bi, 则 a + bi|N (a + bi) = a2 + b2, 于是 a + bi 势必

整除 a2 + b2 在 Z 的某个素因子, 设之为 p, 即

a+ bi|p ⇒ N (a+ bi)|Np ⇒ a2 + b2|p2

此时 p|a2 + b2|p2, 则 a2 + b2 = p 或 a2 + b2 = p2. 容易知道, a+ bi 是素元, 则
a− bi 也是素元, 加之 b ̸= 0, 这迫使3a2 + b2 = p. 根据 a2 + b2 = p 是否有解,
我们知道, p ≡ 1 mod 4 或 p = 2. �

推论 1.6 对于素数 p ∈ Z, 其在 Z[i] 中的分解有三种情况

(1) p = 2, 则 2 = (1 + i)(1− i) = −i(1 + i)2. (分歧的)

(2) p ≡ 3 mod 4, 则 p = p. (惰性的)

(3) p ≡ 1 mod 4, 则 p = (a+ bi)(a− bi). 对某个 a, b ∈ Z. (分裂的)

1.3 Gauss 整环上的同余
引理 1.7 对于素数 p, 选取一个 Z[i] 素元 q|p, 则 (q) ∩ Z = (p). 4

证明 因为 q|p 即 p ∈ (q), 故 (p) ⊆ (q) ∩ Z. 但是 (q) ∩ Z 是一个理想, 设为
(a), (p) ⊆ (a) 意味着 a|p, 若 a∼p 即 |a| = p, 则已经得证. 若 a = ±1, 这意味
着 1 ∈ Z ⊆ (q), 从而矛盾. �

引理 1.8 对于 a+ bi ∈ Z[i], 有

Na = a2 + b2 = |Z[i]/(a+ bi)|
3因为若 (a+ bi)(a− bi) = a2 + b2 = p2 给出了 p2 的两种分解 (如果 p 继续分解下去的话).
4前一组括号是在 Z[i] 中生成的一组理想, 后一组括号是在 Z 中生成的理想.
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证明 这需要考虑 (a+ bi)[Z⊕ iZ] 在 Z⊕ iZ 中的指数, 根据 (B.2), 我们要计
算指数只需要计算如下映射在各自基 {a+ bi, (a+ bi)i} 和 {1, i} 下的矩阵的
行列式

det
(
a b

−b a

)
= a2 + b2 = N (a+ bi)

命题得证. �

a
b

Figure 1.2: Gauss 整环上的范数

约定 1.9 对于素数 p, 选取一个 Z[i] 素元 q|p, 实际上, 我们可以得到一个自
然同态

Z/(p)→Z[i]/(q) (∗)

这由 Z 到 Z[i] 的包含映射诱导 5, 且这是单射. 而因为有限整环总是域6, 根
据上面的引理我们知道, 所以上面的 (∗) 实际上可以看成域扩张. 方便起见,
下面直接认为是包含关系 Z/(p) ⊆ Z[i]/(q).

定义 1.10 (分歧指数, 惰性指数) 对于素数 p, Z[i] 的素元 q|p,

• 定义分歧 (ramification) 指数 (index)

e(q|p) = ordq p = p 分解为 q 的指数

5具体来说, ι : Z/(p) −→ Z[i]/(q) x mod p 7−→ x mod q.
6考虑左乘诱发的平移作用会得到域的论断.
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即 p 可以写成

p = qe(q|p)(. . .) (. . .) = (不相伴于 q 的素元)

• 定义惰性 (inertia) 指数

f(q|p) = [Z[i]/(q) : Z/(p) ] =域扩张 Z/(p) ⊆ Z[i]/(q) 的次数

• 定义纤维数

r(p) = #{“素元”q ∈ Z[i] : q|p} = #{“素元”q ∈ Z[i] : (p) ⊆ (q)}

以上 “素元” 均在相伴意义下计数.

定理 1.11 对于素数 p, Z[i] 的素元 q|p,

(1) p = 2 时, 唯一的选择是 q = 1 + i, 则

e(q|p) = 2 f(q|p) = 1 r(p) = 1

(2) p ≡ 3 mod 4 时, 唯一的选择是 q = p, 则

e(q|p) = 1 f(q|p) = 2 r(p) = 1

(3) p ≡ 1 mod 4 时, 唯一的选择是 q = a+ bi 或 q = a− bi, 则

e(q|p) = 1 f(q|p) = 1 r(p) = 2

证明 根据 (1.6), 以及 (1.8) 容易计算得到. �

1.4 应用––勾股方程
命题 1.12 勾股方程

X2 + Y 2 = Z2

在相差一个顺序下的通解为

X = u2 + v2 Y = 2uv Z = u2 − v2

其中 u, v ∈ Z.
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证明 先不放假设 X,Y 互素, 将方程变形为

(X + Y i)(X − Y i) = Z2

因为 2X = (X + Y i) + (X − Y i), 2iY = (X + Y i)− (X − Y i), 故二者公因子
为 2 的因子, 若不是 1, 则 2|N (X + Y i) = Z2, 于是 2|Z, 这迫使 X,Y 都是奇

数, 但是 X2 + Y 2 ≡ 1 + 1 ̸= 0 ≡ Z2 mod 4 意义下, 矛盾. 从而根据唯一分解,

X + Y i = u(a+ bi)2 X − Y i = u′(a′ + b′i)2

其中 u, u′ ∈ unitZ[i], 但是二者互为共轭, 故 X − Y i = u(a − bi)2, 不妨假设
u = 1, 则

X = u2 + v2 Y = 2uv Z = u2 − v2

问题得以解决. �

1.5 应用––平方和问题
命题 1.13 对于 n ∈ Z, 关于 (X,Y ) 的不定方程

X2 + Y 2 = n

有解当且仅当任意奇素数 p|n 若 p ≡ 3 mod 4, 则 ordp n 是偶数.

证明 必要性. 置于 Z[i] 中考虑, 则化为 (X + Y i)(X − Yi) = n. 若 n 有实不

可约因子,即 p ≡ 3 mod 4,设 ordp n = k,设 pi|(X+Y i)以及 pk−i|(X−Y i).
则通过取范数有 p2(k−i)|X2 + Y 2 = n, p2i|X2 + Y 2 = n, 由于 ordp n = k, 为
了防止次数超过, 这迫使 i = k − i 使得 k 为偶数.

充分性. 将 n 唯一分解,

n = pa1
1 . . . pak

k q2b11 . . . q2bhh pi ≡ 1 mod 4或pi = 2, qi ≡ 3 mod 4

其中 pi, qj 两两不同. 有 (xi, yi) 使得 pi = x2i + y2i , 则在 Z[i] 中的唯一分解是

n =

k∏
i=1

(xi + yii)
ai

k∏
i=1

(xi − yii)ai

h∏
j=1

q2bii
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则设

k∏
i=1

(xi + yii)
ai

h∏
j=1

qbii = X + Y i

k∏
i=1

(xi − yii)ai

h∏
j=1

qbii = X − Y i

则 n = (X + Y i)(X − Y i) = X2 + Y 2. 故有解. �

命题 1.14 条件承上, 解的个数为

4
∏
p|n

是 4k + 1 型素数或 2

ordp n = 4
∑
d|n


0 2|d

1 d ≡ 1 mod 4

−1 d ≡ 3 mod 4

证明 其解数应当是范数为 n 的 Gauss 整数个数为了数清解数, 对于

n = 2mpa1
1 . . . pak

k qb11 . . . qbhh pi ≡ 1 mod 4 qj ≡ 3 mod 4

其中 pi, qj 两两不同. 显然, 各素因子在相差一个单位的意义下各司其职, 可
使用乘法原理.

• 对于 n = 2m = im(1− i)2m 时, 在相差单位的意义下, 解数为 1.

• 对于 n = pa = (x− yi)a(x+ yi)a 时, 在相差单位的意义下, 解数为 a.

• 对于 n = qb 时, 在相差单位的意义下, 解数为 1.

考虑到单位有四个, 故解数为 4a1 . . . ak. 考虑多项式

f(X,Y, Z) = (1 + . . .+Xm)
k∏

i=1

(1 + . . .+ Y ai)
h∏

j=1

(1 + . . .+ Zbj )

则 n 的 4k+1 型因数的数量为上多项式展开后所有 X 的次数为 0, Z 的次数
为偶数的单项式的系数和; 4k+3 型则是 X 的次数为 0, Z 的次数为奇数的单
项式的系数和. 故当 bi 是偶数时,

∑
d|n


0 2|d

1 d ≡ 1 mod 4

−1 d ≡ 3 mod 4

= f(0, 1,−1) =
∏

ai

计数完毕. �
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1.6 另例––Z[
√
2]

定义 1.15 我们下面记

Z[
√
2] = {a+ b

√
2 : a, b ∈ Z}

这显然是一个整环. 可以也在上面定义范数

N (a+ b
√
2) = a2 − 2b2 ∈ Z

容易知道 N : Z[i]→Z 保持乘法, 且 N (x) = 0 ⇐⇒ x = 0. 并且我们继续沿
袭 (B.9) 的整除和相伴的记号和 (B.10) 的定义.

下面, 沿着 Gauss 整环的理论建立过程, 我们对 Z[
√
2] 作同样的事儿.

命题 1.16 Z[
√
2] 上的单位正是那些范数为单位的元素. 即

unitZ[
√
2] = N−1({±1})

定理 1.17 在 Z[
√
2] 上有带余除法. 具体来说任何 a, b ∈ Z[

√
2], 其中 b ̸= 0,

都存在 d, r ∈ Z[i] 使得

a = db+ r |N r| < |N b|

证明 设
a

b
= u+ v

√
2 u, v ∈ Q

选择与 u, v 最接近的整数 x, y, 并取 d = x+ y
√
2, r = a− db, 且

|N r| = |N (b(a/b− d))| ∵ N 可延拓到 Q[
√
2]

= |N b||N ((u− x) + (v − y)
√
2)|

= |N b|
∣∣(u− x)2 − 2(v − y)2

∣∣ ∵ |u− x|, |v − y| < 1
2

≤ |N b|
(
1
4 + 2 1

4

)
< |N b|

命题得证. �
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推论 1.18 Z[
√
2] 是是主理想整环, 进而是唯一分解整环.

定理 1.19 Z[
√
2] 上的素元有如下刻画

(1) 有理数 p ∈ Z[
√
2] 是素元

⇐⇒ p ∈ Z 是素数, 且不存在 a, b ∈ Z, s. t. |a2 − 2b2| = p

⇐⇒ p ∈ Z 是素数, 且 p ≡ ±3 mod 8.

(2) 无理数 (b ̸= 0), a+ bi ∈ Z[
√
2] 是素元

⇐⇒ |N (a+bi)| = |a2−2b2|是素数 p,且存在 a, b ∈ Z, s. t. |a2−2b2| = p.

⇐⇒ |N (a+ bi)| = |a2 − 2b2| 是素数 p, 并且 p ≡ ±1 mod 8 或 p = 2.

证明 证明与 (1.5) 相似, 同时需要 (A.6) 对
(
2
p

)
的计算. �

推论 1.20 对于素数 p ∈ Z, 其在 Z[i] 中的分解有三种情况

(1) p = 2, 则 2 =
√
2
2. (分歧的)

(2) p ≡ ±3 mod 8, 则 p = p. (惰性的)

(3) p ≡ ±1 mod 8, 则 p = ±(a+ b
√
2)(a− b

√
2), 其中 a, b ∈ Z. (分裂的)

前面的部分大抵与 Gauss 整环 Z[i] 类似, 但是关于单位, 似乎不尽相同.

定理 1.21 整环 Z[
√
2] 的全部单位是

±(1 +
√
2)n n ∈ Z

证明 我们已经知道 (1.16) 单位就是那些范数是 ±1 的元. 换句话说我们要
解方程

X2 − 2Y 2 = ±1

我们证明所有的解 X +
√
2Y 都是 ±(1 +

√
2)n. 首先, 通过不断除以 1 +

√
2,

即乘以 1−
√
2, 以及调整正负号, 可以假设

1 ≤ X +
√
2Y < 1 +

√
2
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可得到
√
2− 1 < ±(X −

√
2Y ) ≤ 1 ≤ X +

√
2Y < 1 +

√
2

对于 ± = − 的情形,

X =
(X +

√
2Y )− (

√
2Y −X)

2
<

(1 +
√
2)− (

√
2− 1)

2
= 1

这迫使 X = 0, 此时无解. 对于 ± = + 的情形,

Y =
(X +

√
2Y )− (X −

√
2Y )

2
√
2

<
(1 +

√
2)− (

√
2− 1)

2
√
2

=
1√
2
< 1

这迫使 Y = 0, 此时唯一的解是 X = 1, 命题得证. �

以上证明是 Pell 方程的标准证明, 一个一般 Pell 方程的简单的证明参见
[12]P260 Chapter 34.

1.7 应用–– Fermat-Wiles 大定理的伪证

如果伪证也算应用的话…

定理 1.22 (Fermat-Wiles 大定理) 对于 n ≥ 3, 如下方程没有非零整数解

Xn + Y n = Zn

伪证 (Lamé) 由于 “写不下”, 我们只给出证明的框架. 首先, 注意到, 只需
要证明对所有奇素数 p 证明即可. 将 Xp + Y p = Zp 改写为

Xp + Y p = (X + Y )(ζX + ζ−1Y ) . . . (ζ−1X + ζY ) = Zp

其中 ζ = e2πi/p 是 p 次本原单位根. 而根据唯一分解性,

ζiX + ζ−iY = uia
p
i ui是单位

不妨调整 ui = 1. 注意到如下恒等式

(ζiX + ζ−iY ) + (ζjX + ζ−jY ) = (ζ
i−j
2 + ζ−

i−j
2 )(ζ−

i+j
2 X + ζ−

i+j
2 Y )
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其中 x/2 是 modp 意义下的除法. 注意到 (ζ
i−j
2 + ζ−

i−j
2 ) 不是一个 p 次幂.

将其改写为

api + apj = z i−j
2
api+j

2

当 i = 1, j = 3 时, ap1 + ap3 = z1a
p
2, 这迫使 z1|ap1 + ap3. 这是不可能的7. �

以上伪证采自 [7], 其第一个错误8 在于假设 Z[ζ] 是唯一分解整环. 倘
若想要延续这一思路给出一个像样的证明, 则需要更多的知识, 参见 [8]P101
Chapter 6.

例 1.23 实际上, 很多环都不是唯一分解整环, 例如

Z[
√
−5] = {n+m

√
−5 : n,m ∈ Z} ⊆ C

容易验证这是一个整环, 但是.

• 2 不是素元. 由于

6 = 2× 3 = (1 +
√
−5)(1−

√
−5)

而 2
1±

√
−5

= 1∓
√
−5

3 /∈ Z[
√
−5] 从而 2 不整除 1±

√
−5, 但是 2|6.

• 2 是不可约元. 若

2 = (a+ b
√
−5)(c+ d

√
−5)

则取作为复数的模长的平方可知

4 = (a2 + 5b2)(c2 + 5d2)

这迫使 b = d = 0, 从而 ac = 2 可得 a = ±2 或 b = ±2.

7这一步是最扯的.
8虽然之后错误不计其数.



Chapter 2

Dedekind 整环

2.1 Dedekind 整环的性质

I. Dedekind 整环的唯一分解

定义 2.1 (Dedekind 整环) 一个整环 A, 如果是 Nother 的 (C.3), 整闭的
(C.17), 以及所有理想都是有限生成的1, 则称 A 是Dedekind 整环 .

我们建立唯一分解的一个重要步骤是消去律的存在, 但是在理想上这件
事并不容易, 为此我们定义分式理想.

定义 2.2 (分式理想) 对于整环 A, 所有形如

a

x
a ⊆ A 是理想, x ∈ R \ 0

的集合被称为 A 的分式 (fractional) 理想 . 对应地, 称原本的那些理想为 A

的整 (integral) 理想 . 对于分式理想, 也有自然的加法, 交以及乘法.
对于 x

y ∈ FracA, 记
(
x
y

)
= (x)

y 就是一个分式理想, 这被称为主分式理想 .
这等价于说 f 是分式理想指的是满足 xf ⊆ A 对某个 x ∈ A \ 0 的 FracA

中的某个 A-子模 f. 对于 Noether 整环, 这等价于说分式理想是一个 FracA 中
1这在代数几何中对应为 “维数为 1”.

14
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的有限生成 A-子模 2.

定义 2.3 (可逆) 对于整环 A 的分式理想 f, 若存在分式理想 g 使得 fg = A,
则称 f 是可逆的 , 并记 g = f−1.
显然, 在可逆时下, 逆是唯一的, 记号承上, g = {x ∈ FracA : xf ⊆ A}. 显

然, 在 f 是非零主分式理想 (x) 时, (x)−1 = (x−1).

定理 2.4 对于 Dedekind 整环 A, 任何 A 的理想 a 可以唯一地写成一些素理

想的乘积

a = p1 . . . pn = {
∑
p1 . . . pn : pi ∈ pi }

且, 全体非零分式理想都可逆, 且关于分式理想的乘法构成一个 Abel 群, 单位
元是理想 A 本身, f 的逆元是 f−1. 且这个群是自由的, 全体素理想是一组基.

证明 实际上, 为了证明了全体非零分时理想构成 Abel 群的论断, 我们只要
证明全体非零理想都可逆. 因为任何非零分式理想 a

x , 其逆就是 xa−1. 这还可
以得到任何非零分式理想即两个非零整理想的商3. 而假如证明了唯一分解的
性质, 容易得到全体素理想是一组基.
这个证明来自 Van der Waerden. 这个证明的首尾两段可以类比 (B.11).

先证明任何 A 的理想 a 包含一些非零素理想的乘积. 假如不对, 则可以
挑选极大的不满足条件的理想 a, 注意此时 a 不是素理想, 从而存在两个理想
a1, a2 使得

a1a2 ⊆ a a1 * a a2 * a

用 a+ ai 替代 ai, 则条件还可以强化为

a1a2 ⊆ a a ( a1 a ( a2

但是这样根据 a 的极大性, a1, a2 就是一些素理想的乘积, 矛盾.
2因为, 对于 Noether 整环, 任何理想都是有限生成的, 除以一个分母也是有限生成的; 反之,

将那些生成元的分母乘起来就可以作为一致的分母, 可得其某个非零倍数是 A 中的有限生成

A-模, 即 A 的理想.
3一边是因为构成群, 另一边是因为 a

x
= a(x)−1.
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再证明非零素理想都是可逆的. 对于非零素理想 p, 考虑

[A : p] := {x ∈ FracA : xp ⊆ A} ⊇ A

现在,
p ⊆ p · [A : p] ⊆ A

这迫使左右两边的包含取到一个等号, 我们希望右边取到等号, 这样本段就证
明结束了. 如果左边取到等号, 任意 x ∈ [A : p], 有 xp ⊆ p, 因为 p 是 FracA 中
有限生成的 A-模, 根据 (C.11), 这说明 x 在 A 上整, 根据整闭性, x ∈ A, 这意
味着 A = [A : p].
但这是不可能的, 取 a ∈ p \ 0, 则根据第一段

p1 . . . pr ⊆ aA ⊆ p

则存在某个素理想 pi ⊆ p, 因为维数为 1 的假设, p = pi, 不妨设 p1 = p, 这样

p
p2 . . . pr

a
⊆ A ⇒ p2 . . . pr

a
⊆ [A : p] ⇒ p2 . . . pr

a
⊆ A

即

p2 . . . pr ⊆ aA ⊆ p

假如我们一开始假设取 r 是最小的, 就产生了矛盾.

接着证明非零理想都是可逆的. 假如不对, 则可以挑选极大的不满足条件的
理想 a, 注意此时 a 不是素理想, 从而存在素理想 p 使得 a ( p, 则

a ⊆ ap−1 ⊆ a · [A : a] ⊆ A

第一个包含关系的等号不能取到, 假如取到则任意 x ∈ p−1, 有 xa ⊆ a, 因为
a 是 FracA 中有限生成的 A-模, 根据 (C.11), x ∈ A, 我们第二段已经证明过
A ̸= p−1 了. 根据极大性, ap−1 是可逆的, 则 (ap−1)−1p−1 是 a 的逆.

最后证明唯一分解性. 假如不对, 则可以挑选极大的不满足条件的理想 a,
注意此时 a 不是素理想, 从而存在素理想 p 使得 a ( p, 则

a ⊆ ap−1 ⊆ a · [A : a] ⊆ A
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第一个包含关系的等号同样不能取到, 那么根据极大性, ap−1 可以写成一些素

理想的乘积, 则
a = (ap−1)p

也是一些素理想的乘积. 而如果一个理想

a = p1 . . . pn = q1 . . . qm

那么

q1 . . . qm = p1 . . . pn ⊆ p1

根据素理想的条件, 必定有一个 qi ⊆ p1, 根据维数为 1, qi = p1, 两边同时乘
以 p−1 消去 p, 可以持续下去得到 n = m 和置换 σ ∈ Sn, 使得 pσ(i) = qi, 命
题得证. �

定义 2.5 (类群) 对于 Dedekind 整环 A, 记

I(A) =全体非零分式理想 ⊇ P(A) =全体非零分式主理想

他们都构成 Abel 群, A 的类 (class) 群和类数被定义为

Class(A) = I(A)/P(A) class(A) = |Class(A)|

显然, Class(A) 是平凡群 ⇐⇒ class(A) = 1⇐⇒ A 是主理想整环.

例 2.6 实际上, (C.16) 介绍的二次扩张都是 Dedekind 整环. 关于维数为 1

是根据 (C.22), 整闭和 Noether 不难验证.

例 2.7 当 A = Z[i] 或 A = Z[
√
2] 时, 根据第一章, 他们都是主理想整

环, 故 class(A) = 1. 除此之外, 还有很多可以验证有带余除法的环如
A = Z

[
1−

√
−3

2

]
, A = Z

[√
5−1
2

]
.

例 2.8 回忆 (1.23), 当 A = Z[
√
−5] 时, 在后面 (2.27) 我们会知道她是

Dedekind 整环, 不过目前我们知道其不是主理想整环, 故 class(A) > 1. 实
际上可以将 6 的分解改写为主理想的乘法

(6) = (2) · (3) = (1 +
√
−5) · (1−

√
−5)

依托于此, 可以给出 (6) 的唯一分解.
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• 考虑理想 (2, 1 +
√
−5), 不难验证, 4 当中的元素形如 x+ y

√
−5, 其中 x, y 同

奇偶. 若

(a+ b
√
−5)(c+ d

√
−5) = ac− 5bd+ (ad+ bc)

√
−5 ∈ (2, 1 +

√
−5)

则 ac− 5bd 与 ad+ bc 同奇偶. 这迫使 a, b 同奇偶, 或 c, d 同奇偶5. 这可以得
到 (2, 1 +

√
−5) 是素理想.

• 类似可以得到 (2, 1−
√
−5) = (2, 1 +

√
−5) 也是素理想.

• 再考虑 (3, 1 +
√
−5), 其形式容易验证为 x + y

√
−5, 满足 x − y 是 3 的倍数,

这样若

(a+ b
√
−5)(c+ d

√
−5) = ac− 5bd+ (ad+ bc)

√
−5 ∈ (3, 1 +

√
−5)

有 ac− 5bd− ad− bc ≡ 0 mod 3 即

ac− 5bd− ad− bc ≡ ac+ bd− ad− bc = (a− b)(c− d) ≡ 0 mod 3

因为 Z/3Z 是整环, 故 a − b ≡ 0 mod 3 或 c − d ≡ 0 mod 3, 这证明了
(3, 1 +

√
−5) 是素理想.

• 类似地考虑 (3, 1−
√
−5), 其形式容易验证为 x+ y

√
−5, 满足 x+ y 是 3 的倍

数, 故 (3, 1 +
√
−5) ̸= (3, 1−

√
−5), 同样可以验证其是素理想.

• 从而我们得到了不可约元的分解

(2, 1±
√
5)(3, 1±

√
5) = (6, 1±

√
5) = (1±

√
5)

(2) = (2, 1 +
√
−5)2 (3) = (3, 1 +

√
−5)(3, 1−

√
−5)

故实际上 “理想的唯一分解” 是这样的

(6) = (2, 1 +
√
−5)2(3, 1 +

√
−5)(3, 1−

√
−5)

Dedekind 所创造的 “理想” 这一概念, 就源起于本仅存于意识和虚妄或者说理
想之中的那个 2 和 1 +

√
−5 的最大公约数.

4 因为形如 2(a+ b
√
−5) + (1 +

√
−5)(c+ d

√
−5) = 2a+ c− 5d+ (2b+ c+ d)

√
5, 端详其

形式可知.
5假如 a, b 不同奇偶, c, d 不同奇偶, 这样,

ac− 5bd ≡ ac+ (a+ 1)(c+ 1) ≡ a+ c+ 1 ad+ bc ≡ a(c+ 1) + (a+ 1)c ≡ a+ c

不可能同奇偶.
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II. Dedekind 整环的算术

记号 2.9 (整除) 源自数论的记号, 我们约定, 对于整理想 a, b, 整除

a|b ⇐⇒ b ⊆ a

定义 2.10 (阶) 对于 Dedekind 整环 A 的非零素理想 p, 分式理想 f, 假如

f = pf11 . . . pfrr

是 f 的唯一分解, 且 pi 是两两不同的非零素理想, 定义阶 (order)

ordp f =

ai p = pi对某个 i

0 其他情况

此即 f 的唯一分解中 p 的指数. 约定 ordp 0 = ∞. 同时记 ordp a 是 ordp(a)

的简写.

评注 2.11 实际上, 按照 (2.5) 的记号, 若记 A 的全体素理想是 specA, 则

φ : I(A) ∼−→ Z⊕ specA f 7−→ (ordp f)p∈specA

给出一个同构, 其逆映射是

ψ : Z⊕ specA ∼−→ I(A) (ap)p∈specA 7−→
∏

pap

定理 2.12 对于 Dedekind 整环 A, 两个理想 a, b, 假设其唯一分解为

a = pa1
1 . . . par

r b = pb11 . . . pbrr

其中 {pi} 是两两不同的素理想6. 则

(1) a|b ⇐⇒ ai ≤ bi 即对于任何非零素理想 p, ordp a ≤ ordp b.

(2) a+b = pc11 . . . pcrr ,其中 ci = min(ai, bi). 即 ordp(a+b) = min(ordp a, ordp b).

(3) a∩b = pd1
1 . . . pdr

r ,其中 di = max(ai, bi). 即 ordp(a+b) = max(ordp a, ordp b).
6总可以这样假设, 如果允许某些 ai, bi 为零.
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(4) 特别地, a, b 互素当且仅当对每个 i, ai = 0 或 bi = 0.

(5) 特别地, p 出现在 a 的分解中当且仅当 a ⊆ p.

证明 (1) 充分性显然. 反之, 若 b ⊆ a, 可以作 a−1 · b ⊆ A 的唯一分解, 立刻
会得到 ai ≤ bi. (2) 是因为 a+ b 是包含 a, b 的最小的理想. (3) 是因为 a ∩ b

是包含于 a, b 的最大的理想. (4)(5) 显然. �

推论 2.13 关于阶, 有如下不难验证的事实,

(1) ordp a = a ⇐⇒ pa | a但pa+1 - a

(2) ordp a = n ⇐⇒ a ∈ pn \ pn+1

(3) ordp fg = ordp f+ ordf g

(4) ordp(x+ y) ≥ min(ordp x, ordp y)

其中 a 是整理想, f, g 是分式理想, a, x, y ∈ A.

回忆互素的定义 (B.4).

命题 2.14 对于 Dedekind 整环 A 的有限个非零素理想 p1, . . . , pr, 任意非负
整数 n1, . . . , nr, 必存在 x ∈ A 使得

ordpi x = ni ∀i = 1, . . . , r

证明 根据 (2.13) 之 (2), 因为唯一分解性 pni ) pni+1, 故可以挑选 xi ∈
pi \ pi+1, 这样再根据 (2.12), 以及中国剩余定理 (B.8) 存在

x ≡ xi mod pni+1
i ∀i = 1, . . . , r

此时 ordpi x = ni. �

推论 2.15 如果 Dedekind 整环只有有限个素理想, 则是主理想整环.

证明 根据 (2.14), 因为只有有限个素理想, 任何理想 a 都存在 a 使得

ordp a = ordp a. 这就说明 a = (a). �
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命题 2.16 对于 Dedekind 整环的理想 b, 任意非零理想 a ⊆ b, 都存在主理想
(a) 使得 b = a+ (a).

证明 考虑那些出现在 a 和 b 分解之中的素理想 p1, . . . , pr, 根据 (2.14), 取
a ∈ A 使得

ordpi a = ordpi b ≤ ordpi a

则

ordp(a+ (a)) = min(ordp a, ordp a) =

ordpi b p = pi

0 其他情况
= ordp b

命题得证. �

推论 2.17 (一又二分之一定理) 对于 Dedekind 整环的理想 a, 任意 a ∈ a \ 0,
都存在 b ∈ a 使得 (a, b) = a.
特别地, Dedekind 整环的任何理想都可以由两个元生成.

命题 2.18 对于 Dedekind 整环的理想 a, c, 存在理想 b 使得

ab是主理想 c+ b = (1)

即是说任何理想在类群中的逆都可以取得不出现预先给点的一些素理想.

证明 考虑 ac ⊆ a, 则存在 a 使得 ac+ (a) = a, 两边同时除以 a, 得到

c+ (a) · a−1 = (1)

取 b = (a) · a−1 即满足条件. �

III. Dedekind 整环的局部化 回忆局部化 §C.3.

命题 2.19 对于 Dedekind 整环的局部化还是 Dedekind 整环. 具体来说, 对
于 Dedekind 整环 A, 乘性子集 S, 则局部化 S

-1
A 还是 Dedekind 整环7.

7排除平凡的情况, 如 0 ∈ S 以及 S = A \ 0.
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并且, a 的唯一分解将给出 S
-1
a 的唯一分解

a =

r∏
i=1

pai
i ⇒ S

-1
a =

∏
i∈I

(S
-1
pi)

ai

其中 pi 是不同的素理想, S-1
pi 也是不同的素理想, I = {i : S ∩ pi = ∅}.

证明 前一个论断只需要验证定义的三条,根据 (C.8)理想的对应,是 Noether
的. 根据 (C.8) 素理想的对应, 维数至多为 1, 因为排除了平凡的情况, 故维数
为 1. 再根据 (C.14), S-1

A 在 S
-1FracA = FracA 的整闭包为 S

-1
A 本身, 故整闭.

第二个论断需要注意到

S
-1
aS

-1
b =


∑ ab

s
:

{a} ⊆ A
{b} ⊆ B
{s} ⊆ S

 通分
=


∑
ab

s
:

{a} ⊆ A
{b} ⊆ B
s ∈ S

 = S
-1
ab

根据 (C.8), 经过局部化只有那些 S ∩ p = ∅ 的素理想幸存, 且 S
-1
p 是 S

-1
A 的

素理想. 否则 S
-1
p = S

-1
A, 故命题得证. �

推论 2.20 对于 Dedekind 整环 A, 非零素理想 p, 则

aAp = (pAp)
v v = ordp a

而我们关心对一个非零素理想的局部化, 回忆对一个素理想的局部化
(C.9). 为了准确表述其性质, 我们先回忆离散赋值整环 §C.5.

命题 2.21 对于 Dedekind 整环 A, 非零素理想 p, 则 Ap 是离散赋值环, 赋值
就是 ordp.

证明 根据 (2.13), ordp 确实满足赋值的条件. 我们验证

Ap = {x ∈ FracA : ordp x ≥ 0}

任意取 x
y ∈ Ap, 其中 x ∈ A, y /∈ p, 那么

ordp x ≥ 0, ordp y = 0 ⇒ ord x
y
≥ 0
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反之, 若 ordp x ≥ 0, 我们要取 a /∈ p 使得 ax ∈ A, 根据 (2.14) 取 a 满足

∀ ordp x < 0, ordp a = | ordp x| ordp x = 0

这样任意 q 都有 ordq ax ≥ 0, 这就意味着 ax ∈ A. �

命题 2.22 对于 Dedekind 整环 A, 非零素理想 p, 有 A/p-线性空间的同构

A/p ∼= p/p2 ∼= . . . ∼= pi/pi+1

换言之, A 的伴随分次代数 grA =
∑∞

i=0 p
i/pi+1 ∼= (A/p)[X].

证明 我们知道8 pi/pi+1 = piAp/p
i+1Ap, 故不妨假设 A = Ap 是离散赋值

环, 这已经在 (C.28) 证明过. 或者可以这样证明, 构造

φ : A/p −→ pi/pi+1 x mod p 7−→ ax mod pi+1

其中 a ∈ pi \ pi+1, 容易验证这是良定义的. 计算阶知是单射. 为了看到是满
射, 任意取 b ∈ pi, 因为 (a) 和 pi 互质, 根据互质的定义存在 ax ≡ 1 mod pi,
命题得证. �

2.2 Dedekind 整环的扩张

I. 扩张的基本性质

回忆 2.23 (迹配合) 回忆对于有限可分域扩张 K ⊆ L, (B.28) 定义了 “迹
(trace) 配合 (pairing) ”

⟨−,−⟩ : L× L −→ K (α, β) 7−→ tr↓LK (αβ)

并断言其是非退化的. 这一记号将贯穿本节.

定理 2.24 对于 Dedekind 整环 A, 以及其商域的有限可分扩张 K ⊆ L, 设 A

在 L 中的整闭包是 B, 则 B 也是 Dedekind 整环.
8利用局部化的正合性.
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事实上 B 作为 A-模是有限生成的. 当 A 是主理想整环时, B 还是自由
A-模, 其秩为 [L : K].
而且 tr↓LK 和 Nm↓LK 将 B 映入 A.
且根据 (C.21), 还有 K ·B = L,B ∩K = A, 特别地 FracB = L.

证明 关于后者是显然的, 因为他们的共轭也在 A 上整, 故 tr ↓LK 和 Nm ↓LK
分别是一些整元的加和乘, 故也在 A 上整, 但同时 tr ↓LK 和 Nm ↓LK 落在 K

中, 由于 A 是整闭的, 故实际上落在 A 中.
假设 L = Kα1 + . . .+Kαn.

接着, B 是整闭的 根据 (C.21) 或者根据定义显然.

接着, B 维数为 1. 如果 b是 B 的非零素理想但不是极大理想,则 a = b∩A
是素理想故是极大理想或 0, 但根据 (C.22), a 处于两难境地, 矛盾.

首先, B 是 Noether 的. 实际上, 我们可以证明 B 作为 A-模是有限生成
的. 根据 (C.21), B ·K = L, 故不妨假设 αi ∈ B. 根据 (B.28), 考虑非退化的
“迹配合”⟨−,−⟩, 选取 βi ∈ B 使得

⟨αi, βj⟩ = δij =

1 i = j

0 i ̸= j

因为有限性, βi 也构成一组基. 我们要证明∑
Aαi ⊆ B ⊆

∑
Aβi

第一个是显然的, 第二个是因为任意 x ∈ B ⊆ L, 假设 x =
∑
ciβi, 其中

ci ∈ K, 那么
ci = ⟨x, αi⟩ = tr↓LK (xαi) ∈ A

这就证明了结果.
此时容易得到 B 是有限生成 A-模的子模, 因为 A 是 Noether 模从而也

是有限生成的. 容易由此得到 B 是 Noether 的9.
9根据 (C.6), 此时 B 的理想实际上都是有限生成 A-模, 故满足降链条件.
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且当 A 是主理想整环时, B 还是自由 A-模, 其秩为 [L : K]. �

实际上, 如果对于 Dedekind 整环 A, K = FracA, L 是 K 的有限代数扩

张, B 是 A 在 L 中的整闭包, 那么 B 依旧是 Dedekind 整环, 即使 K ⊆ L 不
可分, 参见 [3]P161 (26.18).

定义 2.25 为了行为流畅, 在本节, 约定称号 “ Dedekind 扩张 ” 是一对扩张

(A ⊆ B,K ⊆ L) :



L

B

K

A


• A 是 Dedekind 整环, FracA = K.

• K ⊆ L 是有限可分扩张.

• B 是 A 在 L 中的整闭包.

则结合我们已经知道的结论, 有 (1)A,B 都是 Dedekind 整环; (2)A ⊆ B

是整扩张, K ⊆ L 是有限可分扩张; (3)FracA = K,FracB = L; (4)K · B =

L,B ∩K = A.

例 2.26 显然 (Z ⊆ Z[i],Q ⊆ Q[i]) 是 Dedekind 扩张.

例 2.27 根据 (2.24),任何 Q的有限扩张 L, Z在 L中的整闭包都是 Dedekind
整环.

II. 素理想扩张

引理 2.28 (上行定理) 对于 Dedekind 扩张 A ⊆ B, A 的非零素理想 p, 则存
在 B 的非零素理想 P 使得

P ∩A = p
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证明 先证明 A是局部环的情况. 取 B的极大理想P,根据 (C.22) P∩A = p.
一般地, 考虑乘性子集 S = A \ p ⊆ B, 考虑局部化 Ap = S

-1
A ⊆ S−1B,

根据第一段, 存在 S
-1
B 的极大理想 M 使得 M ∩Ap = pAp, 那么

pAp ∩A = {x ∈ A : ∃a ∈ p, b ∈ A \ p, s. t. xb = a} = p

且 P = M ∩B 是素理想, 因为 P ∩A = p, 故 P ̸= 0, 命题得证. �

定理 2.29 对于 Dedekind 扩张 A ⊆ B, 非零素理想 p, 则

pB ∩A = p

证明 因为 p ⊆ pB ∩A, 由 p 是极大理想, 有 pB ∩A = p, pB ∩A = A, 前者
即所要求的. 后者意味着 1 ∈ A ⊆ pB, 即 B = pB. 但是这与上行定理 (2.28)
矛盾. �

推论 2.30 对于 Dedekind 扩张 A ⊆ B, p,P 分别是 A,B 的非零素理想, 则

p ⊆ P ⇐⇒ P ∩A = p

且这样的素理想只有有限个.

证明 关于有限的论证是因为那些满足条件的 P 正是那些出现在 pB 分解中

的素理想. �

我们的目标是为了计算分解

pB = Pe1
1 . . .Per

r

为此我们定义如下的概念. 同样类似, 仿照 (1.9), 有上面的定理保证, 约定

A/p ⊆ B/P

称 A/p 为 p 的剩余类域 .

定义 2.31 (分歧指数, 惰性指数, 纤维数) 对于 n 次 Dedekind 扩张 A ⊆ B,
称 p ⊆ P 是素理想的扩张如果 p,P 分别是是 A,B 的素理想. 记
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• 分歧指数

e(P|p) = ordP p = p 唯一分解中 P 的指数

• 惰性指数

f(P|p) = [B/P : A/p] =域扩张 A/p ⊆ B/P 的扩张次数

• 纤维数

r(p) = #{B 的素理想P : p ⊆ P}

容易验证分歧指数和惰性指数的塔性质, 对素理想的扩张 p ⊆ P ⊆ P 有塔性
质

e(P|P)e(P|p) = e(P|p) f(P|P)f(P|p) = f(P|p)

如上定义和 (1.10) 所定义的如出一辙, 例子也在例子之后.

定理 2.32 (基本恒等式) 对于 n 次 Dedekind 扩张 A ⊆ B, p ⊆ P 是素理想

的扩张, 则
n =

∑
P⊇p

e(P|p)f(P|p)

证明 对于右边, 根据中国剩余定理

B/pB = B/Pe1
1 . . .Per

r
∼=

r⊕
i=1

B/Pei
i

作为 B/Pi-线性空间 (2.22) 10,

B/Pei
i
∼= (B/Pi)

ei

故右边作为 A/p-线性空间的维数为
∑r

i=1 eifi.
对于左边, 如果 A 是主理想整环, 那么 B 是秩为 n 的自由 A-模. 故作为

线性空间,
B/pB ∼= An/pAn ∼= (A/p)n

10具体来说, 构造 B ⊇ Pi ⊇ . . . ⊇ P
ei
i
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故作为 A/p-线性空间的维数为 n. 对于一般情况, 类似地, 取 S = A \ p, 根据
(2.19) 于是 S−1(pB) 的分解依旧保留, 各 ei 对应相等, 且商和局部化可以交
换, 各 fi 对应相等. 但 n 不随着局部化而变, 命题得证. �

定义 2.33 对于 n 次 Dedekind 扩张 A ⊆ B, p ⊆ P 是素理想的扩张,

• 称 P 是不分歧的 (unramified)如果

e(P|p) = 1

否则称 P是分歧的 (ramified) . 称 p是不分歧的如果对所有 P ⊇ p,P
不分歧, 否则称 p 是分歧的 . 即 pB 在 B 中分解为不同素理想的乘积.

• 称 P 是完全不惰性的如果

f(P|p) = 1

• 称 p 是不分裂的 (nonsplit, indecomposed)如果

r(p) = 1

即 pB 在 B 中分解为一个素理想的幂次.

除此之外, 定义

• 称 p 是完全分歧的 (completely ramified)如果对所有 P ⊇ p,

e(P|p) = n f(P|p) = 1 r(p) = 1

• 称 p 是完全分裂的 (split completely, totally split)如果对所有
P ⊇ p,

e(P|p) = 1 f(P|p) = 1 r(p) = n

即 pB 在 B 中分解为 n 个不同素理想的乘积.

• 称 p 是惰性的 (inert)如果对所有 P ⊇ p,

e(P|p) = 1 f(P|p) = n r(p) = 1

即 pB 在 B 中还是素理想.
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定理 2.34 (Dedekind) 对于 Dedekind 扩张 A ⊆ B, A 的非零素理想 p. 如
果 B = A[α], 令 f(X) 是 α 的最小多项式, 设首一 f1(X), . . . , fr(X) ∈ A[X]

使得

f ≡ fe11 . . . ferr mod p

是 f 在 A/p[X] 中的唯一分解. 那么

pB =

r∏
i=1

[
p+ ( fi(α) )

]ei
是 pB 在 B 中的唯一分解. 且对应的惰性指数 fi = deg fi.

证明 注意到

B

pB
=
A[X]/(f)

pB
=

A/p[X]

(f mod p)
=

A/p[X]

(fe11 . . . ferr mod p)
=

r⊕
i=1

A/p[X]

(feii mod p)
(∗)

不难得到11 其极大理想就是 (feii mod p), 根据商环的理想对应, B 中包含 pB

的素理想就是 p+( fi(α) ),记 Pi = p+( fi(α) ). 且 (∗)还说明12 ordPi a = ei,
故命题中关于分解的部分得证. 然后

B

Pi
=

A[α]

p+ ( fi(α) )
=

A[X]

p+ ( fi )
=

A/p[X]

(fi mod p)

故 B
Pi
是 A/p 添加上 fi 的某个根的单扩张, 故 deg fi 就是惰性指数. �

实际上上述的证明过程是 (1.5) 的深入, 在原本的证明中我们只给出了不
可约的判据, 但是上述证明实际上还决定了可约的情况.

评注 2.35 对于 Dedekind 整环 A ⊆ B,K ⊆ L, A 的非零素理想 p. 如果某个
α ∈ B 使得 L = K[α], 一般没有 B = A[α], 但可以取 “分母集 ”

F = {b ∈ B : bB ⊆ A[α]}

这是一个理想, 如果 p 与 F 互素, 那么上面的结论依旧成立, 因为若记
B′ = A[α], 不难13得到 B

pB
∼= B′

pB′ , 后续的证明是一样的.
11 注意到一个环论的事实, A × B 的理想都形如 a × b, 故 A × B 的极大理想都形如 m × B

或 A× m′.
12 因为 P

ei
i | p, 且 P

ei+1
i - p.

13 因为 pB + F = B, 故 B = pB + F ⊆ pB +B′ ⊆ B, 故 B′ = B mod pB.
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例 2.36 考虑 Gauss 整环 Z[i], i 的最小多项式是 X2 + 1, 由二次互反律
(A.5) 知,

• 当 p = 2 时, Z/2Z 上的完全分解

X2 + 1 ≡ (X + 1)2 mod 2

则根据上面的定理 (2.34),

(2) = ( (2) + (i+ 1) )2 = ( (i+ 1) )2

• 在 p ≡ 3 mod 4 时, 在 Z/pZ[X] 上的 X2 + 1 不可约, 则根据上面的定理
(2.34),

(p) = ( (p) + (i2 + 1) ) = (p)

给出唯一分解.

• 在 p ≡ 1 mod 4 时, 在 Z/pZ[X] 上的完全分解

X2 + 1 ≡ (X + ι)(X − ι) mod p ι2 ≡ −1 mod p

则根据上面的定理 (2.34),

(p) = ( (p) + (i+ ι) ) · ( (p) + (i− ι) )

给出唯一分解. ( (p) + (i+ ι) ) 的前者的形式14 是 x+ yi, 其中 y ≡ xι mod p,
如果期望将其配成一个主理想, 应当取其中范数最小者, 即使得 x2 + y2 最小者,
且这个最小值必须为 p.

例 2.37 考虑 Z [ϕ], 其中 ϕ =
√
5−1
2 为黄金分割, 其最小多项式为 X2+X−1,

• 在奇素数 p 时, 因为 2 可逆, 施以配方得到

X2 +X − 1 =

(
X +

1

2

)2

− 5

4

因为是否可约完全取决于 5 是否是二次剩余, 根据二次互反律 (A.7),

(
5

p

)
=

(p
5

)
=

1 p ≡ ±1 mod 5

−1 p ≡ ±2 mod 5

14因为 (a+bi)(i+ι)+(c+di)p = (a+bι+cp)+(aι−b+dp)i = (a+bι+cp)+(a+bι−dιp)ιi.
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当 p ≡ ±1 mod 5 时, 设

κ2 ≡ 5 mod p 2λ ≡ 1 mod p

那么根据上面的定理 (2.34),

(p) = ( (p) + (ϕ+ λ+ λκ) ) · ( (p) + (ϕ+ λ− λκ) )

= ( (p) + (2ϕ+ 2λ+ 2λκ) ) · ( (p) + (2ϕ+ 2λ− 2λκ) )

= ( (p) + (
√
5 + κ) ) · ( (p) + (

√
5− κ) )

• 而如果用 (2.35), 我们不妨直接使用 Z[
√
5], 其 “分母集” 为

F = {x ∈ Z [ϕ] : x
√
5 ∈ Z [ϕ]} ⊇ (2)

故只要和 (2) 互素就可以使用. 交给读者去验证得到的结果是一样的.

• 若想要得到 (2) 的分解, 因为 X2 +X − 1 = 0 在 Z/2Z 没有根, 故 (2) = (2)

是完全分解.

例 2.38 考虑 Z[
√
−5], 这是 Z 的 Dedekind 扩张. 生成元

√
−5 是最小多项

式是 X2 + 5, 其在 Z/pZ[X] 上是否可约取决于 −5 是否是二次剩余, 根据二
次互反律 (A.7),

(
−5
p

)
=

1 p ≡ 1, 3, 7, 9 mod 20

−1 p ≡ −1,−3,−7,−9 mod 20

特别地, p = 3 时, 容易计算 12 ≡ −5 mod 3, 故根据上面的定理 (2.34),

(3) = ( (3) + (1−
√
−5) ) · ( (3) + (1 +

√
−5) )

p = 2 时, X2 + 5 ≡ (X + 1)2 mod 2, 故根据定理 (2.34)

(2) = ( (2) + (1 +
√
−5) )2

这和 (2.8) 给出的分解是一样的, 但是显然这种方法更有效.

更多这样的计算, 可见 [8]P63.
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III. Galois 扩张 下面我们要考虑 Dedekind 扩张 (A ⊆ B,K ⊆ L) 在

K ⊆ L 是 Galois 扩张的情况. 此时我们称之为Galois-Dedekind-扩张 .

定理 2.39 对于 Galois-Dedekind-扩张 (A ⊆ B,K ⊆ L), 其 Galois 群是 G.
则 G ·B = B. 且对于 A 的任意非零素理想 p, 则 G 在 p 在 B 的素理想扩张

上的作用是可迁的. 即

∀P1,P2 ⊇ p, ∃σ ∈ G, s. t. σP1 = P2

证明 第一个论断是只需考虑整性方程15. 关于第二个论断, 显然, G 中的元
素把素理想变成素理想. 否则, 可以使用中国剩余定理16, 找 x ∈ B 使得

x ≡ 0 mod σ−1P1 x ≡ 1 mod σ−1P2 ∀σ ∈ G

而 Nm↓LKx =
∏
σx ∈ K ∩ B = A, 根据左边 Nm↓LKx ∈ P1 ∩ A = p, 根据右

边 Nm↓LKx ≡ 1 mod P2, 故 Nm↓LKx− 1 ∈ p, 矛盾. �

评注 2.40 上述定理说明实际上 Galois 群还顺便描述了素理想扩张的对称
性, 所有素理想的扩张的特性都是一样的 17, 这样定义 (2.31) 和 (2.33) 中的
各种质数和对素理想的描述都可以直接加在素理想上而不管其扩张的选择,
换句话说, 我们定义

e(p) = e(P|p) f(p) = f(P|p) ∀P ⊇ p

这样素理想的分解应该是

p = am a = P1 . . .Pr(p) 即, “无平方因子”

这样基本恒等式 (2.32) 变成了 n = e(p)f(p)r(p).

定义 2.41 对于 Galois-Dedekind-扩张 (A ⊆ B,K ⊆ L), 其 Galois 群是 G.
对于素理想扩张 p ⊆ P,

15如果 β ∈ B 满足 βn + an−1βn−1 + . . .+ a0 = 0, 则 (σβ)n + . . . = σ((β)n + . . .) = 0, 故
σβ ∈ L 在 A 上整, 故 σβ ∈ B.

16因为 σ−1Q ̸= τ−1P 对任何 σ, τ ∈ G, 且都是有限个
17具体而言, p = Pe1

1 . . .Per
r , p = σp = σPe1

1 . . . σPer
r , 故 e1 = . . . = er. 而 B/σP =

σB/σP = σ(B/P) ∼= B/P, 故扩张次数相同.
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• 记分解 (decompostion) 群 , 分解域和分解环

GdecP = {σ ∈ G : σP = P}

LdecP = {x ∈ L : σx = x ∀σ ∈ GdecP}

BdecP = {x ∈ LdecP : x 在 A 上整}

• 记惰性 (inertia) 群 , 惰性域和惰性环

GineP = {σ ∈ G : ∀x ∈ B, σx ≡ x mod P}

LineP = {x ∈ L : σx = x ∀σ ∈ GineP}

BineP = {x ∈ LineP : x 在 A 上整}

故 GineP ⊆ GdecP ⊆ G, 根据 Galois 理论 (B.23) K ⊆ LineP ⊆ LdecP ⊆ L. 有
Dedekind 扩张 A ⊆ AineP ⊆ AdecP ⊆ B.

记号 2.42 方便起见, 下面我们固定如下记号, 对于 Galois-Dedekind-扩张
(A ⊆ B,K ⊆ L), 其 Galois 群是 G. 对于素理想扩张 p ⊆ P. 径直以下标 d, i

代替 decP, ineP. 并且记

Pd = Bd ∩P Pi = Bi ∩P

他们分别是 Bd, Bi 的素理想, 且 p ⊆ Pd ⊆ Pi ⊆ P. 以及

e = e(p) f = f(p) r = r(p)

并且, 为了得到漂亮的结论, 我们约定 A/p ⊆ B/P 是可分的18.

以下四个定理被称为Hilbert 分歧理论 .

定理 2.43 (Hilbert 分歧理论) 记号承上, 有
18例如 A/p 是有限域, 这是一个完美域, 即任何代数扩张都可分.
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(1) 对于 Galois-Dedekind扩张 A ⊆ B, pB在 B中的分解19为 p =
∏

σ∈G/Gd
σPe.

且 (以下符号指的是在扩张 A ⊆ B 下的各指标)

e(p) = e f(p) = f r(p) = r

(2) 对于 Galois-Dedekind 扩张 Bd ⊆ B, Pd 在 Bd 中的分解为 PdB = Pe.
且 (以下符号指的是在扩张 Bd ⊆ B 下的各指标)

e(Pd) = e f(Pd) = f r(Pd) = 1

(3) 对于 Galois-Dedekind 扩张 Bi ⊆ B, Pi 在 Bi 中的分解为 PiB = Pe.
且 (以下符号指的是在扩张 Bi ⊆ B 下的各指标)

e(Pi) = e f(Pi) = 1 r(Pi) = 1

证明 (1) 因为 G/Gd 同构于 P 所在的轨道, 故 G/Gd 表出所有互异的 P.
(2) 根据 Galois 定理, Gal(L : Ld) = Gd, 而 P 是 Pd 的素理想扩张, 故

{σP : σ ∈ G}

是全部 Pd 在 B 中的素理想扩张, 但是 σP = P, 故实际上上述集合只有
P 一个元素. 故 r(p) = 1. 由于基本恒等式 n = efr, 以及塔性质, 这迫使
e(Pd) = e, f(Pd) = f .

(3) 假如我们用 Bi ⊆ B 代替 A ⊆ B, 那么 G = Gi, K = Ld = Li, 此时
用下面的引理 (2.44) 得到 B/P = Bi/Pi, 从而 f(Pi) = 1, 根据基本恒等式得
到 e(Pi) = e, r(Pi) = 1. �

引理 2.44 记号承上, A/P ⊆ B/P 是 Galois 扩张. 且任何一个 σ ∈ Gd, 都
诱导了在 B/P 在 A/p 上的自同构20, 换言之, 存在

φ : Gd→Gal(B/P : A/p)

且 kerφ = Gi, φ 是满射21 , 根据 Galois 定理有

Gal(B/P : A/p) = Gal(Li : Ld)
19 其中 G/Gd 是左陪集, 代表同一个左陪集的代表元在 P 的作用是一样的.
20 即 σ · (a mod P) = (σa) mod P, 若 a− b ∈ P, 则 σ(a)− σ(b) ∈ P, 所以是良定义的.
21换言之有正合列 0→Gi →Gd

φ→ Gal(B/P : A/p)→ 0.
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证明 对于 x ∈ B, 我们要证明 x mod P 的最小多项式在 B/P 上分解为一

次式. 假设 x 满足整性方程 f(X) = 0, 假设其在 A/p[X] 上的完全分解为

f(X) ≡ f1(X)... . . . fn(X)... mod p

此时, x mod P必然是某个 fi的根,故是 x mod P的最小多项式,因为K ⊆ L
为 Galois 扩张, 故 f(X) 在 B[X] 上分解为一次式22, 这迫使 fi 在 B/P 上也

分解为一次式. 事实上, 这还证明了 fi 根必然形如 x′ mod P, 其中 x 是某个

f 的根.
根据定义, kerφ = Gi 为显然. 比较困难的是满射的结论. 想法是将

Galois 群理解为根的置换.
因为我们已经知道23 对于 A ⊆ Bd 有 f(p) = 1, 即剩余域相同, 故可以替

换 A = Bd, 这样 G = Gd.
根据本原元存在定理 (B.22), 假设第一段所取的 x 是 A/p ⊆ B/P 的本

原元 x ∈ B 即
B/P = A/p [xmodP ]

任意取 τ ∈ Gal(B/P : A/p), τ xmodP 还是 fi 的根. 根据第一段末尾,
存在 f 的根 x′ 使得

x′ mod P = τ xmodP

因为 Galois 群对根的作用是可迁的, 故可以找 σ ∈ G 使得 σx = x′, 而按照诱
导的规则24, σ 诱导的自同构就是 τ . �

推论 2.45 作为推论, 我们分拆看扩张

(1) Dedekind 扩张 A ⊆ Bd 上

e(Pd|p) = 1 f(Pd|Pd) = 1 r(Pd) = r

(2) Dedekind 扩张 Bd ⊆ Bi 也是 Galois 的, 且

e(Pd) = 1 f(Pd) = f r(Pd) = 1

且 Gal(Bi/Pi : Bd/Pd) ∼= Gal(Li : Ld).
22首先 f(X) 在 L[X] 上分解为一次式, 但是其根都是代数整数, 故在 B[X] 上分解为一次式.
23利用 (2.43) 的 (1) 以及塔性质.
24因为取的是本原元, 所以本原元如何映就决定了整个域如何映.
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(3) Dedekind 扩张 Bi ⊆ B 是 Galois 的, 且

e(Pi) = e f(Pi) = 1 r(Pi) = 1

证明 (1)(2)(3) 根据塔性质显然. 而 (2)Galois 的论断来自于 Gi 是 Gd 的正

规子群. 根据下面的引理 (2.44),

Gal(B/P : A/p) ∼= Gal(Li : Ld)

因为 B/P = Bi/Pi, A/p = Bd/Pd. �

评注 2.46 最后让我们以图作结, 记

k = A/p = Bd/Pd ℓ = Bi/Pi = B/P

可以画出下图, 其中虚线是 Galois 对应

L oo // 1

P // B // ℓ oo // 1

Li
oo // Gi

Pi
// Bi

// ℓ oo // 1

Ld
oo // Gd

Pd
// Bd

// k oo // Gal(ℓ : k)

K oo // G

p // A // k oo // Gal(ℓ : k)

现在再回看 Hilbert 分歧理论的意义在于将一个扩张分解为一个完全分裂的,
惰性的和完全分歧的三个扩张的复合 (2.33).
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2.3 代数整数环

对于 C 中在 Z 上整的元素, 我们通常称为代数整数 . 对于 Dedekind 扩
张 Z ⊆ A, 称 A 是代数整数环 .

I. 整基与判别式

定义 2.47 对于 Dedekind 扩张 A ⊆ B, 如果 B 作为 A-模是自由的, 换言之
存在 β1, . . . , βn 使得

B = Aβ1 ⊕ . . .⊕Aβn

作为 A-模, 则称其基, 即这里的 β1, . . . , βn 是一组整基 .
显然, (2.24) 的一部分断言了 A 是主理想整环时必定存在整基.

回忆迹配合 (B.28). 我们曾在 (2.24) 看到其威力, 下面的判别式则在 A

是主理想整环时可以某种程度上代替其作用.

定义 2.48 (判别式) 对于 n次 Dedekind扩张 (A ⊆ B,K ⊆ L),对于 β1, . . . , βn ∈
B, 定义判别式 (discriminant)

Disc(β1, . . . , βn) = det(⟨βi, βj⟩) = det(tr↓LK (βiβj)) ∈ A

因为 (B.28) 断言其非退化, 故 βi 线性无关时, Disc(. . .) ̸= 0.
线性代数的技巧告诉我们25

Disc(β1, . . . , βn) = det(σjβi)2

其中 σj 取遍所有 K 同态 L→ algK.
根据线性代数, 如果 γi =

∑
aijβi, 那么

Disc(γ1, . . . , γn) = det(aij)2 Disc(β1, . . . , βn)

特别地如果存在整基 β1, . . . , βn, 此时定义

Disc(B|A) = Disc(β1, . . . , βn)

显然, 若用另一组整基定义只相差 A 的一个单位的平方, 这被称为 B 的判别

式 . 特别地, A = Z 时则始终是同一个数.
25这不意味着 Disc(. . .) ∈ A2, 因为 det(σjβi) 可能不在 A 中.
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命题 2.49 对 Dedekind 扩张 Z ⊆ A, 设 α1, . . . , αn 是一组整基, 如果有线
性无关的 γ1, . . . , γn ∈ A, 假设 γi =

∑
cijαj, 根据 (B.2), det(cij) = [A :

Zγ1 + . . .+ Zγn], 故

Disc(A|Z)[A : Zγ1 + . . .+ Zγn]2 = Disc(γ1, . . . , γn)

特别地, Disc(A|Z)|Disc(γ1, . . . , γn).

命题 2.50 对于 n 次 Dedekind 扩张 A ⊆ B, 若 β1, . . . , βn ∈ B 线性无关, 则∑
Aβ1 ⊆ B ⊆

1

d

∑
Aβ1

其中 d = Disc(β1, . . . , βn).

证明 第一个包含为显然. 下面证明第二个包含, 任意 x ∈ B, 设 x =
∑
ciβi,

其中 ci ∈ FracA, 那么

βjx =
∑

ciβiβj ⇒ trβjx =
∑

ci tr(βiβj)

这样根据 Cramer 法则, ci = ai

d , 对某个 26ai ∈ A, 故 x ∈ 1
d

∑
Aβ1. �

例 2.51 根据 (C.16),

Z[δ] = {a+ bδ : a, b ∈ Z} δ =

 1+
√
d

2 d ≡ 1 mod 4
√
d d ≡ 2, 3 mod 4

换言之 Z[δ] = Z+ Zδ, 可以根据定义直接计算

Disc(1, δ) =

d d ≡ 1 mod 4

4d d ≡ 2, 3 mod 4

例 2.52 一般地, 设 Z ⊆ Z[α] 是 Dedekind 扩张, 如果 Q ⊆ Q[α] 可分, α 的
首一最小多项式是 f(X), 则

Disc(Z[α]|Z) = Disc(1, α, . . . , αn−1) = det(σjαi)2 =
∏
i<j

(σiα− σjα)2

26因为 tr(B) ⊆ A.
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其中 σj 取遍所有 K 同态 L→ algK. 而 σjx 取遍 f(X) 的所有根, 故上述判
别式即 f 的判别式 27.

例 2.53 若 α1, . . . , αn 满足 Disc(α1, . . . , αn) 无平方因子, 那么 α1, . . . , αn 是

一组整基. 根据 (2.48), 假设有整基 β1, . . . , βn, 设 αi =
∑
aijβj, 那么

Disc(α1, . . . , αn) = det(aij)2 Disc(β1, . . . , βn)

因为无平方因子, 故 det(aij)2 = 1, 这使得 (aij) 可逆, 故 β1, . . . , βn 是一组

整基.

实际上判别式给出一种可计算性的途径, 一旦计算出判别式, 那么 B 必

然被控制在两个之差常数的子群之间, 而之间的子群只有有限个 28, 故总可以
在有限时间内计算出整基. 然而事实上, 判别式的用途远不止于此.

命题 2.54 对于两个 Dedekind 扩张 (Z ⊆ B1,Q ⊆ L1), (Z ⊆ B2,Q ⊆ L2), 那
么对应于 L1L2, 取 Z 的整闭包 C, 有 Dedekind 扩张 (Z ⊆ C,Q ⊆ L1L2). 若

[L1L2 : Q] = [L1 : Q][L2 : Q] Disc(B1|Z) 和 Disc(B1|Z) 互质

那么

C = B1B2 Disc(C|Z) = Disc(B1|Z)[L2:Q] Disc(B2|Z)[L1:Q]

前者即是说若 B1有整基 β1, . . . , βn, B2有整数基 γ1, . . . , γm,那么 {βiγj}1≤i≤n
1≤j≤m

是 C 的整基.

证明 如果 σ1, . . . , σn 给出所有 L1→ algQ 的同态, 如果 τ1, . . . , τn 给出所有

L2→ algQ 的同态, 因为 [L1L2 : Q] = [L1 : Q][L2 : Q], 那么 {σiτj}1≤i≤n
1≤j≤m

给

出所有 L1L2→ algQ 的同态.

27一个多项式 f 的判别式是 a2n−2
0

∏
i<j(xi − xj)

2, 其中 xi 取遍 f 所有根, a0 是首项系数,
例如对于二次多项式 aX2 + bX + c, 判别式为 b2 − 4ac.

28因为对于有限自由 Abel 群 G, G/dG 是有限群.



40 CHAPTER 2. DEDEKIND 整环

关于判别式的论断在证明前面的结论后将是完全是线性代数的 29. 取
x ∈ C, 假设 x =

∑
cijβiγj 其中 cij ∈ Q, 这样 30

tr↓L1L2

L2
(βkx) =

∑
cij tr↓L1L2

L2
(βkβi)γj =

∑
i

tr↓L1

Q (βkβi)
∑
j

cijγj


同样根据 Cramer 法则, 若记 Disc(B1|Z)

∑
cij = D1,

D1γj =
∑

(D1cij) γj ∈ B2

这迫使 D1cij ∈ Z. 即 cij ∈ 1
D1

Z, 同理, 若记 Disc(B2|Z) = D2, 则 cij ∈ 1
D2

Z,
由于 D1, D2 互质, 故 1

D1
Z ∩ 1

D2
Z = Z, 命题得证. �

II. 范数 下面, 我们将范数推广. 我们已经知道, 对于 Dedekind 扩张
(A ⊆ B,K ⊆ L), Nm ↓LK 将 B 引入 A, 下面我们直接记范数为 N . 我
们下面要做的是将 N 延拓到所有理想上, 使得在所有主理想 (x) 上都有

N (x) = (Nx).

定义 2.55 (理想的范数) 对于 Dedekind 扩张 (A ⊆ B,K ⊆ L), B 的非零素
理想 P, 定义其范数

NP = pf(P|p)

其中 p = P ∩ A, 这是 A 中的理想. 因为唯一分解, 这一定义延拓到 B 的所

有分式理想上.
显然, 如果有多层扩张 (A ⊆ B ⊆ C,K ⊆ L ⊆ F ), 那么有塔性质

NL
KNF

L a = NF
Ka

命题 2.56 对 n 次 Dedekind 扩张 (A ⊆ B,K ⊆ L),

(1) 对于 A 的理想 a, Na = an.
29根据 (2.48), 故作为矩阵 (σiτi′αjβj′ ) = (σiαj) ⊗ (τiβj), 从而 det(σiτi′αjβj′ ) =

det(σiαj)
m det(τiβj)

n.
30因为 tr↓L1L2

L2
(−) =

∑
σi(−), 故限制在 L1 上即 tr↓L1

Q (−).
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(2) 如果 K ⊆ L 是 Galois 扩张, Galois 群是 G, 那么对于任何 B 的理想 b,

Nb ·B =
∏
σ∈G

σb

(3) 任意 x ∈ L, 有
N (x) = (Nx)

证明 (1) 只需要验证素理想即可, 则

Np = N (Pe1
1 . . .Per

r ) = pe1f1 . . . perfr = pn

(2) 同样只需要验证素理想, 设 P ∩A = p, 则 NP = pf ,

pf ·B = (Pe
1 . . .P

e
r)

f

容易计算 σP 恰好按照 n/r = ef 的重数取每个 P.
(3) 挑选一个含 (B,L) 的有限 Galois-Dedekind 扩张 (A ⊆ C,K ⊆ E),

假设 [E : L] = m, 任意取 x ∈ L, 那么根据塔性质和 (1)NE
K (x) = NL

KNE
L (x) =

[
NL

K(x)
]m(

NE
Kx
)
=
(
NL

KNE
L x
)
=
[
(NL

Kx)
]m

如果能够证明上述两式左边相等, 那么根据 Dedekind 整环的唯一分解就有
(NL

Kx) = NL
K(x). 但是根据 (2)

NE
K (x) · C =

∏
σ∈G

σ (x) =

(∏
σ∈G

σ(x)

)
=
(
NE

Kx
)

命题得证. �

记号 2.57 对于 Dedekind 扩张 (Z ⊆ A,Q ⊆ K), 如果按照定义 Na = (a), 那
么我们还约定 Na = |a| ∈ Z.

命题 2.58 对于 Dedekind 扩张 (Z ⊆ A,Q ⊆ K), A 的理想 a, 则

Na = |A/a|
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证明 根据中国剩余定理, 只需要验证 a 是素数方幂的情况, 而这个情况早在
(2.32) 的证明中就出现了. 具体来说

|A/Pe| = |A/P|e = |Z/pZ|fe = pfe = NPe

命题得证. �

III. 类数有限 回忆 Minkowski 理论 (D.4).

记号 2.59 对于 n 次 Dedekind 扩张 (Z ⊆ A,Q ⊆ K), 假如 K 有 r 个实嵌入
31 σ1, . . . , σn, 2s 个复嵌入 σr+1, σr+1, . . . , σr+s, σr+s, 那么 n = r + 2s, 考虑
如下的嵌入

ς : K −→ Rr × Cs x 7−→ (σ1x, . . . , σr+sx)

为了行文方便, 记 Rr ×Cs = V , 通过视 C = R⊕ iR, 视作 Rr+2s = Rn. 换句
话说

ς : K −→ Rn x 7−→ (σ1x, . . . , σsx,ℜσr+1x,ℑσr+1x, . . . ,ℜσr+sx,ℑσr+sx)

固定以上记号.

命题 2.60 对于 A 的非零理想 a, ςa 是 V 中的全格, 且基本区域的体积为

2−sNa
√
|Disc(A|Z)|

证明 因为 |A/a| < ∞, 故 a 是秩为 n 的自由 Abel 群, 取 a 的一组基

α1, . . . , αn, 考虑 det(τjαi). 其中 τj 取遍所有实复嵌入, 其值为 32

det(τjαi) =
√

Disc(α1, . . . , αn) = |A/a|
√

Disc(A|Z) = Na
√
|Disc(A|Z)|

但是实际上基本区域的体积为 det(ςjαi), 通过行列变换知,

det(ςjαi) = 2−s det(τjαi) = 2−sNa
√
|Disc(A|Z)|

命题得证. �
31此时, 实嵌入指的是 σ = σ 的嵌入 K→C, 其中 ∗ 表示共轭.
32取 A 的整基 β1, . . . , βn, αi =

∑
cijβj , det(cij) 就是其指数, 见 (B.2).
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引理 2.61 对于 A 的非零理想 a, 存在 a ∈ a,

Na ≤
(
4

π

)s
n!

nn
Na

√
|Disc(A|Z)|

证明 作如下 V 中的形状

X(t) = {(xi)ri=1×(zj)r+s
j=r+1 ∈ Rr×Cs : |x1|+. . .+|xr|+2|z1|+. . .+2|zs| ≤ t}

经过计算33, 其体积为 2r
(
π
2

)s tn

n! . 而如果取 t 使得

2r
(π
2

)s tn
n!
≥ 2n · 2−sNa

√
|Disc(A|Z)|

选择最小的 t, 满足
tn = n!

2n−r

πs
Na
√
|Disc(A|Z)| (∗)

根据 Minkowski 定理 (D.4), 有 a ∈ a 使得

Na = |σ1a| . . . |σra||σr+1a|2 . . . |σr+sx|2 ∵均值不等式
≤ 1

nn (
∑
|σia|+

∑
2|σja|)n ∵ a ∈ X(t)

≤ tn

nn ∵ (∗), n− r = 2s

≤
(
4
π

)s n!
nn Na

√
|Disc(A|Z)|

命题得证. �

33作换元 zj = xj + iyi =
1
2
rj(cos θj + sin θj), 则

∂(xj ,yj)

∂(rj ,θj)
= 1

4
rj , 此时 θj 自由了, 得到

µ(X(t)) =

∫
X(t)

1dxidxjdyj =
1

4s

∫
...
ρr+1. . .ρr+sdxidρjdθj =

(2π)s

4s

∫
...
ρr+1. . .ρr+sdxidρj

将积分区域缩小为 xi ≥ 0,

µ(X(t)) =
2r(2π)s

4s

∫
xi≥0,ρj≥0∑

xi+
∑

ρj≤t

ρr+1. . .ρr+sdxidρj =:
2r(2π)s

4s
I(r, s, t)

注意到

I(r, s, t) = tr+2sI(r, s, 1) I(r, s, 1) =
I(r, s− 1, 1)

(r + 2s)(r + 2s− 1)
I(r, s, 1) =

I(r − 1, s)

r + 2s

归纳得

I(r, s, t) =
1

(r + 2s)!
=

tn

n!
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定理 2.62 (Minkowski 界) 任意 A 的非零分式理想 a, 存在整理想 c 使得

N c ≤
(
4

π

)s
n!

nn

√
|Disc(A|Z)|

且 c 和 a 只相差主理想. 右边的界被称为Minkowski 界 .

证明 取 d ∈ K 使得 da−1 = b 是整理想, 用 (2.61) 可以找 b ∈ b 使得

N b ≤
(
4

π

)s
n!

nn
Nb

√
|Disc(A|Z)|

取 c = bb−1 这是整理想34 则 c 和 a 只相差主理想, 且

N c ≤
(
4

π

)s
n!

nn

√
|Disc(A|Z)|

命题得证. �

推论 2.63 (类数有限定理) 特别地, A 的类数是有限的.

证明 因为取特定范数的分式理想是有限的, 因为根据范数的定义, 其素因子
必须是一些有限素数的扩张, 而后者是有限的, 而根据定义, 其指数又不会无
限大, 故只要证明这个命题的前半部分. �

评注 2.64 读者会发现如果我们只为了证明类数有限, 其实不必大费周章地在
(2.61) 那样取 X(t) 并计算, 取得粗一些例如

X(t) = {(xi)ni=1 ∈ Rr × Cs : |xi| ≤ t}

在 Nx 的粗略估计之后也足以得到一个界, 只是这个界未必如 Minkowski 界
有效, 因为

(
4
π

)s n!
nn 非常迅速地趋向于 0.

例 2.65 对于 Q[i], n = 2, r = 0, s = 1, 于是根据 (2.51) 其 Minkowski 界为
4
π

2!
22

√
4 < 2, 但是哪里有真理想范数满足这个条件呢? 说明在类群中, 所有理

想都和 (1) 差一个主理想, 故 Z[i] 是主理想整环.
34因为 b ∈ b ⇐⇒ b|(b) ⇐⇒ 1|bb−1.
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例 2.66 对于 Q[
√
−5], n = 2, r = 2, s = 0, 于是根据 (2.51) 其 Minkowski

界为 2!
22

√
20 < 3, 唯一有可能的理想 a 使得 Na < 3 的是 Na = 2, 这迫使

a 是素理想, 且 a ∩ Z = (2), 且 f(a|p) = 1, 而通过 (2.38) 的计算我们知道
a = (2, 1 +

√
−5) 是唯一满足条件的理想, 而我们有知道 Z[

√
−5] 不是主理想

整环, 故 classZ[
√
−5] = 2.

本节说明对于 Z的Dedekind扩张的类群是有限的,但是一般的Dedekind
整环不是有限的.

IV. Dirichlet 单位定理 同样, 下面我们固定 Dedekind 扩张

(Z ⊆ A,Q ⊆ K)

下面我们关心 A的单位的情况, 回忆 (1.2) 和 (1.21), 这似乎表明 “实扩张”和
“复扩张” 情况大不相同.

引理 2.67 对于 x ∈ A, x 是单位根 ⇐⇒ 对任何35σ, |σx| = 1,

证明 只要证明 {1, x, x2, . . .} 是有限集合. 实际上, 每个 xi 的次数都不超过

n, 其共轭 σ(xi) = (σx)i 也具有范数 1, 容易根据三角不等式得到 xi 的最小

多项式是次数不超过 n, 各项系数绝对值不超过 n 的整系数多项式, 这样的多
项式只有有限个. 故 {1, x, x2, . . .} 是有限集合. �

引理 2.68 对于 x ∈ A, x 是单位 ⇐⇒ |Nx| = 1,

证明 回忆 (1.2) 和 (1.21), 不难直接验证. �

我们处理的工具仍然是 Minkowski 理论 (D.4), 不过此时为乘性. 为此作
以下记号的约定.

记号 2.69 对于 n 次 Dedekind 扩张 (Z ⊆ A,Q ⊆ K), 假如 K 有 r 个实嵌入
36 σ1, . . . , σn, 2s 个复嵌入 σr+1, σr+1, . . . , σr+s, σr+s, 那么 n = r + 2s, 考虑
如下的同态

ℓ : K \ 0 −→ Rr+s x 7−→ (log |σ1x|, . . . , log |σr+sx|)
35其中 σ 取遍 K→ algQ 的所有同态.
36此时, 实嵌入指的是 σ = σ 的嵌入 K→C, 其中 ∗ 表示共轭.
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容易验证, ker ℓ = A 的单位根, 且根据如上两个引理, 单位群 unitA 在 ℓ

下的像就是如下超平面和 A \ 0 的像的交

X1 + . . .+Xr + 2Xr+1 + . . .+ 2Xr+s = 0

记这个超平面为 H. 换言之目前记号如图

A \ 0 ℓ // ℓ(A \ 0) // V

unitA

OO

ℓ
// ℓ(unitA)

OO

// H

OO

定理 2.70 单位群在 ℓ 下的像 ℓ(unitA) 是 H 中的全格.

证明 下面施展 (D.2) 和 (D.3), 我们还会借用 (2.59) 的记号.

首先, 先展开回忆. 在 (2.60), ςA 是 V 的全格.

接着, ℓ(unitA) 是格. 利用 (D.2), 只要说明任意 d > 0, 满足 log |σix| ≤ d

对所有 i 的 x 只有有限个即可. 这等价于

e−d ≤ |σx| ≤ ed

转化为加性, 因为 ςA 是全格, 所以有限性得证.

最后, ℓ(unitA) 是全格. 利用 (D.3), 只要找有界集合 M 使得 H = M +

ℓ(unitA). 通过取原像即找 M ′ 使得

M ′ ⊆ {x ∈ K : |Nx| = 1} =
∪

u∈unitA
M ′u

且 ℓ(T ) 有界. 对于 (xi) ∈ V = Rn, 再定义

N (xi) = |x1| . . . |xr| ·
√
x2r+1 + x2r+2 . . .

√
x2n−1 + x2n

容易知道, 对于 x ∈ K, Nx = Nσx. 即是找 M ′′ 使得

M ′′ ⊆ {(xi) ∈ V : N (xi) = 1} =
∪

u∈unitA
M ′′ςu
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通过取 M ′′ =M ′′′ ∩ {(xi) ∈ V : N (xi) = 1}, 实际上只需要找 M ′′′ 使得 37

{(xi) ∈ V : N (xi) = 1} ⊆
∪

u∈unitA
M ′′ςu

且关于有界性的条件只需要 M ′′ 在 V 中有界即可, 因为 ς(T ) 有界, 故
log |σix| 有上界, 加之 |σ1x| . . . |σr+sx| = 1, 故有下界.

取 V 充分大的有界中心对称凸集

C = [−c1, c1]× . . .× [−cn, cn] c := c1 . . . cn

对于任意 y ∈ {(xi) ∈ V : N (xi) = 1},诸位相乘 Cy 体积不变,此时 Minkows-
ki 定理 (D.4) 断言必有 a ∈ A \ 0 使得 ςa ∈ Cy−1, 即 y ∈ C(ςa)−1. 对这样的
a, 有

Na = N (ςa) ≤ c1 . . . cnNy = c

在相差单位的意义下, 这样的 a 是有限的38, 选择这样有限的 ai, 取 M ′′ =∪
i C(ςai)

−1 还是有界集合, 这样∪
u∈unitA

M ′′ςu−1 =
∪
i,u

C(ςaiu)
−1 =

∪
Na≤c

C(ςa)−1 ⊇ {(xi) ∈ V : N (xi) = 1}

命题得证. �

推论 2.71 (Dirichlet 单位定理) 记号承上, 特别地,

A的单位群 /A的单位根群 ∼= Zr+s−1

特别地,
unitA ∼= Z/mZ× Zr+s−1

注意到左边都是乘法群, 右边都是加法群.

证明 第一个论断根据 (2.69) 关于 ℓ 核的断言. 第二个论断是因为 A 只含有

限个单位根, 以及如下两个简单的代数结论. (1) 单位根群的有限子群必是循
环群. (2) 如果 Abel 群的商群 A/B 是自由的, 那么 A ∼= B ⊕A/B. �

37因为 σu ∈ {(xi) ∈ V : N (xi) = 1}.
38因为取特定范数值的理想是有限的.
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例 2.72 事实上不是所有单位圆上且在 Z 整的元都是单位根, 例如考虑如下
方程

X4 +X3 −X2 +X + 1 = 0

化为
(
X + 1

X

)2
+
(
X + 1

X

)
− 3 = 0, 这样

X +
1

X
=
−1±

√
13

2

考虑 ± = + 时, 上方程有两个实根, ± = − 时, 上方程有两个虚根. 这两个虚
根必定共轭, 且乘起来为 1, 这迫使其落在单位圆上. 但是最开始给定的方程
不可约. 事实上, 这样的代数整数从 4 次才开始有39.

例 2.73 对于 Gauss 整数环 Z[i], n = 2, r = 0, s = 1, 这样其单位群只有单位
根部分. 这和 (1.2) 一致.

例 2.74 对于 Z[
√
2], n = 2, r = 2, s = 0, 这样其单位群是 {±1} 和 Z 的直和.

这和 (1.21) 一致.

2.4 分歧性

定理 2.75 (分歧定理) 对于任何 Z 的 Dedekind 扩张 A, 素数 p ∈ Z, 则

(p) 分歧 ⇐⇒ p|Disc(A|Z)

证明 设 FracA = K, 选出 A 的整基 α1, . . . , αn. 注意到根据中国剩余定理
B

pB
=
⊕
P∋p

B

Pe(P|p)

此时 A/pA 是一个 Z/pZ-代数. 所谓 (p) 分歧就是某个 e(P|p) ≥ 2, 即 A/pA

有幂零元. 所谓 (p) 不分歧就是所有 e(P|p) = 1, 即 A/pA 是一些域的乘积.
显然, 根据基本恒等式的证明过程 (2.32), α1, . . . , αn 在 A/pA 中构成一

组基. 且
det(tr(αiαj)) ≡ det(tr(αiαj · ∗)) mod p

39因为二次我们可以把所有代数数整数都算出来, 而三次都具有实根, 可能产生单位圆上元素
的二次方程常数项必须为 1, 但是这就迫使实根是实数, 矛盾.
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其中, 对于 x ∈ A/pA, x · ∗ 表示 y 7→ xy, 即左乘 x 产生的 A/pA 的线性映射.
但是容易验证, 后者是不依赖于基的选取的.
假如有 x ∈ A 使得其在 A/pA 中是幂零元, 那么任意 y ∈ A, 左乘 xy 作

为 A/pA 上的 Z/pZ-线性变换也是幂零的, 故 tr(xy · ∗) = 0, 故将 x 扩充为一

组基, 根据判别式的定义, 判别式必须为 0. 换言之 p|Disc(A|Z).
反之, 假如 A/pA 是一些域的乘积, 对于某个直和项域 F 中的元素 x, 由

于这些域互不影响, x · ∗无论是表示在 A/pA上还是 F 上的线性映射, tr(x · ∗)
是一致的. 那么将基分别选在这些域上. 只需要证明对于 Z/pZ 的扩域 F 的

一组基 x1, . . . , xn, 都有
det(tr(xixj · ∗)) ̸= 0

这根据迹配合的非平凡性 (B.28) 是显然的. �

定理 2.76 对于任何 Z 的 Dedekind 扩张 A, 总有 Z 的素理想分歧.

证明 在 (2.61) 中取 a = A, 那么有 a ∈ A 使得

1 ≤ Na ≤
(
4

π

)s
n!

nn
Na

√
|Disc(A|Z)|

这样 √
|Disc(A|Z)| ≥

(π
4

)snn
n!
≥
(π
4

)nnn
n!

(归纳) > 1

根据 (2.75), 总有素理想是分歧的. �

2.5 应用––计算 Galois 群

本部分采自 [5]. 回看 Hilbert 分歧理论 (2.45), 当中有对 Galois 群的断
言, 我们想要做的是通过剩余域的 Galois 群来反应原本域的 Galois 群, 再加
以分析得到 Galois 群.
下面限定代数扩张 Q ⊆ K, 假设 K 是 n 次不可约整系数多项式 f 的

分裂域, 设对应的 Galois 群为 G. 由于 Galois 群理解为根的置换, 故可以视
G ⊆ Sn. 假设对应的 Dedekind 扩张为 Z ⊆ A.
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定理 2.77 对于素数 p, 假设 f 在 Z/pZ[X] 的完全分解为

f ≡ f1 . . . fr mod p deg fi = di

假如 fi 各不相同, 即分解为不同的不可约式乘积, 那么 G 中含有一个不相交

di-轮换的乘积.

证明 任何素理想扩张 (p) ⊆ p, 首先根据 (2.34) 分解为不同的不可约式乘积
说明 40 分歧指数为 1, 所以根据 Hilbert 分歧理论 (2.45), 可以认为

G0 := Gal(A/p : Z/pZ) ⊆ G

下面的问题是如何计算 G0, 显然任何 σ ∈ G0 只能将 fi 的根映为 fi 的根, 根
据上述 ⊆ 的构造 (2.44), 并且视 G ⊆ Sn, 有

G0 ⊆ Sd1 × . . .Sdr ⊆ Sn

其中后一个 ⊆ 是不相交轮换的乘积. 于是只说明每个都是轮换即可, 这根据
fi 不可约显然

41. �

例 2.78 考虑 f(X) = X5 −X + 1, 下面计算其分裂域的 Galois 群 G. 此时
f(X) 在 Z/3Z 上不可约 42, 而

X5 −X + 1 ≡ (X2 +X + 1)(X3 +X2 + 1) mod 2

于是 G 含有写成不相交轮换形如 (a1a2a3a4a5) 和 (b1b2)(c1c2c3) 的元素, 他
们生成了整个 S5.

2.6 例子––二次扩张
下面我们考虑 Q[

√
d] 对应的二次 Dedekind 扩张

Z ⊆ Z[δ] δ =

 1+
√
d

2 d ≡ 1 mod 4
√
d d ≡ 2, 3 mod 4

40具体来说, 任意添加 f 的一个根不分歧, 接着再添加也不分歧, 因为分解成为不同的不可约式
乘积就是说 f mod p 没有重根.

41这是因为如果有两条以上的轨道那么根据 Galois 理论 (B.23)
∏

(X − a),
∏

(X − b) 都是

Z/pZ[X] 上的多项式, 与 fi 不可约矛盾.
42因为二次多项式是有限的, 不可约的则更少
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我们已经在 (2.51) 计算过

Disc(Z[δ]|Z) = Disc(1, δ) =

d d ≡ 1 mod 4

4d d ≡ 2, 3 mod 4

下面记

A = Z[δ] ∆ = Disc(Z[δ]|Z)

定理 2.79 对于素数 p 如何分解, 有

• p|∆, 则素理想分解为 pA = p2, 其中

e(p|p) = 2 f(p|p) = 1 r(p) = 1 Np = p

• 对于奇素数 p - ∆, 且
(
d
p

)
= −1, 或当 p = 2 - ∆ 且 d ≡ 5 mod 8, 则

pA = p, 其中,

e(p|p) = 1 f(p|p) = 2 r(p) = 1 Np = p2

• 对于奇素数 p - ∆ 且
(
d
p

)
= 1, 或当 p = 2 - ∆ 且 d ≡ 1 mod 8, 则

pA = p1p2, 其中, 对于 i = 1, 2

e(pi|p) = 1 f(p1|p) = 1 r(p) = 2 Np = p

证明 第一则论断是显然. 得益于 (2.34) 和 (2.35), 对于 p ̸= 2 时, 我们只
需要考虑 X2 − d 在 Z/pZ[X] 中如何分解, 这就是二次互反律所断言的内容
Legandre 符号的含义所在.
问题是 p = 2 时的情况. d ≡ 2, 3 mod 4 时, 2|∆, 或者直接计算知

X2 − d ≡ (X + d)2 始终分歧. d ≡ 1 mod 4 时, 此时 δ = 1+
√
d

2 , 最小多项式是
X2 −X − d−1

4 , 在 d−1
4 ≡ 0 mod 2 时, 即 d ≡ 1 mod 8 时, 可以分解成两个不

同的不可约式的乘积, 在 d−1
4 ≡ 1 mod 2 时, 即 d ≡ 5 mod 8 时, 是不可约的.

这样命题得证. �
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2.7 例子––分圆扩张
回忆分圆扩张 (B.34). 我们的目的是计算其整基. 为此我们先计算第素数

方幂个分圆扩张. 对于素数的方幂 pn, 考虑第 pn 个分圆扩张 Q ⊆ K, 其次数
是 φ(pn) = pn − pn−1. 注意到 pn 次本原单位根 ζ 是代数整数, 其最小多项式
是

f(X) = Φpn(X) = 1 +Xpn−1

+ . . .+
(
Xpn−1

)p−1

计算判别式43

Disc(1, ζ, . . . , ζp
n−pn−1−1) = ±pc

其中

± = (−1)
pn−pn−1

2 c = pn−1(pn− n− 1)

定理 2.80 记号承上, 假设对应的 Dedekind 扩张是 Z ⊆ A. 则 A = Z[ζ], 其
中 ζ 是任意一个 pn 次本原单位根. 且

证明 需要注意到, 1, ζ, ζ2, . . . , ζpn−pn−1−1 都是代数整数, 故 Z[ζ] ⊆ A. 根据
前面的计算, 根据 (2.49), Disc(A|Z)|pc.
另一方面, 我们可以计算 pA 的分解. 注意到 f ′(1) = p, 这样

pA = f ′(1)A =
∏

(1− ζi)A =
∏ 1− ζi

1− ζ
(1− ζ)A = ( (1− ζ)A )

pn−pn−1

43 具体来说, 根据 (2.52), 需要计算∏
i̸=j

(ζi − ζj) =
∏
i

f ′(ζi) =
∏
i

f ′(ζi) =
∏
σ

f ′(σζ) = Nm↓KQ f ′(ζ)

其中 {ζi} 是所有 pn 次本原单位根. 因为 f(X)(Xpn−1 − 1) = Xpn − 1, 两边同时微分带入 ζ

得到

f ′(ζ) =
prζp

n−1

ζp
n−1 − 1

这样

Nmf ′(ζ) =
Nmpn · Nmζp

n−1

Nm(ζp
n−1 − 1)

=
pn(pn−pn−1) · 1

pp
n−1

= pc

其中 ζp
n−1

是 p 次本原单位根, 其范数的计算需要先在 p 次分圆扩张上计算. 而

Disc(. . .) =
∏
i̸=j

(ζi − ζj) = (−1)
pn−pn−1

2

∏
i<j

(ζi − ζj)
2
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其中 ζi 取遍所有 n 次本原单位根, ζ 是其中任意一个固定的 n 次本原单位根,
最后的等号是因为 1−ζi

1−ζ 是单位
44. 这说明 (1− ζ)A 是素理想, 且根据基本恒

等式 (2.32)f(1− ζ|p) = 1, 即

A/(1− ζ)A = Z/pZ

换句话说

A = Z+ (1− ζ)A ⇒ A = Z[ζ] + (1− ζ)A

运用循环归纳法, 将 A 不断带入自己得到

A = Z[ζ] + (1− ζ)
(
Z[ζ] + (1− ζ)A

)
= Z[ζ] + (1− ζ)2A

以此类推

∀s > 0, A = Z[ζ] + (1− ζ)sA ⇒ ∀t > 0, A = Z[ζ] + ptA

而根据 (2.50), 我们知道 A ⊆ Z[ζ]
Disc(1,ζ,...) =

Z[ζ]
±pc , 故

A = Z[ζ] + pcA ⊆ Z[ζ] + Z[ζ] = Z[ζ]

命题得证. �

定理 2.81 对于第 n 个分圆扩张 K, 对应的 Dedekind 扩张是 Z ⊆ A, 则
A = Z[ζ], 其中 ζ 是任意一个 n 次本原单位根.

证明 将 n 拆解成素数的方幂, 然后利用 (B.35) 和 (2.54). �

44因为 ζ 是本原单位根, ζi 是 ζ 的方幂, 从而 1−ζi
1−ζ

是 ζ 的多项式是代数整数, 反之亦然.
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Chapter 3

例子–– p 进数域

下面固定素数 p.

3.1 p 进数域的算数

定义 3.1 (p 进整数) 对于一串数 {ai}∞i=0 ⊆ {0, . . . , p− 1}, 形式地记

a0 + a1p+ . . . =

∞∑
i=0

aip
i

称之为一个形式 p 进整数 . 将全体这样的形式记为 Zp, 称为 p 进整数环 . 所
谓 “形式”, 就是二者相等当且仅当每一位都相同, 注意, 此时的加号和连加号
也都是形式的.

命题 3.2 对于两个形式 p 进数 α =
∑∞

i=0 aip
i, β =

∑∞
i=0 bip

i ∈ Zp, 记前 n

项的部分和 α(n) =
∑n

i=0 aip
i, β(n) =

∑n
i=0 bip

i ∈ Z. 假设 α(n) 和 β(n) 的和

与积展成 p 进制为

α(n) + β(n) =
∞∑
i=0

c
(n)
i pi α(n)β(n) =

∞∑
i=0

d
(n)
i pi

注意到中间的
∑
是有限和. 则

∀i ≤ k, n ≥ k, c
(n)
i = c

(k)
i , d

(n)
i = d

(k)
i

55
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即, α, β 的部分和项数充分大时, γ, δ 的部分和也逐步变为常数, 不再变动.

证明 显然, 对于任何 n ≥ k,

α(n) ≡ α(k) mod pk+1 β(n) ≡ β(k) mod pk+1

则

α(n) ≡ akpk + . . .+ a0 mod pk+1 β(n) ≡ bkpk + . . .+ b0 mod pk

故

α(n) + β(n) ≡ α(k) + β(k) mod pk+1 α(n)β(n) ≡ α(k)β(k) mod pk+1

而在 modpk+1 意义下, p 进制展开是唯一的, 这就意味着不再变化. �

定义 3.3 (Zp 上的运算) 沿袭 (3.2) 的记号, 对于两个形式 p 进数 α =∑∞
i=0 aip

i, β =
∑∞

i=0 bip
i ∈ Zp. 假设 ci 是 c

(n)
i 最终固定下来的数, di 是

d
(n)
i 最终固定下来的数, 定义

α+ β =

∞∑
i=0

cip
i αβ =

∞∑
i=0

dip
i

这可以类比实数的加法和乘法可以用有限小数的加法和乘法逼近. 后续
工作还有验证运算律.

命题 3.4 在 Zp 中, 加法是结合的, 且具有零元 0 =
∑∞

i=0 0p
i, 乘法是交换且

结合的, 乘法对加法是分配的, 且具有单位元 1 = 1 +
∑∞

i=1 0p
i. 且 Z→Zp,

即将 n 映射为 n 的 p 进制展开, 是单射. 且

xy = 0 ⇒ x = 0 或 y = 0

一言以蔽之, Zp 是一个特征为 0 的整环.

证明 关于构成一个环的论证是因为总可以截断前 n 位验证, 这样无非是说
Z/pn+1Z 是一个环. 为了看到这是一个整环, 只需要考虑 x, y 非零的最低位

即可. �
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例 3.5 p ·
∑∞

i=0 aip
i =

∑∞
i=1 ai−1p

i.

例 3.6 若我们记
∞∑
i=0

aip
i = . . . a2 a1 a0

上面的定义确保我们可以列竖式计算加法减法和乘法, 如同进位借位等问题
和小学所学的如出一辙. 例如在 p = 2 时,

. . . 1 1 1 1 1 1

+ . . . 0 1 0 1 0 1

. . . 0 1 0 1 0 0

. . . 1 1 1 1 1 1

× . . . 0 1 0 1 0 1

. . . 1 1 1 1 1 1

. . . 1 1 1 1

. . . . . . . . .

. . . 1 0 1 0 1 1

定义 3.7 记 Zp 的商域为 Qp, 这被称为 p 进数域 .

3.2 p 进数的代数

命题 3.8 (单位) Zp 上所有可逆元为常数项不为 0 的元. 精确地说, 对于形
式 p 进整数 x =

∑∞
i=0 aip

i,

x 可逆 ⇐⇒ a0 ̸= 0

证明 不难验证 ⇒ 方向. 反之, 我们总可以将 x 的逆给解出来, 设 y =∑∞
i=0 bip

i, 则

1 = a0b0 mod p 0 = a1b0p+ a0b1p+ a0b0 mod p2 . . .

解总是存在的, 因为 a0 总是可逆. �

命题 3.9 (元素形式) Zp 所有非零元素都可以唯一地写成 pnu 的形式, 其中
n ∈ Z≥0, 而 u 可逆. 从而 Zp 是唯一分解整环.
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证明 取 x =
∑∞

i=0 aip
i, 取最小的 n 使得 an ̸= 0, 则

x =
∞∑
i=n

aip
i = pn

( ∞∑
i=0

ai+np
i

)
︸ ︷︷ ︸

∈unitZp

于是存在性已经完成. 唯一性是一样的. �

推论 3.10 (元素形式) Qp 所有非零元素都可以唯一地写成 pnu 的形式, 其
中 n ∈ Z, 而 u 在 Zp 中可逆.

推论 3.11 从而, 每一个 x ∈ Qp 都可以写成 x =
∑∞

i=−m aip
i, 即有有限负项

的形式 p 进数.

回忆离散赋值环的定义 (C.23).

定义 3.12 (p-进赋值) 在 Qp 上存在 p 进赋值 ,

ordp : Qp \ 0 −→ Z
∞∑
i=k

aip
i 7−→ k k ∈ Z, ak ̸= 0

根据上面的刻画,

• 对应的离散赋值环显然就是 Zp.

• 对应唯一的极大理想就是 {x ∈ Zp : ordp x ≥ 1} = pZp.

• 对应的单位就是 Zp \ pZp.

命题 3.13 有如下同构

φ : Z/pnZ ∼−→ Zp/p
nZp x mod pn 7−→ x mod pn

其逆为

ψ : Zp/pZn
p

∼−→ Z/pnZ
∞∑
i=0

aip
i mod p 7−→

n−1∑
i=0

aip
i mod p
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3.3 p 进数的初等分析

定义 3.14 回忆 p 进赋值 ordp(3.12), 可以在 Qp 中定义一个绝对值, 进而诱
导了一个度量

|x| = 1

pordp(x)
ρ(x, y) = |x− y| = 1

pordp(x−y)

容易验证作为绝对值有

(1) |a| ≥ 0, 且 |a| = 0 ⇐⇒ a = 0. (正定性)

(2) |ab| = |a| · |b|. (乘法同态)

(3) |a+ b| ≤ max(|a|, |b|) ≤ |a|+ |b|. (强三角不等式)

作为度量有

(1) ρ(x, y) ≥ 0, 且 ρ(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y. (正定性)

(2) ρ(x, y) = ρ(y, x). (对称性)

(3) ρ(x, z) ≤ max(ρ(x, y), ρ(y, z)) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z). (强三角不等式)

例 3.15 在 2 进绝对值下, |6| = 1
2 , |24| =

1
8 , |1/24| = 8.

定义 3.16 (收敛, Cauchy) 在 Qp 中, 对于一个序列 {xn}∞n=1 ⊆ Qp, x ∈ Qp,

• 若
∀ϵ > 0, ∃N > 0, ∀n > N, ρ(xn, x) < ϵ

则称 xn收敛于 x, 记为 xn→x.

• 如果
∀ϵ > 0, ∃N > 0, ∀m,n > N, ρ(xn, xm) < ϵ

则称 xn Cauchy .

直观地说, 在 Qp 来看, 两个数 x, y 接近指的是 ρ(x, y)小, ordp(x− y)大,
指的是 x, y 的截断相同的多. 而收敛实际上说明部分和逐步变为常数.
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例 3.17 例如, pn→ 0. 更一般地, 对于任何 p 进整数 xn, pnxn→ 0.

命题 3.18 (Hausdorff 性质) 在 Qp 中, 对于一个序列 {xn}∞n=1 ⊆ Qp, 若
xn→x, xn→ y, 则 x = y.

证明 这是因为假如 x ̸= y, 则取 ϵ = ρ(x, y) > 0, 此时 n≫ 0 时,

ρ(xn, x) < ϵ ρ(xn, y) < ϵ

从而 ρ(x, y) ≤ max(ρ(xn, x), ρ(xn, y)) < ϵ, 矛盾. �

命题 3.19 (完备性) 在 Qp 中, 对于一个序列 {xn}∞n=1 ⊆ Qp, 则

{xn}Cauchy ⇐⇒ 存在 x ∈ Qp, 使得 xn→x

证明 首先, 充分性, 对于 ϵ > 0, 当 n≫ 0 时, ρ(xn, x) < ϵ, 从而

ρ(xn, xm) ≤ max(ρ(xn, x), ρ(xm, x)) < ϵ

从而 Cauchy. 反之, 假设

xn =

∞∑
i=−∞

a
(n)
i pi

其中所有负项均有限. 这时, 注意到 ρ(xn, xm) 充分小指的是 ν(xn − xm) 充

分大, 即 xn − xm 重合的项目越多. 具体来说, Cauchy 指的是

∀k > −∞, ∃N > 0, ∀m,n > N, i ≤ k, a
(n)
i = a

(m)
i

这也就意味着对每个 k, n ≫ 0 时, a(n)k 为一个常数, 设这个常数为 ak, 容易
知道 k ≪ 0 时 ak = 0, 故这定义了一个 p 进数 x =

∑∞
i=−∞ aip

i. 容易根据
Cauchy 验证, xn→x. �

命题 3.20 (局部列紧性) 在 Qp 中, 任何一个有界1 无限子集 X 都有收敛的

序列.
1即存在 M , 使得这个集合中的元素 x 都满足 |x| < M
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证明 将 X 中所有元素都写成形式 p 进数. 首先, 根据有界性, 我们存在 k

使得

∀
∞∑

i=−∞
aip

i ∈ X, i ≤ k, ai = 0

此时 pk 前系数因为只有 p 种选择, 从而至少有一 bk ∈ {0, . . . , p− 1} 使得

#
{ ∞∑

i=−∞
aip

i ∈ A : ak = bk

}
︸ ︷︷ ︸

:=Bk

=∞

此时 pk+1 前系数因为也只有 p 种选择, 从而至少有一 bk+1 ∈ {0, . . . , p − 1}
使得

#
{ ∞∑

i=−∞
aip

i ∈ A : ak+1 = bk+1

}
︸ ︷︷ ︸

:=Bk+1

=∞

以此类推, 得到 {ai}∞i=k, 以及 Bk ⊇ Bk+1 ⊇ . . .. 任意从 Bk+n 中选元素 xn,
则

xn→
∞∑
i=k

aip
i

这样便证明了列紧性. �

命题 3.21 Z 在 Zp 中是稠密的. Q 在 Qp 中是稠密的.

证明 任意 x ∈ Zp, 部分和就收敛到 x. Qp 是同理的. �

命题 3.22 在 Qp 中,

xn→x, yn→ y xn + yn→x+ y, xnyn→xy

从而加法和乘法是连续的.

证明 这是分析的惯常

|(xn + yn)− (x+ y)| ≤ max(|xn − x|, |yn − y|)
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以及

|xnyn − xy| ≤ max(|(xn − x)(yn − y)|, |xn − x| · |y|, |x| · |yn − y|)

容易得证. �

以上都是和实数 R 上分析的相似之处. 下面我们会看到强三角不等式的
非 Archimedes 性和 Archimedes 性的本质不同. 在实数中存在

∑
an→∞ 但

是 an→ 0 的序列, 例如 1
n , 而强三角不等式保证了在 Qp 中不会发生这样的

事.

命题 3.23 (级数收敛准则) 对于一个序列 {xn}∞n=1 ⊆ Qp, 若
n∑

i=1

xi 收敛到某一个元 ⇐⇒ xn→ 0

证明 若
∑n

i=1 xi→x, 则

xn =
n∑

i=1

xi −
n−1∑
i=1

xi→x− x→ 0

反之, 利用完备性论证, 对于 ϵ > 0, 取 N 使得 n > N 时 ρ(xn, 0) < ϵ, 则对于
n > m > N , ∣∣∣∣∣

n∑
i=m

xi

∣∣∣∣∣ < max(|xm|, . . . , |xn|) < ϵ

故
∑n

i=1 xi 是 Cauchy 列. �

推论 3.24 序列 {xn}∞n=1 ⊆ Qp, 其是 Cauchy 的当且仅当 xn − xn−1→ 0.

至此, p 进数不再是形式的, 其连加号是有收敛含义的.

3.4 整体 -局部原理
命题 3.25 对于素数 p, 整系数多项式 f , 则

f(x) ≡ 0 mod pn
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对任意 n 都有解的充分必要条件是

f(x) = 0

在 p 进整数中有解.

证明 首先, 充分性是显然的. 下面证明必要性. 设解集

En = {x ∈ Z : f(x) ≡ 0 mod pn}

则显然 En 是无限集, 我们的目标是要说明存在抽出一列数组能够使得其成为
p 进数. 具体来说, 由于 E1 是无穷的, 必然有 y1 使得有无穷个

x ∈ E1, x ≡ y1 mod p

同样, 在这无穷个解当中, 必然还有 y2 使得有无穷个

x ∈ E2, x ≡ y2 mod p2

根据解的来源, y2 ≡ y1 mod p. 以此类推得到 Cauchy 列 {yn}. �

引理 3.26 (Hensel 引理) 对于素数 p, 整系数多项式 f , 如果有整数 x1 使

得

f(x1) ≡ 0 mod p f ′(x1) ̸≡ 0 mod p

其中 f ′ 是 f 的形式导数. 则有 p 进数 x 满足 f(x) = 0.

证明 换句话说, 即存在 {xk}∞k=1 使得

f(xk) ≡ 0 mod pk

对 f 施加以 Taylor 展开有

f(x1 + a1p) = f(x1) + f ′(x1)a1p+ rp2 ≡ f(x1) + f ′(x1)a1p mod p2

即解 f(x1)/p+ f ′(x1)a1 ≡ 0 mod p, 可以解出 a1, 从而

x2 = x1 + a1p使得f(x2) ≡ 0 mod p2 f ′(x2) ≡ f ′(x1) ̸≡ 0 mod p
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下面, 假设 xk 已经构造好, 同样运用 Taylor 展开有

f(xk + akp
k) = f(xk) + f ′(xk)akp

k + rp2k ≡ f(xk) + f ′(xk)akp
k mod pk+1

即解 f(xk)/p
k + f ′(xk)ak ≡ 0 mod p, 可以解出 ak, 从而

xk+1 = xk+akp
k使得f(xk+1) ≡ 0 mod pk+1 f ′(xk+1) ≡ f ′(xk) ̸≡ 0 mod p

命题得证. �

评注 3.27 倘若和欧式空间类比, 上述即著名的牛顿切线法 , 如下图

x1

x2
x3

Figure 3.1: 牛顿切线法

注意到, 在 x1 处的 “切线” 为

y − f(x1) = f ′(x1)(x− x1)

与 “x 轴” 的交点为 x2 = x1 − f(x1)
f ′(x1)

= x1 − f(x1)/p
f ′(x1)

p, 其中 − f(x1)/p
f ′(x1)

正是证

明中待定的 a1. 以此类推.

引理 3.28 (Hensel 引理) 对于素数 p, n 元整系数多项式 f , 如果有整数
x1, . . . , xn 使得

f(x1, . . . , xn) ≡ 0 mod p
∂f

∂Xi
(x1, . . . , xn) ̸≡ 0 mod p

则有 p 进数 x1, . . . , xn 满足 f(x1, . . . , xn) = 0.

证明 归纳易得. �
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以上定理可以加强为如下. 对于素数 p, p 进整系数多项式 f , 正整数 n,
如果有整数 xn 使得

f(xn) ≡ 0 mod pn ordp(f
′(x1)) < n/2

其中 ν 是 p 进赋值, f ′ 是 f 的形式导数. 则有 p 进数 x 满足 f(x) = 0. 参见
[11] P14 Lemma.

3.5 应用–– Fermat 大定理的失败尝试
回顾 Fermat 大定理 (1.22), 如果我们证明了 Fermat 大定理的方程

f(X,Y, Z) = Xn + Y n − Zn = 0 在 n ≥ 2 时在 Zp 上无解, 那么自动得到 Z
上无解. 但是相比读者能够理解 —如此经典的故事没有被付诸尝试只能说明
数学的研究不过流于灵机一动的脑筋急转弯.

引理 3.29 (Schur) 对于任意的 n ∈ N, 总存在 m ∈ N 使得素数 p ≥ m 时,

Xn +Xn ≡ Zn mod p

总有非平凡解, 即 x, y, z 都不为同余为 0 的解.

证明 Schur 利用了一个他自己证明的引理如下. 对于 n ≥ er!, 函数

φ : {1, . . . , n}→{1, . . . , r}

都存在 x, y, z ∈ {1, . . . , n} 使得 x+ y = z 且 φ(x) = φ(y) = φ(z). 即被染色
的数足够, 总会选出同一种颜色的数填进 �+� = �“空格” 使得等号成立.

否则, 任何满足 φ(x) = φ(y) 的 x, y 都有 φ(x) ̸= φ(x+ y).
考虑 B = {1, . . . , r} 中原像元素最多的元素, 设为 r1, 设原像为 x11 <

x12 < . . . < x1n1 , 则根据鸽笼原理

n ≤ rn1

再考虑集合 A1 = {x12−x11, . . . , x1n1−x11},则根据假设, ∀y ∈ A1, φ(y) ̸= r1,
再设 B \ {r1} 中在 A1 中原像最多的元素为 r2, 设原像为 x21 < x22 < . . . <

x2n2 , 则根据鸽笼原理
n1 − 1 ≤ (r − 1)n2
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再考虑集合 A2 = {x22 − x21, . . . , x2n1 − x21} 这样持续下去会得到

n ≤
r−1∑
i=0

r(r − 1) . . . (r − i) =
r−1∑
i=0

r!

i!
< er!

与假设矛盾!
而这个定理的证明, 需要取原根 g ∈ F∗

p, 则 Fp \ {0} = {g, . . . , gp−1}, 固
定一种表法, 定义

φ : Fp \ {0} −→ Zn gi 7−→ i mod n

则根据引理, 当 p 充分大时, 有

gi1+j1n + gi1+j2n = gi1+j3n ⇐⇒ (gj1)n + (gj2)n = (gj3)n

x = gj1 , y = gj2 , z = gj3 就是一组非平凡解. �

以上证明选自 [6] P63, 原始论文是 [10].

命题 3.30 对于任意的 n ∈ N, 总存在 m ∈ N 使得素数 p ≥ m 时, 方程

Xn +Xn ≡ Zn mod p

总在 Zp 上有解.

证明 利用 (3.28) 以及上面的引理 (3.29). �

以上结果并未将从这个角度杀死 Fermat 大定理的所有可能性杀死, 但是
说明对于固定的指数 n, 仅仅只有有限的素数可供检验.



Chapter 4

赋值理论

4.1 赋值域的性质

I. 赋值与绝对值

定义 4.1 (绝对值) 对于域 K, 称 | · | : K→R 为绝对值 , 如果

• ∀x ∈ K, |x| ≥ 0, 且取到等号当且仅当 x = 0. (正定性)

• ∀x, y ∈ K, |xy| = |x| · |y|. (乘法同态)

• ∀x, y ∈ K, |x+ y| ≤ |x|+ |y|. (三角不等式)

称为非 Archimedes 绝对值 , 如果三角不等式可以被加强为

• ∀x, y ∈ K, |x+ y| ≤ max{|x|, |y|}. (强三角不等式)

显然, 通过定义距离 ρ(x, y) = |x− y|, 这构成一个距离空间.

命题 4.2 对于域 K 上的绝对值 | · |, | · | 是非 Archimedes 绝对值的当且仅当
{|n1| : n ∈ Z} 是有界的.

证明 首先, 如果非 Archimedes, 则

|n1| = |1 + 1 + . . .+ 1| ≤ max |1|, |1|, . . . , |1| = |1|

67
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反之, 假设 |n1| < N , 则

|x+ y|n =

∣∣∣∣∣
n∑

i=0

(
n

i

)
xiyn−i

∣∣∣∣∣ ≤∑N |x|i|y|n−i ≤ Nn
[

max(|x|, |y|)
]n

故 |x+ y| ≤ N1/nn1/n max(|x|, |y|), 因为 n 是任意的, 取极限即得. �

回忆 (C.23) 对离散赋值的定义.

评注 4.3 (赋值) 对于域 K, 如果存在一个映射 ν : K −→ R ⊔ {∞}, 满足

(1) ν(0) =∞

(2) ν(xy) = ν(x) + ν(y)

(3) ν(x+ y) ≥ min(ν(x), ν(y))

其中关于 ∞ 的运算约定俗成. 此时称 ν 为一个赋值 (valuation) .

当然赋值可以定义得更为抽象, 这被称为 Krull 赋值, 参见 [2]§10.2.

约定 4.4 以后我们不再要求离散赋值的值域是 Z ⊔ {∞}, 而是改为是 R 的
离散子群 ⊔{∞}, 他们一定形如 1

rZ ⊔ {∞}.

推论 4.5 容易验证, (C.23) 的性质依旧成立, ν(−1) = 0, ν(x) = ν(−x),
ν(x) ̸= ν(y), 则 (3) 取到等号, 这被俗称为 “木桶原理 ” 1. 更一般地,
x+ y + . . .+ z = 0, 则必有两个元素 ∈ {x, y, . . . , z} 取到 ν 在其上的最小值.
以及

• A = {x ∈ K : ν(x) ≥ 0} 是一个环. 这被称为赋值环 .

• m = {x ∈ K : ν(x) > 0} 是 A 的极大理想.

• A \m = {x ∈ K : ν(x) = 0} 是 A 的单位.

从而 A 是以 m 为极大理想的局部环, 即只有一个极大理想的环, 参见 (C.9).
1其实 (3) 意味着任何 “三角形” 都是等腰的, 具体来说, 否则, 例如 ν(x) < ν(y), 考虑

ν(y) = ν(x+ y − x) ≥ min(ν(x+ y), ν(x)) = ν(x), 矛盾.



4.1. 赋值域的性质 69

例 4.6 回忆 (3.14), 当中对 Zp 定义的 | · | 是一个绝对值.
一般地, 任何一个域上的赋值都可以对应到一个范数

|x| := 1

eν(x)

其中 e 是任意预先选择好的大于 1 的常数. 反之, 任何非 Archimedes 绝对值
| · | 都对应一个赋值通过 ν(x) := − log |x|.

显然, 上述 e 的选取本质上不影响拓扑结构, 下面我们来说明这是唯一可
能发生的情况.

命题 4.7 令 K 是一个域, 其上有两个绝对值 | · |1, | · |2, 则下列命题是等价的,

(1) | · |1, | · |2 诱导了相同拓扑.

(2) |x|1 < 1 ⇐⇒ |x|2 < 1.

(3) 存在 a > 0 使得 |x|2 = |x|a1.

证明 (1)⇒(2) 只需要注意到 |x|1,2 < 1 ⇐⇒ xn→ 0.
(2)⇒(3), 我们希望证明 log |x|2

log |x|1 是与 x 无关的常数. 显然, 如果 | · |1 在
K \ 0 上恒取 1, 则 | · |2 根据条件亦然, 自然 (3) 满足. 否则, 存在 y ∈ K 使得
|y|1 > 1, 令 a = log |y|2

log |y|1 . 任意 x ∈ K \ 0, 取 b > 0 使得 |x|1 = |y|b1, 我们希望
证明 |x|2 = |y|b2. 考虑用有理数逼近 b, 选取有理数 m/n > b, 则

|x|1 < |y|m/n
1 ⇐⇒ |x|n1 < |y|m1 ⇐⇒ |xn/ym|1 < 1

逆向再推回去得到 |x|2 < |y|m/n
2 , 因为有理数稠密, 所以 |x|2 ≤ |y|b2. 再取

p/q < b, 类似可以得到 |y|b2 ≤ |x|2, 这样就完成了证明.
(3)⇒(1), 显然. �

推论 4.8 令 K 是一个域, 其上有两个赋值 µ, ν, 其诱导相同的拓扑当且仅当
存在 a > 0 使得 µ = aν.
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II. 置放 我们的一大目标是将下面定义的置放类比之前 Dedekind 整环的素
理想.

定义 4.9 (置放) 令 K 是一个域, 称置放 (place)是绝对值的等价类.
我们总是排除 K \ 0 7→ 0 的绝对值.

定理 4.10 (Artin-Whaples 逼近定理) 令 K 是一个域, | · |1, . . . , | · |n 是互
不同构的绝对值, 令 x1, . . . , xn ∈ K, ϵ > 0, 存在 x ∈ K 使得

|x− xi| < ϵ i = 1, . . . , n

证明 我们寄希望于找 z ∈ K 使得 |z|1 > 1, 而 2 ≤ i ≤ n 时 |z|i < 1. 从
n = 2 时开始归纳, 存在 x, y ∈ K 使得

|x|1 < 1 |x|2 ≥ 1 |y|2 < 1 |y|1 ≥ 1

则 z = y/x 使得 |z|1 > 1, |z|2 < 1. 根据归纳以及 n = 2 的情况, 存在 x, y 使

得

|x|1 > 1 |x|2 < 1 . . . |x|n−1 < 1 ∗
|y|1 > 1 |y|n < 1

如果 |x|n ≤ 1, 则 xmy 在 m充分大时即可满足, 否则 |x|n > 1, xm

1+xm 在 | · |1,n
意义下趋向于 1, 在 | · |2,...,n−1 意义下趋向于 0, 故 xm

1+xm y 在 m 充分大时满

足条件.
如果找到了这样的 z, 此时 zm

1+zm 在 | · |1 意义下趋向于 1, 在 | · |2,...,n 意
义下趋向于 0, 如法炮制 zi, 使得

zi(m)
|·|j−→

1 i = j

0 i ̸= j

这样, x = z1(m)x1 + . . .+ zn(m)xn 在 m 充分大时就满足条件. �

实际上这可以类比中国剩余定理 (2.14).

定理 4.11 (Ostrowski) 有理数域 Q 上的所有放置就是通常的绝对值和 p

进赋值.
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证明 如果是非 Archimedes 的, 那么对应一个赋值 ν, 对应赋值环 A 与 Z 的
交必是一个非零素理想 (因为非平凡), 设对应的素数是 p, 此时任何和 p 互质

的 n, 则 n 必定 A 中单位, 即 ν(n) = 0, 通过调整一个常数倍, 实际上这就是
p 进赋值.
如果是 Archimedes 的, 假设绝对值是 | · |, 对于任意 m,n, 假设将 m 展

成 n 进制是 m = akn
k + . . . a0, 那么

k ≤ logm
logn |ai| ≤ |ai · 1| = ai < n

而三角不等式蕴含

|m| ≤
k∑

i=0

|ai| · |n|i ≤
k∑

i=0

n|n|i

这说明 |n| ≥ 1, 否则, |m| ≤ n
1−|n| 恒有界 (4.2), 与 Archimedes 矛盾. 从而

|m| ≤ (1 + k)n|n|k ≤
(
1 +

logm
logn

)
· n · |n|

log m
log n

改 m = mt, 其中 t ∈ Z≥1, 则

|m| ≤ t

√(
1 + t

logm
logn

)
· n · |n|t

log m
log n →|n|

log m
log n

故 |m|
1

log m ≤ |n|
1

log n , 对称地, 他们是相等的. 令常数 es = |n|
1

log n , 这样
|n| = es log n = |n|s. �

III. 完备化 任何一个度量空间都可以进行完备化, 参见 [1]P135 刁题 6.33.
这样如果一个域 K 上有绝对值 | · |, 可以按该绝对值诱导的度量空间进行完
备化 K̂, 不难验证的是此时 K̂ 还是一个域, 且 | · | 得以自然地延拓. 对于赋值
也是类似的.
我们希望证明, Q 关于 p 进赋值 ordp 的完备化就是 p 进数域 Qp.
一般地我们考虑离散赋值.
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引理 4.12 对于域 K, 赋值 ν, 其完备化记为 K̂, 则其赋值仍然为离散赋值,
继续记为 ν, 假如对应的离散赋值环和极大理想分别为

A = {x ∈ K : ν(x) ≥ 0} m = {x ∈ K : ν(x) ≥ 1}
Â = {x ∈ K̂ : ν(x) ≥ 0} m̂ = {x ∈ K̂ : ν(x) ≥ 1}

则有同构

φ : A/mn ∼−→ Â/m̂n a mod mn 7−→ a mod mn

证明 注意到 K̂ 是一些 Cauchy 组成的, 从而 µ 的值域应该是原本值域的闭

包, 但是离散时取闭包是不变的. 对于同构的论断, 首先, 显然 mn = A ∩ m̂n,
故是单射. 而 A ⊆ Â 是稠密的, m̂n 是一个开集, 从而任何 x ∈ Â, x + m̂n 总

能交到一个 A 中的元素. �

命题 4.13 记号承上, 假如 S ⊆ A 是 A/m 的代表元, π 生成了 m, 则任何
x ∈ K̂ \ 0 都可以唯一地写成

∞∑
i=m

aiπ
i ai ∈ S am ̸≡ 0 mod m

且 ν(x) = m.

证明 显然, 上述级数的部分和是 Cauchy 列. 首先, 根据 (C.25), 我们只需
要说明单位具有此特性. 取一个单位 u ∈ A, 根据引理 (4.12) 存在 s0 使得

ν(u− s0) ≥ 1, 这样, 考虑单位 y−s0
π , 一直继续下去会得到

ν

(
y − s0 − s1π − . . .− snπn

πn+1

)
≥ 1

故

|y − s0 − s1π − . . .− snπn|→ 0

从而 y 可以写成命题中的级数. 关于唯一性只需要说明 0 的表法是唯一的, 根
据赋值这是一定的. �

也就是说这和我们构造的 p 进数域不谋而合, 故 Q 对 ordp 的完备化就

是 Qp.
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如果一个域的绝对值不是非 Archimedes 的, 则称为 Archimedes 域. 下
面这个惊人的事实是完备的 Archimedes 域都 (代数和拓扑意义下) 同构于 R
和 C. 这就意味着我们讨论完备域时, 总可以单独在 R,C 上验证完毕, 进而假
设绝对值来自赋值.

定理 4.14 (Ostrowski) 完备的 Archimedes 域只有 R 和 C.

证明 令域 K, 显然, Archimedes 蕴含特征为 0, 从而 Q ⊆ K, 根据 K 完备,
R ⊆ K. 我们要证明任何 x ∈ K 都是二次多项式 Qx ∈ R[X] 的根. 这样就足
以说明 K = R 或 C. 固定 x ∈ K, 考虑连续函数

f : C −→ R≥0 z 7−→ |x2 − (z + z)x+ zz|

仅需证明 f 有零点. 注意到 f 取得极小值 m, 取 w = f−1(m) 使得 |w| 最
大. 我们只需要说明 m = 0. 假如 m > 0, 选择充分小的 ϵ > 0, 此时计算
判别式 g(X) = X2 − (w + w)X + ww + ϵ 会发现具有一对复根 α, α, 此时
α+ α = ww + ϵ, 故 |α| > |w|, 故 f(α) > m. 考虑

G(X) = (g(X)− ϵ)n − (−ϵ)n ∈ R[X]

令其根为 α = α1, . . . , α2n ∈ C, 则

|G(x)|2 = |G(x)2| =

∣∣∣∣∣
2n∏
i=1

(x− αi)(x− αi)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
2n∏
i=1

(x2 − (αi + αi)x− αiαi)

∣∣∣∣∣
=

2n∏
i=1

f(αi) ≥ f(α)m2n−1

另一方面

|G(x)| ≤ |x2 − (w + w) + ww|+ |ϵ|n

= f(w)n + ϵn = mn + ϵn

故 √
f(α)

m
≤ 1 +

( ϵ
m

)n
令 n→∞, 得到 f(α) ≤ m, 矛盾! �
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4.2 赋值域的方程

I. Hensel 引理

命题 4.15 (Hensel 引理) 对于完备的离散赋值环2 A, 假设 m 是唯一的极大

理想, 如果多项式 f ∈ A[X] 在 A/m 上有单根, 则 f 在 A 上有根.

证明 取 m 的生成元 π, 证明同 (3.26). �

命题 4.16 (Hensel 引理) 对于完备的离散赋值环 A, 假设 m 是唯一的极大

理想, 假如本原多项式3f(X) ∈ A[X] 在 A/m[X] 上有分解

f(X) ≡ g0(X)h0(X) mod m

假如 g0, h0 在 k[X] 中互素, 且 g0 首一, 则存在 g, h ∈ A[X] 使得

f(X) = g(X)h(X) g(X) ≡ g0(X) mod m h(X) ≡ h0(X) mod m

且 g 首一, deg g = deg(g mod m).

证明 取 m 的生成元 π, 不放假设 g0 首一,

deg g0 = deg(g0 mod m) degh0 = deg(h0 mod m)

我们实际上要找多项式

g(X) = g0(X) + p1(X)π + p2(X)π2 + . . .

h(X) = h0(X) + q1(X)π + q2(X)π2 + . . .

我们记部分和

gn(X) = g0(X) +
n∑

i=1

pi(X) hn(X) = h0(X) +
n∑

i=1

qi(X)

为了使得上面的构造真的是一个多项式, 需要对次数提一些要求, 再加上命题
要求的条件, 需要

2即, 完备离散赋值域对应的离散赋值环, 因为对应的离散赋值环是闭集, 所以还是完备的.
3即系数的最大公约数是 1, 这里就是说系数赋值的最小值是 0.
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• deg gn ≤ deg g0, 这样才能保证 g 是一个多项式.

• pn < deg g0, 这样才能保证 g 首一.

• deghn ≤ degh0 = deg f − deg g0, 这样才能保证 f = gh.

• qn ≤ degh0 = deg f − deg g0.

我们希望做到

f ≡ gnhn mod mn+1

假设已经构造好了 gn−1, hn−1 使得 f ≡ gn−1hn−1 mod mn. 假如已经有
f ≡ gn−1hn−1 mod mn+1, 取 gn = gn−1, hn = hn−1 即可. 如若不然, 为了满
足

f ≡ gnhn ≡ (gn−1 + pnπ
n)(hn−1 + qnπ

n) mod mn+1

的要求, 则

f − gn−1hn−1

πn
≡ gn−1qn + hn−1pn ≡ g0qn + h0pn mod m

因为 pn, qn 在 modm 下互质, 故总可以找到 a, b ∈ A[X] 使得 bg0 + ah0 ≡ 1

mod m, 我们希望取 pn = a f−gn−1hn−1

πn , qn = b f−gn−1hn−1

πn , 不过此时次数无法
控制, 注意到

g0qn + h0pn ≡ g0(qn + rg0) + h0(pn − rg0) mod m

因为 g0 首一, 可以挑选恰当的 r, 就可以用 pn − rg0 代替 pn 使得 deg pn <
deg g0. 而注意到

f − gn−1hn−1

πn︸ ︷︷ ︸
deg ∗≤deg f

≡ g0qn + h0pn︸ ︷︷ ︸
deg ∗<degh0+deg g0

mod m

从而 deg qn ≤ degh0 = deg f − deg g0. �

推论 4.17 对于完备的离散赋值环 A, 假设 m 是唯一的极大理想, 首一的
f ∈ A[X] 是不可约的, 则在 A/m[X] 之中 f 是不可约多项式的方幂.
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推论 4.18 对于完备的离散赋值域 K, 若 f(X) =
∑n

i=0 aiX
i ∈ K[X] 是不可

约的, 那么赋值的最小值在首项和常数项上取到, 换言之,

min{ν(a0), . . . , ν(an)} = min{ν(a0), ν(an)}

特别地, 如果 a0, an ∈ A, 则 f(X) ∈ A[X].

证明 假设对应的离散赋值环是 A, 唯一的极大理想是 m. 通过乘以一个恰当
的数, 可以假定 f(X) ∈ A[X], 且各系数赋值的最小值为 0, 即本原多项式. 假
设 ν(ar) = 0, 且 r 被选得尽可能小, 此时

f(X) = Xr(anX
n−r + . . .+ ar) mod m

为了不破坏 f(X)的不可约性,要求 Xr 或 (anX
n−r+. . .+ar)是常数,那么要

么 r = 0,要么 n = r,要么至少 an ≡ 0 mod m,这都说明 min{ν(a0), ν(an)} =
0. �

II. Newton 折线

定义 4.19 (Newton 折线) 考虑赋值域 K, 记其赋值为 ν, 考虑多项式
f(X) =

∑n
i=0 aiX

i ∈ K[X], 定义其Newton 折线为点集{(
i, ν(ai)

)
: i = 0, . . . , n

}
⊆ Z× (R ⊔ {∞})

的下凸包4.

注意到 Newton 折线的斜率总是递增的.

定理 4.20 考虑赋值域 K, 记其赋值为 ν, 如果多项式 f(X) ∈ K[X] 在 K 上

有所有根 5, 那么

#
{

ν(x) = s :

x 是 f(X) 的根

}
=

Newton 折线中斜率
为 s 线段的横向长度

(按重数计算)

4即选择一些点从左向右用线段连接起来, 使得所有点都在这些线的上方.
5后面我们会看到, 如果在完备域上, 赋值可以唯一地延拓, 那么总可以在更大的域上考虑, 而

不必顾忌所有跟在 K 上的要求, 见 (4.22).
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2+ 8X72X6+4X5+2X3+X2+4X+ 0+

0

1

2

3

∞

Figure 4.1: Newton 折线

证明 实际上这本质上是 Vieta 定理的计算, 首先不放调整 f 的首项系数为

1, 这对应 Newton 折线的下移, 不影响结果, 假设所有根是 x1, . . . , xn, 那么

f(X) = Xn + an−1X
n−1 + . . .+ a0 ak = ±

∑
S⊆{1,...,n}

|S|=k

∏
s∈S

xs

不妨假设 x1, . . . , xn 满足

ν(x1) = . . . = ν(xt1) := v1

∧
ν(xt1+1) = . . . = ν(xt1+t2) := v2

∧

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
...

我们要证明如下 Pk 的连线就是 Newton 折线, 且 Pk-Pk+1 的斜率就是 vk.

Tk = t1 + . . .+ tk Pk = (Tk, ν(aTk
))

• 先求出 ν(aTk
), 这样就验证了 Pk-Pk+1 的斜率就是 vk. 注意到取遍所有

基数为 Tk 的子集 S ⊆ {1, . . . , n}, ν
(∏

s∈S xs
)
仅在 {1, . . . , Tk} 时取到
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最小值. 故根据 “木桶原理”,

ν(aTk
) = ν

(
Tk∏
s=1

xs

)
= t1v1 + . . .+ tkvk

• 我们证明 (i, ν(ai)) 都在 Pk-Pk+1 连线的上方, 如果 Tk ≤ i ≤ Tk+1. 注
意到取遍所有基数为 i 的子集 S ⊆ {1, . . . , n}, 考虑 ν

(∏
s∈S xs

)
的最小

值, 可得
ν(ai) ≥ t1v1 + . . .+ tkvk + (i− Tk)vk+1

实际上, Y = t1v1 + . . . + tkvk + (X − Tk)vk+1 就是经过 Pk-Pk+1 的直

线.

这样命题得证. �

例 4.21 我们后面会看到, 任意一个完备赋值完美域都可以扩充到其代数闭域
上 (4.24)

4.3 赋值域的扩张

I. 完备赋值域的扩张

定理 4.22 令 K 是一个完备的离散赋值域, 设其赋值是 ν, L 是一个 n 次有

限可分扩张, 那么 L 上有唯一的完备离散赋值6 µ 使得

µ|K = ν µ(x) =
1

n
ν(Nm(x))

且假设对应赋值环和极大理想是 p ⊆ A ⊆ K,P ⊆ B ⊆ L, 则 A ⊆ B 是

Dedekind 扩张, P ∩A = p.

证明 完备性是来自积拓扑的自然性质.
令 A 是 K 对应的离散赋值环, B 为 A 在 L 中的整闭包, 考虑 A 唯

一的素理想 p, 根据 Dedekind 整环的定理 (2.28), 存在 B 的素理想 P 使得

6此时值域可能不再是 Z ⊔ {∞} 而是 1
n
Z 的子群 ⊔{∞}.
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P ∩ A = p. 我们将要说明 B 是以 P 为唯一极大理想的离散赋值环. 根据
Dedekind 整环的理论, 只需要说明 B 是局部环, 我们证明 B \ P 都是单位.
假设 y ∈ B \P 满足方程

f(y) = ym + am−1y
m−1 + . . .+ a0 = 0

通过除以 ym, 只要证明 a0 是单位即可. 否则, f(X) 在 A/p 上有重根, 根据
Hensel 引理的推论 (4.17), 有 f(X) ≡ Xm mod p, 这样,

ym︸︷︷︸
∈B\P

+

∈p︷ ︸︸ ︷
am−1 y

m−1 + . . .+

∈p︷︸︸︷
a0︸ ︷︷ ︸

∈P

= 0

导致矛盾! 这样实际上 B 的赋值已经完全决定了 L 上的赋值, 不难验证这样
的赋值满足 µ|K = ν,
唯一性, 假设另有赋值 µ′, 那么对应不同的赋值环 B′, 令 x ∈ B, 假设 x

的最小多项式是

f(X) = Xd + ad−1X
d−1 + . . .+ a0 ai ∈ A

假如 µ′(x) < 0, 那么 xn 无疑是上式各项中赋值最小的, 从而矛盾! 故 x ∈ B′.
这说明在 K 上, µ(x) ≥ 0 能推出 µ′(x) ≥ 0, 根据 (4.7) 可得唯一性.
下面论证后者, 先假定 K ⊆ L 是 Galois 扩张, 运用前段得到唯一的 µ, 此

时任意 σ ∈ Gal(L : K), µ ◦ σ 也是一个赋值, 根据唯一性有 µ ◦ σ = µ, 这意味
着

µ(Nmx) = µ

(∏
σ

σx

)
=
∑
σ

µ(σx) = nµ(x)

这样命题得证. 一般的情况只需要考虑包含 L 的扩张 L′, 使得 K ⊆ L′ 是

Galois 的, 此时 L ⊆ L′ 也是 Galois 的, 再利用塔性质即可. �

实际上, 更一般的情况也可以扩张, 不过一般不是唯一的, 参见 [2]§10.6.
而代数的情形也无需可分, 参见 [2]§10.7.

推论 4.23 令 K 是一个带完备绝对值的域, 设其绝对值是 | · |, L 是一个 n 次

有限可分扩张, 那么 L 上有唯一的完备绝对值 || · || 使得

∀x ∈ K, ||x|| = |x| ||x|| = n
√
|Nmx|
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证明 无非是验证 Archimedes域的情形, 根据 (4.14), 无非是验证 R和 C, 这
是显然的. �

推论 4.24 令 K 是一个完备的赋值域的离散赋值, K ⊆ L 是可分代数扩张,
则赋值可以唯一延拓到 L 上.

证明 考虑每一个有限扩张. �

记号 4.25 假设 K ⊆ L 是有限可分扩张, K,L 上分别有离散赋值 ν, µ, 记
µ|ν 如果 µ|K = ν. 在此情况下, 我们直接称 (K ⊆ L, ν ⊆ µ) 是离散赋值域的
有限可分扩张 .

II. 非完备情况 下面我们要研究和非完备情形的联系. 下面假设特征为 0,
此时可分性得以无条件的保障.

命题 4.26 令 K 是一个离散赋值域, 设其赋值是 ν, L 是一个 n 次有限扩张,
L 上存在离散赋值 µ 使得 µ|K = ν.

证明 考虑 K 关于 ν 的完备化 Kν , 上面自然继承了离散赋值 ν, 再考虑其
代数闭包 algKν , 根据 (4.24), ν 总是能唯一地延拓到 algKν , 总存在嵌入
L→ algKν , 这时, 只需要限制在上面即可, 取稍大的 L, 利用 Newton 折线
(4.20) 会发现新加入的斜率是有限的, 从而不难证明其是离散的. �

命题 4.27 条件承上, 有

Lµ = LKν

Lµ

L Kν

K

其中 Kν 是沿着 ν 的完备化, Lµ 是沿着 µ 的完备化. 形式地, 假如选定了嵌
入 τ : L→ algKν , 那么 Lµ = τL = τL ·K. 特别地, [Lµ,Kν ] ≤ [L : K].
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证明 实际上 Lµ 即在之前证明过程中的 algKν 中取闭包, 从而 L ⊆ LKν ⊆
Lµ, 故只要证明 LKν 闭即可. 因为 L 是有限维 K-线性空间, 故 LKν 是有限

维 Kν 线性空间, 必定完备从而是闭的. �

定理 4.28 (扩张定理) 条件上承, 关于 L 上的赋值有

• 任何 L 上的赋值 µ 都来自某个嵌入 τ : L→ algKν , 使得 µ = τ ◦ ν.

• 两个赋值 µ = τ ◦ ν, µ′ = τ ◦ ν′ 是相同的当且仅当存在共轭 σ ∈
HomKν (algKν , algKν) 使得 ν ◦ σ = ν′.

证明 第一条是显然的, 因为同时完备化后 Lµ 还在 Kν 上有限, 故 algLµ =

algKν , 且延拓出的赋值也是相等的. 对于第二条, 考虑 σ : τ ′τ−1 : τL→ τ ′L,
这自动延拓到 σ : Lµ→Lµ′ , 这就是所求的 σ. �

定理 4.29 条件和记号承上, 令 K 是一个离散赋值域, 设其赋值是 ν, L =

K(α) 是代数扩张. 假设 α 的最小多项式是 f , 令

f = f1 . . . fn

是 f 在 Kν 上的分解7, 则 fi 和所有 L 上 µ|ν 的赋值一一对应. 具体来说,
取 fi 的根 αi, 对应的赋值是 µ, 那么 Lµ = Kν(α).

证明 因为 L 到 algKν 的嵌入完全由 α 映为 f(X) 在 algKν 中的哪个根决

定, 而是否共轭取决于两个根是否是同一个 fi 的根. 而 Lµ = Kν(α) 的论断

来自 (4.27). �

推论 4.30 令 K 是一个离散赋值域, 设其赋值是 ν, K ⊆ L 是有限扩张. 则

[L : K] =
∑
µ|ν

[Lµ : Kν ]

且

Nm↓LK x =
∏
µ|ν

Nm↓Lµ

Kν
x tr↓LK x =

∑
µ|ν

tr↓Lµ

Kν
x

7fi 各不相同, 否则与可分矛盾.
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证明 取原根 x, 上述三点都是如下性质的推论.

x 在 K 上的特征多项式 =
∏
µ|ν

x 嵌入 Lµ 在 Kν 上特征多项式

命题得证. �

下面我们类比定义 (2.31).

定义 4.31 (分歧指数, 惰性指数) 对于离散赋值域的有限可分扩张 (K ⊆
L, ν ⊆ µ), 可以定义

• 分歧指数

e(µ|ν) = [µ(L \ 0) : ν(K \ 0)] = ν 值域在 µ 值域的指数

• 惰性指数

f(µ|ν) = [B/P : A/p] =域扩张 A/p ⊆ B/P 的扩张次数

其中 A,B, p,P 对应于 K,L 的离散赋值环和其中的极大理想.

评注 4.32 实际上他们和定义 (2.31) 是相协调的, 如果 K 是完备的, 不妨假
设 ν 的值域是 Z, 如果 pB = Pe, 那么

N≥e

e(µ|ν) = µ(Pe) = µ(pB) = 1 +
N≥0

e(µ|ν)

立得 e = e(µ|ν).

下面是 (2.32) 的类比.

定理 4.33 (基本恒等式) 令 K 是一个离散赋值域, 设其赋值是 ν, K ⊆ L 是

n 次有限扩张, 则
n =

∑
µ|ν

e(µ|ν)f(µ|ν)

证明 根据 (4.30), 以及完备的情况 (4.32), 而我们知道离散的情况完备化不
改变赋值值域, 完备化不改变剩余域 (4.12). 命题得证. �

对于一般的赋值 (不必完备) 可以证明对任意 µ|ν 都有 e(µ|ν)f(µ|ν) ≤ n,
这个证明是直接的, 参见 [2] §10.6 命题 10.6.8.
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4.4 Krasner 引理

下面依旧假定特征 0.

引理 4.34 (Krasner) 令 K 是一个完备的离散赋值域. α, β 在 K 上代数,
如果 α 与 β 之间的距离短于 α 各共轭之间的距离, 即

∀σ ∈ HomK(algK, algK), α ̸= σα⇒ |α− β| < |α− σα|

那么 K[α] ⊆ K[β].

证明 根据 Galois 理论 (B.23), 无非是证明

∀σ ∈ HomK[α](K[α, β],K), σα = α

此时, 因为赋值的延拓是唯一的 (4.22), 从而 |σ ∗ | = | ∗ |,

|σα− β| = |σα− σβ| = |α− β|

那么

|σα− α| = |σα− β + β − α| ≤ |α− β|

这迫使 α = σα. �

定理 4.35 令 K 是一个完备的离散赋值域, f ∈ K[X] 是一个首一不可约多

项式, 那么和 f 充分接近8且次数相同的 g ∈ K[X] 依旧不可约, 且

∀β s. t. g(β) = 0, ∃α s. t. f(α) = 0 K[α] = K[β]

证明 令 h = Xn + an−1X
n−1 + . . . + a0 ∈ K[X], 定义 ||h|| = max |ai|. 首

先, 注意到如下两个事实9

f ∈ K[X], f(α) = 0 ||f || ≤M ⇒ |α| ≤ max(M, 1)

8即所有系数一致地充分接近
9具体来说, 因为 |αn| ≤ |aiαi|, 对某个 f 的系数 ai, 从而 |α|n−i ≤ M , 这样 |α| > 1 时,

|α| ≤ |α|n−i ≤ M . 第二个事实显然.



84 CHAPTER 4. 赋值理论

以及

f ∈ K[X], β, ||f || ≤M, deg f = n, |β| ≤ N ⇒ |f(β)| < MNn

假设 f(X) =
∏
(X − αi), 那么任意和 f 不太远的 g 则任何 g 根 β,

|(f − g)(β)| = |f(β)| =
∏
|β − αi|

令 g 充分接近 f , 因为 β 的界有一致的控制, 从而上式充分小, 使得 |β−αi| ≤
|ai − aj |, 根据 (4.34), K[α] ⊆ K[β], 再根据次数的要求即得 K[α] = K[β] 以

及 g 不可约. �

定理 4.36 令 K 是一个离散赋值域, Kν 是其完备化, 那么 Kν 的任何有限扩

张 L′, 都存在 K 的扩张 L, 使得

L′ = LKν [L : K] = [L′ : Kν ]

证明 因为 K 在 Kν 稠密, 故通过选取与原根的最小多项式充分接近的 K 中

多项式即可. �

4.5 完全分歧扩张

定义 4.37 (Eisenstein) 令 K 是一个离散赋值域, 赋值是 ν, 称 f(X) =

anX
n + . . .+ a0 是Eisenstein 的如果

ν(an) = 0 ν(ai) > 0 ν(a0) = 1

其中 ν 的值域是 Z ⊔ {∞}. 通过放在剩余域中考虑, 或者说直接根据
Eisenstein 判据, f 是不可约的.

定理 4.38 令 (K ⊆ L, ν ⊆ µ) 是 n 次完备离散赋值域的有限可分扩张, 这个
扩张是完全分歧的, 即

e(µ|ν) = n f(µ|ν) = 1

当且仅当 L = K(α), 其中 α 是某个 Eisenstein 多项式的根.
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证明 不妨假设 ν 的值域是 Z ⊔ {∞}.
先证明充分性. 根据 Newton 折线 (4.20), Eisenstein 多项式的 Newton

折线只有一种斜率, 是 1
n , 故 µ(α) = 1

n , 这就已经说明 e(µ|ν) ≥ n, 但根据基
本恒等式 (4.33), 只有可能 e(µ|ν) = n.
再证明必要性. 取 L 离散赋值环极大理想的生成元 α, 于是 µ(α) = 1

n , 我
们断言 α 的次数是 n, 从而 L = K(α). 否则如果有次数更小的关系

an−1α
n−1 + . . .+ a0 = 0 µ(ai) ∈ Z

产生矛盾, 故 α 的次数超过 n, 这说明 α 一定是 n 次的. 此时设方程

αn + an−1α
n−1 + . . .+ a0 µ(ai) ∈ Z

根据木桶原理, 一定有两项取到赋值的最小值, 唯一的可能是

ν(a0) = ν(αn) = 1 ν(ai) > 0

从而 α 的最小多项式是 Eisenstein 的, 这就完成了证明. �

4.6 局部域

引理 4.39 一个完备赋值域 K, 令 A 是离散赋值环以及极大理想 m, 下列条
件是等价的

• K 局部紧致.

• A 紧致.

• A/m 有限.

证明 显然, 通过调整一个 m 的生成元的方幂前两点是等价的. 因为 m 是开

集, 因为紧致性的要求 A/m 必定是有限的. 反之, 根据 (4.13), 类似 (3.20) 论
证10. �

10因为对于度量空间列紧和紧致是等价的.
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定义 4.40 (局部域) 一个域被称为局部域 (local field)如果配有一个完备的
离散赋值, 满足 (4.39) 中的等价性质.

命题 4.41 局部域一定是如下两种情况, 其中 p 是素数,

• p 进数域 Qp 的有限扩.

• 有限域上 Laurant 级数域 (C.27)Fp((X)) 的有限扩张.

证明 显然, 上述两种情况都是局部域的典型. 反之, 假设 K 是局部域, 如果
特征为 0, 那么 Q ⊆ K, 此时根据 (4.11), 必有某个素数 p 使得 Qp ⊆ K, 这必
须是有限维, 否则与局部紧致性 (4.39) 矛盾. 如果特征为 p, 那么 Fp ⊆ K, 挑
选极大理想的生成元 t, 此元必定不在 Fp 上代数, 否则 Fp(t) = Fp[t], 此时 t

是单位与生成极大理想矛盾, 故 Fp(t) ⊆ K, 不难验证, 其完备化是 Fp((t)), 从
而替换不定元为 X, 有 Fp((X)) ⊆ K, 同样的理由, 这必须是有限维, 否则与局
部紧致性 (4.39) 矛盾. �

命题 4.42 特征为 0 的局部域上只有有限的给定次数的完全分歧扩张.

证明 假设极大理想是 m, 全体 n 次 Eisenstein 多项式同胚于

m× . . .×m× (m \m2)

每一个都是离散赋值环中即开又闭的子集, 从而紧致, 故是紧致的, 而根据
(4.35), 任何一点都存在邻域, 使得领域内导出的扩张是相同的, 根据紧致性的
定义即得有限性. �

这可以看做 (2.75) 的类比.
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Appendix A

初等数论背景

A.1 整数的唯一分解

定理 A.1 (带余除法) 对于任意整数 a, b ∈ Z, 如果 b ̸= 0, 则存在 q, r ∈ Z 使
得

a = qb+ r 0 ≤ r < |b|

证明 不妨假设 a, b 都是非负正整数. 对 a 归纳, 如果 b > a, 那么取
q = 0, r = a 即可, 否则对 a − b 用归纳假设即可. 再说明唯一性. 假如
a = q1b+ r1 = q2b+ r2, 此时 (q1 − q2)b = r2 − r1, 右侧绝对值小于 b, 这迫使
q1 − q2 = 0, 进而 q1 = q2, r1 = r2. �

推论 A.2 整数环 Z 是主理想整环, 进而是唯一分解整环.

证明 任意选取理想 a ⊆ Z[i], 若 a = (0) 则休矣. 若 a ̸= 0, 可以挑选其中非
零的最小者 a, 显然 a ̸= 0. 任意取 x ∈ a, 作 x 对 a 的带余除法得到 d, r ∈ Z
使得

x = da+ r r < a

因为 r = x− da ∈ a, 从而迫使 r = 0, 从而 x = da, 换言之 a = (a) = aZ. 关
于是唯一分解整环的论证见 (B.11). �

88



A.2. 二次剩余 89

记号 A.3 注意到对于素数 p, Z/pZ 是一个域, 记为 Fp.

A.2 二次剩余

定义 A.4 (Legendre 符号) 对于 x ∈ Fp \ 0, 记

(
x

p

)
=


0 x = 0

1 x ̸= 0, ∃y ∈ Fp, s. t. y2 = x

−1 x ̸= 0, ̸ ∃ y ∈ Fp, s. t. y2 = x

利用原根可以证明乘性以及 Euler 判别法(
xy

p

)
=

(
x

p

)(
y

p

) (
x

p

)
≡ x

p−1
2 mod p

其中关于原根的存在性证明可见 ([11])§1.1. 关键的是如下的三个定理,
他们给出 Legendre 符号的一种计算方法.

定理 A.5
(
−1
p

)
= (−1)

p−1
2 =

1 p ≡ 1 mod 4

−1 p ≡ 3 mod 4
.

定理 A.6
(
2
p

)
= (−1)

p2−1
8 =

1 p ≡ ±1 mod 8

−1 p ≡ ±3 mod 8
.

定理 A.7 (二次互反律)
(
q
p

)(
p
q

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2

1 p或q ≡ 1 mod 4

−1 其他情况.
.

本部分的证明对理解本书内容并无大的作用, 其证明可见任何初等数论
的教材, 简单清晰的证明可见 [11]§1.3, 更为代数的证明可见 [9] P51 §1.8, 8.6.



Appendix B

抽象代数回顾

B.1 Abel 群

引理 B.1 有限生成的自由 Abel 群 G 的子群 H 还是自由的, 且 rankH ≤
rankG.

证明 不妨假设 G = Zn, 考虑如下 H 上的旗

Ϝ : Z ∩H ⊆ Z2 ∩H ⊆ . . . ⊆ Zn ∩H

其中 Zi 表示只有前 i 位不为 0 的子群, 考虑投影

π(Ϝ) : π1(Z ∩H) π2(Z2 ∩H) . . . πn(Zn ∩H)

其中 πi : Zn→Z 为第 i 位的投影. 设 πi(Z ∩ H) = riZ, xi ∈ Zi ∩ H 使得
πi(xi) = ri, 且约定当 ri = 0 时, 取 xi = 0. 我们证明 xi 中那些非零元构成一

组基. 先证明线性无关, 假如有线性方程 (假设其中 xi = 0 时有 ai = 0)

a1x1︸︷︷︸
Z∩H

+ . . .

︸ ︷︷ ︸
...

+anxn

︸ ︷︷ ︸
Zn∩H

= 0

90
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则部分和落在旗中
∑k

i=1 aixi ∈ Zk ∩H, 找下标最大的 ai ̸= 0, 通过 πi 得到

airi = 0, 则 an = 0, 矛盾. 下面再说明其生成了 H, 实际上 H 上有旗

⟨x1⟩ ⊆ ⟨x1, x2⟩ ⊆ . . . ⊆ ⟨x1, . . . , xn⟩

我们证明上述旗就是 Ϝ, 特别地, H = Zn ∩H = ⟨x1, . . . , xn⟩, 命题便得证. 假
设 h ∈ Zi ∩H, πi(h) ∈ riZ, 则不难得到1 h− πi(h)

ri
xi ∈ S ∩Zn−1, 实现递降到

i = 1, 此时显然. �

定理 B.2 有限生成的自由 Abel 群 G 的子群 H 还是自由的, 并且还有

存在 A 的一组基 a1, . . . , an, 使得 d1a1, . . . , drar 是 B 的一组基

其中 d1|d2| . . . |dr. 特别地, [G : H] = d1 . . . dr.

证明 首先, 先选取 G 的标准基 {ei}ni=1, 再取 H 的一组基 {hi}ki=1, 设
hi =

∑n
j=1mijej , 用矩阵写即
h1

h2
...
hk

 =


m11 m12 . . . m1n

m21 m22 . . . m2n

...
... . . . ...

mk1 mk2 . . . mkn




e1

e2
...
en

 记为: h = Me

我们断言, 存在 Z 组成的可逆矩阵 P ,Q, 使得

PMQ =



d1

d2
. . .

dk

On−k


:= D d1|d2| . . . |dk (∗)

此时 x = Q−1e 仍然是 G 的一组基, Dx = Ph 仍然是 H 的一组基 (因为
P ,Q 可逆), 此时回看命题的结果, 就是矩阵语言的转述而已. 下面我们开始
证明我们的断言. 记 Eij 为第 i 行第 j 列为 1, 其余都为 0 的矩阵, 下面对 n

和 m11 归纳, 显然的是, n = 0 时总成立.
1因为 πi

(
h− πi(h)

ri
xi

)
= 0, 以及 πi(h)

ri
∈ Z.
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• 首先第一行不全为 0, 不妨假设 m11 ̸= 0, 因为交换两列即右乘以可逆矩
阵 I −E11 −Eii +E1i +Ei1.

• 若存在 i 使得 m11 - m1i, 则利用带余除法设 m1i = qm11 + r, 施加初等
列变换将第 1 列乘以 −q 加到第 i 列即右乘以可逆矩阵 (I − qEi1), 再
交换第 1 列和第 i. 这样得到新矩阵M ′, 其第一行第一列元素为 r 严格

小于 m11, 将用归纳假设得证. 故还可以不妨假设 m11|m1i.

• 同理, 对列做同样的工作, 可以不妨假设 m11|mi1.

• 若 m11|m1i, 则施加初等列变换将 m1i 都消为 0, 再施加以初等行变换将
mi1 都消为 0. 故可以不妨假设 m11 ̸= 0,m12 = . . . = m1n = 0,m21 =

. . . = mk1 = 0.

• 若有 2 ≤ i ≤ k, 2 ≤ j ≤ n使得m11 - mij ,利用带余除法mij = qm11+r,
将第 1 列加到第 j 列, 再将第一行乘以 −q 加到第 i 行, 再交换第 1 列

和第 j 列, 再交换第 1 行和第 i 行, 这样得到新矩阵 M ′, 其第一行第
一列元素为 r 严格小于 m11, 将用归纳假设得证. 故还可以不妨假设
∀2 ≤ i ≤ k, 2 ≤ j ≤ n,m11|mij .

经过上面一番约化, 可以假设 M =

(
d1

d1N

)
, 根据归纳假设, 设 P ′NQ′

成 (∗) 形式, 作 P =

(
1

P ′

)
, Q =

(
1

Q′

)
, 则 PMQ 化成 (∗) 形式. 得

证. �

定理 B.3 (Abel 群结构定理) 对于有限生成的 Abel 群 G,

(1) 都存在正整数 d 和有限正整数序列 {di > 1}si=1 满足 di−1|di 对任何
2 ≤ i ≤ k, 使得

G ∼= Zd ⊕
s⊕

i=1

Z/diZ

(2) 都存在正整数 d 和由素数的方幂组成的有限多重集 {pni
i }ti=1, 使得

G ∼= Zd ⊕
t⊕

i=1

Z/pni
i Z
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证明 (1) 设 ⟨gi⟩ni=1 = G, 作同态

φ : Zn −→ G ei 7−→ gi

其中 {ei}ni=1 是标准基, 考虑 kerφ 是 Zn 的子群, 按 (B.2), 则

Zn = Zx1 ⊕ . . .⊕ Zxn kerφ = Zd1x1 ⊕ . . .⊕ Zdrxr

于是

G ∼=
Zn

kerφ =
Z
d1Z
⊕ . . .⊕ Z

dkZ
⊕ Zxk+1 ⊕ . . .Zxn ∼= Zn−k ⊕

k⊕
i=1

Z/diZ

而当 di = 1 时, 将 Z
diZ 被约为平凡群, 当 di = 0 时, Z

diZ 为 Z.
(2) 因为根据中国剩余定理 Zmn

∼= Zm ⊕ Zn. �

B.2 局部化

B.3 中国剩余定理

定义 B.4 (互素) 对于交换环 R, 理想 a, b, 若 a + b = R, 则称 a 和 b互素

(coprime, relative prime) .

推论 B.5 如果 a, b 互素, 则 an + bm = (1).

证明 因为已经有 a+ b = (1), 故存在 a ∈ a, b ∈ b 使得 a+ b = 1, 那么

1 = (a+ b)2n =
∑
· · · a•b• 每项要么 ∈ a, 要么 ∈ b

故 an + bm = (1), 命题得证. �

命题 B.6 若 a+ c = b+ c = A, 则 ab+ c = A.

证明 A = (a+ c)(b+ c) ⊆ ab+ c(a+ b+ c) ⊆ ab+ c ⊆ A. �

命题 B.7 对于两个互素的理想 a, b, ab = a ∩ b.
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证明 ab ⊆ a ∩ b = (a ∩ b)(a+ b) = a(a ∩ b) + (a ∩ b)b ⊆ ab+ ab = ab. �

定理 B.8 (中国剩余定理) 对于交换环 R, 有限个两两互素的理想 a1, . . . , an,
则有

R

a1 ∩ . . . ∩ an
∼=
R

a1
× . . .× R

an

证明 首先

φ : R −→ R

a1
× . . .× R

an
r 7−→ (r mod ai)i

的核就是 a1 ∩ . . . ∩ an, 故是单射. 为了看到是满射, 只需要证明右手边的标准
基

ei = ( . . .︸︷︷︸
都=0

, 1︸︷︷︸
第 i 位

, . . .︸︷︷︸
都=0

)

不妨只证明 i = 1 的情况, 因为两两互素, 所以 a1 和 a2 . . . an 互素, 设
a ∈ a1, b ∈ a2 . . . an 使得 a+ b = 1, 则

b = 1− a ≡

0 mod ai

1 mod a1

故 φ(b) = ei, 命题得证. �

B.4 整环

定义 B.9 对于整环 R, a, b ∈ R \ {0},

• 若 c ∈ R 使得 b = ac, 则称 a整除 b, 记为 a|b. 并且约定 a|0 对任何
a ∈ R. 容易验证, 这 a|b ⇐⇒ (b) ⊆ (a).

• 定义等价关系, 方便起见∼符号将贯穿本节

a∼b ⇐⇒ ∃u ∈ U(R), s. t. a = bu

称之为相伴 . 容易验证, x∼y ⇐⇒ x|y, y|x.
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定义 B.10 (素元, 不可约元) 在整环 R 上, a, b ∈ R \ {0}. 非零元 p, q 不是

单位.

• 若 p|ab ⇐⇒ p|a或p|b, 则称 R 为素元 . 注意, 其中 ⇐ 对任何都成立.

• 若 q = ab⇒ a∼1或b∼1, 则称 q 为不可约元 .

显然, 与素元相伴的元还是素元, 与不可约元相伴的元还是不可约元. 故我们
可以在相伴的意义下谈论素元与不可约元.

定理 B.11 主理想整环是唯一分解整环.

证明 首先, 主理想整环都是 Noether 的 (参见 (C.4)), 因为任何理想升链

a• : a1 ⊆ a2 ⊆ . . .

的并
∪∞

i=1 ai 还是理想, 因此是主理想, 设为 (a), 但是 a 必定落在某一个 ai

里, 从而从 ai 开始, a• 就相同了. 有了 Noether 性, 可以将任何一个元 x 分解

成不可约元的乘积 2,

x = p1 . . . pn p1, . . . , pn 是不可约元

其次, 主理想整环中不可约元3 一定是素元4. 因为若 p|ab 但 p - a, p - b,
假设 (p) + (a) = (c), 则 c|p 故 c∼1 或 c∼p, 但后者意味着 p|a 矛盾, 故 c∼1.
这意味着 px1 + ay1 = 1 对某个 x1, y1. 同理可得 px2 + by2 = 1 对某个 x2, y2,
故

1 = 12 = (px1 + ay1)(px2 + by2) = p(px1x2 + x2by2 + 1y1x2) + ab(y1y2)

但此时 p|ab, 这意味着 p|1, 矛盾! 这可以导出分解是唯一的, 若 x 有两种分解

x = p1 . . . pn = q1 . . . qm

则 p1|x = q1 . . . qm, 根据素元的定义, p1|qi, 根据不可约性知 p1∼qi, 两边
同时约去 p1 只相差单位, 可以持续下去得到 n = m 和置换 σ ∈ Sn, 使得
pσ(i) = qi, 命题得证. �

2因为如果 x 本身不可约, 则已经分解完, 否则可以拆成两部分, 然后再继续分析.
3即满足如下条件的不是单位或零元的 p, ab = p ⇐⇒ a∼p 或b∼p
4即满足如下条件的不是单位或零元的 p, p|ab ⇐⇒ p|a 或p|b.



96 APPENDIX B. 抽象代数回顾

定理 B.12 (Gauss) 若 R 是唯一分解整环, 则 R[X] 也是唯一分解整环. 且
R[X]中的不可约元是 R中的不可约元或是系数最大公约元5 为 1的 FracR[X]

中不可约多项式.

证明 首先, 对于多项式 f ∈ R[X], 我们引入容度 c(f) 为系数的最大公约元.
这延展到整个 FracR[X] 上通过 c

(
f
a

)
= c(f)

a . 我们证明 c(fg)∼c(f)c(g). 通过
用 f/c(f)替代 f , g/c(g)替代 g,不妨假设 c(f)∼1, c(g)∼1,我们证明 c(fg)∼1.
否则有素元 p|c(fg), 这样

fg ≡ 0 mod p

但是 R/pR[X]是整环, 故 f ≡ 0 mod p或 g ≡ 0 mod p, 这与容度为 1矛盾.
对于一个多项式 f ∈ R[X], 假如 f 在 FracR[X] 中的完全分解6为

f = cf1 . . . fn

可以取 c = c(f), c(fi)∼1. 这就是我们期望的唯一分解. 剩余的关于不可约性
和唯一性的部分交给读者自行验证. �

B.5 域扩张

对于域 L 的子域 K, 称 K ⊆ L 为域扩张 (extension) . 有时记为 L|K.

定义 B.13 对于域扩张 K ⊆ L, x ∈ L, 则

f = {f ∈ K[X] : f(x) = 0}

是一个理想, 如果 f = 0, 则称 x 在 K 上超越 (transcendental) , 即任何非
零多项式都不能杀死 x. 如果 f = ⟨f⟩, 则称 x 在 K 上代数 (algebraic) , 并
称 f 为 x 的极小多项式 (irreducible polynomial) . 显然, 最小多项式都
是不可约的.
如果 L 所有元都在 K 上代数, 则称 K ⊆ L 为代数扩张.

5即整除他们最大的元, 因为唯一分解, 对应素数的方幂是每个元对应素数方幂的最小值. 这在
相伴意义下是唯一的.

6因为 Frac[X] 是主理想整环, 因为上面也有欧式除法.
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记号 B.14 对于域扩张 K ⊆ L, x ∈ K, 记

K(x) =

{
f(x)

g(x)
: f, g ∈ K[X], g(x) ̸= 0

}
为 K 包含 x 的最小域扩张, 即 x 和 K 生成的域, 这被称为单 (simple) 扩
张 . 记

K[x] = {f(x) : f ∈ K[X]}

为包含 x 和 K 的最小的环, 即 x 和 K 生成的环. 更多元的记号以此类推.

定理 B.15 (单扩张) 对于域扩张 K ⊆ L, x ∈ K,

• 当 x 代数时,

K(x) = K[x] ∼=
K[X]

⟨f⟩
f 是 x 的最小多项式

• 当 x 超越时,

K(x) ∼= K(X) 即 K 上的 1 元有理函数域

证明 先证明 K[X] ∼= K[X]
⟨f⟩ . 可以作

φ : K[X] −→ K[x] f 7−→ f(x)

其核正是 ⟨f⟩, 故已经得到 K[X]/ ⟨f⟩→K[x] 的单射, 其是满射是显然的.
然后, 因为 K[X] 是主理想整环, ⟨f⟩ 是极大理想, 故 K[x] 已经是域7, 故
K(x) = K[x]. 超越的情况根据定义显然. �

定义 B.16 对于域扩张 K ⊆ L, 显然 L 成为 K-线性空间, 记 [L : K] =

dimK L. 如果 [L : K] <∞, 则称为有限扩张 .
不难验证塔性质 对于域扩张 K ⊆ L ⊆ F 有 [F : L][L : K] = [F : K].
如果 K ⊆ L 是有限扩张, 则也是代数扩张8. 从而代数扩张的代数扩张还

是代数扩张9.
7当然, 也可以使用分母有理化的手法
8因为 x ∈ L, 1, x, x2, . . . 必定线性相关, 便得方程.
9因为 K ⊆ L ⊆ F , 当都是有限扩张的时候非常容易, 而一般情况, 对于任意 x ∈ F , 将 x 在

L 上的方程的系数 ai 拿出来, 这样实际上 x 在 K[a1, . . . , an] 上代数, 约化为有限情形.
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B.6 代数闭包

定义 B.17 (代数闭包) 对于域 K, 若代数扩张 K ⊆ L 使得任何 f ∈ K[X]

都在 L 上有 deg f 个根, 换言之 f 都分解为一次式, 则称 L 是 K 的代数闭

包 (algebraic closure) , 记为 algK.

定理 B.18 (代数闭包存在) 对于域 K, 代数闭包总是存在的.

证明 设其上的全体不可约多项式 {fi}i∈I , 考虑有理函数域 K[Xi]i∈I , 并挑
选 10 包含 ⟨fi(Xi)⟩ 的极大理想 M. 则 K[Xi]/M ⊇ K 且 fi 在上面有根 Xi.
但是这样操作可能不是 fi 的所有根, 于是可以继续作下去得到链

K ⊆ K1 ⊆ K2 ⊆ . . . ⊆ Kn ⊆ . . .

取 L =
∪∞

i=1Ki, 这时, 任何 f ∈ K[X] 都在 L 上有根. �

定理 B.19 (延拓定理) 对于域 K, 其代数闭包 L, 对于任何代数扩张 K ⊆ E,
则任何同态 K→L, 可以延拓为同态 E→L.

证明 在 E = K[x] 时, 设 f 是 x 的最小多项式, 那么 f 在 L 上有某个根 x′,
那么直接映射

φ : K[X] −→ L f(X) 7−→ x′

容易验证, kerφ = ⟨f⟩, 其诱导了同态. 然后, 对于一般情形, 则是 Zorn 引理
的惯常运用. �

关于 Zorn 引理, 读者如果想要快速把握其使用要诀, 可移步 [1]§5.4.

推论 B.20 对于域 K, 任意两个代数闭包都同构.

证明 对于两个代数闭包 L,F , 根据延拓定理 (B.19), 有嵌入 L→F , 但是任
何 F 中的元素 x 都在 K 上代数, 而落在 L 中, 故是满射. �

10显然, 因为 ⟨fi(Xi)⟩ 是真理想, 这总是存在的 (C.2).
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定义 B.21 (可分扩张, 正规扩张) 对于任何代数扩张 K ⊆ E 记

HomK(E, algK) = {f : E→ algK | f |K = id}

称当中元素为 E 到 algK 的 K 同态, 并记 # HomK(E : algK) = [E : K]s,
称为可分次数 .
称 K-同态的作用为 K-共轭 (conjugate) , 例如对于 x ∈ E, 对于

f ∈ HomK(E, algK), f(x) 就被称为 x 在 K 上的共轭. 显然, x 的 K-共轭
取遍 x 在 K 上最小多项式的所有根11.

• 对于有限代数扩张 K ⊆ E,称其为可分 (separable)扩张 ,如果 (B.19)
的扩张方法数等于扩张次数, 即 [E : K]s = [E : K].

不难验证对于域扩张 K ⊆ L ⊆ F 有 [F : L]s[L : K]s = [F : K]s. 单扩
张 K[x] 是可分的当且仅当 x 的最小多项式没有重根 12, 作为推论, 特
征为 0 时, 所有代数扩张都是可分的13.

对于一般的代数扩张 K ⊆ E, 称 x ∈ E 为可分元如果单扩张 K ⊆ K[x]

可分, 称 K ⊆ E 可分, 如果所有元都可分, 容易验证两个定义是相容的.

• 如果代数扩张 K ⊆ E, 如果任意 f ∈ HomK(E, algK) 使得 f(E) = E,
则称为正规 (normal) 扩张 .

等价地, 任何不可约 f ∈ K[X] 要么在 E 上没有根, 要么有所有根. .

容易验证, 对于有限扩张 K ⊆ E, 总存在一个包含 E 的有限正规扩张

K ⊆ N , 因为只需要把那些生成元的最小多项式的其他根一并添加进去
即可.

• 如果代数扩张 K ⊆ E 既是可分的, 又是正规的, 则称之为Galois 扩张 .
如果挑选选定某个 E→ algK, 从而视作子域, 还可以看成

HomK(E, algK) = HomK(E,E)

11 因为对任何根 x′, K[x′] ∼= K[X]
⟨f⟩ , 故总存在 x 7→ x′ 的 K[X]→ algK 的同态, 再延拓.

12因为满足 f : K[x]→ algK 且 f |K = idK 的 f 只由 x 的取值决定, 而 f 只能将 x 映为 f

的根, 且映成任何根都可以形成同态.
13因为 f 和 f ′ ̸= 0 都是互质的, 而特征 p 时会出现 f ′ = 0 的情况.
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此时, HomK(E, algK) 构成一个群 14. 这被称之为Galois 群 , 通常记
为 Gal(E : K).

关于可分性有一系列更为深入的刻画, 参见 [5]§IV.5, IV.6.

B.7 Galois 理论

定理 B.22 (本原元存在定理) 对于有限可分扩张 K ⊆ L, 总存在 x ∈ L 使得
L = K[x].

证明 在 K 是有限域的情况, L 也是有限域, 而有限域的乘法群都是循环
群 (B.36), 直接取这个循环群的生成元即可. 下面我们关注无穷的情况.
考虑递归论证, 只需证明二元情况, 设 L = K[a1, a2], 考虑 a1 + xa2, 考虑
F = K[a1 + xa2], 我们只要存在某个 x 使得 a2 ∈ F 即可. 设 a1, a2 的最小多

项式为 f1, f2, 那么

f1(a1 + xa2 −Xa2) f2(X)

有公共根, 故有公因式 R ∈ F [X], 我们希望取 x使得 degR = 1, 这样 x2 ∈ F .
否则, 根据可分性, R 还有 a2 以外的其他根, 这些根还和 a2 共轭, 这也是
f1(a1 + xa2 −Xa2) 的根, 而 f1 的根有限, a2 的共轭亦有限, 这可以解出此时
x 的取值, 但这样的取值只有限多, 只需取 x 避开这些取值即可. �

定理 B.23 (Galois 对应) 对于 Galois 扩张 K ⊆ L, 对应的 Galois 群是 G.
那么关于中间域 F 和子群 H ≤ G 有如下对应

H = Gal(L : F ) ⇐⇒ F = {x ∈ L : ∀σ ∈ H,σx = x}

证明 先证明 ⇒, 根据 Galois 群的定义有

F ⊆ {x ∈ L : ∀σ ∈ H,σx = x}

14因为实际上任何 f ∈ HomK(E,E) 都是同构, 单射不必说, 那么 E 是有限维的时候就得证

了, 满射只需考虑某个单扩张.
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反之, 对于 y ∈ {x ∈ L : ∀σ ∈ H,σx = x}, 考虑 y 在 F 上的某个共轭 y′, 找
共轭 σ 使得 y 7→ y′, 此时 σ ∈ H, 从而 y′ = y, 根据可分性, y ∈ F .

再证明 ⇐, 首先, 根据 Galois 群的定义有

H ⊆ Gal(L : F )

我们要证明 |Gal(L : F )| ≤ |H|, 根据可分性即 [L : F ] ≤ |H|. 根据 (B.22), 找
本原元15x 使得 L = F (x), 那么考虑 f =

∏
h∈H(X − h(x)), 这个多项式的系

数被 h 作用是不变的, 故 x 的最小多项式 f0 整除 f , 故

deg f0 = [L : F ] ≤ |H| = deg f

命题得证. �

定理 B.24 对于 Galois 扩张 K ⊆ L, 对应的 Galois 群是 G. 如果关于中间
域 F 是 K 的正规扩张, 则 Gal(L : F ) 是 Gal(L : K) 的正规子群, 且

Gal(F : K) =
Gal(L : K)

Gal(L : F )

证明 所谓正规指的就是 ∀σ ∈ Gal(L : K), σ(F ) = F , 故

σ(Gal(L : F ))σ−1 = {σfσ−1 : f |F = idF } ⊆ Gal(L : F )

是正规子群. 而考虑

φ : Gal(L : K) −→ Gal(F : K) f 7−→ f |F

这个映射的核就是 Gal(L : F ). �

B.8 迹与范数

定义 B.25 (迹与范数) 对于域扩张 K ⊆ L, x ∈ L, 用 x · ∗ 表示 L 上的左乘

x 的线性变换 [y 7→ xy], 定义 x 的迹与范数

tr↓LK x = tr(x · ∗) Nm↓LK x = det(x · ∗)
15显然, 可分扩张的子扩张还是可分的.
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容易验证这是良定义的, 实际上 tr↓LK 和 Nm↓LK 分别是 L 到 K 的加法和乘

法同态.
容易验证的是如果 x ∈ K, 则

tr↓LK x = [L : K]x Nm↓LK x = x[L:K]

且利用线性代数, 对于域扩张 K ⊆ L ⊆ F , 不难知道对任何 x ∈ F , 有塔性质

tr↓FK x = tr↓LK (tr↓FL x) Nm↓FK x = Nm↓LK (Nm↓FL x)

还可以验证单扩张 K ⊆ K[x], 设 f = Xn + an−1X
n−1 + . . . + a0 是 x 的极

小多项式, 则取基 1, x, . . . , xn−1 计算知道

tr↓K[x]
K x = −an−1 Nm↓K[x]

K x = (−1)na0

命题 B.26 对于可分域扩张 K ⊆ L, x ∈ L, 有

tr↓LK x =
∑

σ∈HomK(L,alg K)

σx Nm↓LK x =
∏

σ∈HomK(L,alg K)

σx

证明 首先, 当 L = K[X] 时这是正确的, 因为 {σx : σ ∈ HomK(L, algK)}
恰好取遍所有 x 的极小多项式的根各 1 次. 其次, 当 x ∈ L 时利用可分性可
以直接算出这是正确的. 最后, 利用塔性质, 拆分成 K ⊆ K[x] ⊆ L 得证. �

命题 B.27 (Dedekind-Artin 引理) 设 Γ 为乘法幺半群 E 是整环, 令 X
是一族幺半群的互异同态 Γ→E, 则 X 在 E 上线性无关. 具体来说, 对于
aχ ∈ E, 方程 ∑

χ∈X
aχχ(−) = 0 ⇐⇒ aχ = 0

证明 挑选 (aχ) ̸= 0 满足条件, 首先, 因为 χ(1) = 1, 所以至少有两个 aχ ̸= 0.
那么任意选择这样两个 ξ, η ∈ X , 即 0 ̸= aξ ̸= aη ̸= 0, 因为互异, 所以存在
g ∈ Γ 使得 ξ(g) ̸= η(g), 这样∑

χ∈X

aχχ(g)χ(−) =
∑
χ∈X

aχχ(g−) = 0
∑
χ∈X

aχξ(g)χ(−) = 0

两式相减将 ξ(−) 前系数约去, 但没有约去 η 前的系数, 得到了一个规模更小
的线性方程, 实现了递降, 导出矛盾. �
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命题 B.28 对于有限可分域扩张 K ⊆ L, “迹 (trace) 配合 (pairing) ”

⟨−,−⟩ : L× L −→ K (α, β) 7−→ tr↓LK (αβ)

是非退化的, 即任意 α ̸= 0 都存在 β 使得 ⟨α, β⟩ ̸= 0.

证明 记 tr ↓LK= tr. 即证明存在 α ∈ L 使得 trα ̸= 0. 若任意 α ∈ L 都有
trα = 0, 因为可分, 实际上

trα =
∑
σ

σα

其中 σ 取遍所有 K 同态 L→ algK. 若 tr = 0, 而根据 (B.27), σ 是线性无关
的, 故矛盾. �

B.9 分圆扩张

定义 B.29 (本原单位根) 称一个单位根 ζ 是 n 次本原 (primitive) 单位
根如果 ζn = 1 且 ζd ̸= 1 对任何 d < n. 换言之, 使得

ζn = 1 ζm = 1 ⇐⇒ n|m

容易验证所有 n 次本原单位根都形如

ζn = e 2πi
n (n, i) = 1

共有 φ(n) 个. 其中 φ 是 Euler 函数. 容易验证, 任意给 n 次本原单位根 ζ,
对于所有和 n 互质的 m, ζm 取遍所有本原单位根.

定义 B.30 对于 n ≥ 1, 定义第 n 个分圆 (cyclotomic) 多项式

Φn(X) =
∏

i=1,...,n
(n,i)=1

(X − ζin) ζn = e 2π
n

注意到
∏

d|n Φn(X) 的所有零点取遍全部 n 次单位根, 故∏
d|n

Φn(X) = Xn − 1
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从而归纳得到 Φn(X) 是首一的整系数系数多项式 16.

命题 B.31 Φn(X) 是 Z 上的不可约多项式.

证明 任意取 ζ 为 n 次本原单位根, 其最小多项式 f |Φn, 假设 fg = Φn. 下
面证明 ζp 也是 f 的根, 当 p - n. 这就足够说明 f 有所有本原 n 次单位根了
17. 首先, 不难验证 ζp 也是本原单位根18. 若不是 f 的根, 则是 g 的根. 此时
f(X) 和 g(Xp) 有公共根 ζp, 这使得有非常数整系数多项式

h(X)|f(X) h(X)|g(Xp)

再 modp 考虑, 此时 g(Xp) = g(X)p, 因此有非常数整系数多项式 k(X) 在

Z/pZ 中有 k|h, 且 k|g, 这样

k(X)|f(X) k(X)|g(X)

这迫使 fg = Φn 有重根, 但是 Φn(X)|Xn − 1, (Xn − 1)′ = nXn−1 ̸≡ 0, 故没
有重根, 矛盾. �

推论 B.32 任何 n次本原单位根 ζn 其最小多项式都是 Φn(X). 且 Q ⊆ Q[ζn]

是 Galois 扩张. 其 Galois 群同构于 Zn 的单位群 Z×
n .

证明 因为 Q[ζn] 含有所有的 Φn(X) 的根. 故是正规扩张. 因为特征为 0, 故
是可分的. 而 Galois 群可以理解为置换, 具体来说

φ : Z×
n −→ Gal(Q[ζn] : Q) m mod n 7−→ [ζ 7→ ζm]

容易验证这是同构. �

推论 B.33 仔细端详 (B.24) 和上面给出的同构. 对于 n|m, Kn ⊆ Km, 且

Gal(Q[ζn] : Q[ζm]) = {k mod m ∈ Z×
m : k ≡ 1 mod n}

16是因为 “整除” 是不依赖于数域的, 具体来说若 f = gh, 如果 f, h ∈ k[X], 那么自动能得到
g 的系数落在 k 里, 故 Φn(X) 是有理系数多项式, 通过计算容度知道还是整系数多项式.

17因为这样任何和 n 互质的 m 都有 ζm 是 f 的根, 假设 ζ = e
2πi
n , ia+ nb = 1, 那么 a 和 n

互素, 那么 ζa = e
2π
n , 反之亦然.

18因为任何 d, ζpd = 1 意味着 n|pd, 矛盾.
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定义 B.34 记号承上, 称 Q[ζn] 为第 n 个分圆扩张 .

命题 B.35 暂记 Q[ζn] = Kn, 关于分圆扩张有如下性质,

(1) Kn ∩Km = K(m,n).

(2) 包含 Kn,Km 的最小域 KnKm = K[m,n].

(3) Kn = Km 对 n < m 当且仅当 n 是奇数, 2n = m.

证明 (2) 包含 Kn,Km 的最小域就是包含 ζn, ζm 的最小域, 显然, ζnζm 是
[m,n] 次本原单位根, 其生成了所有的 [m,n] 次单位根, 当然生成了 ζn, ζn, 故
KnKm = K[m,n].

(2) 都置于 K[m,n] 中考虑, 利用 Galois 理论,

Kn ∩Km =

{
x ∈ K[m,n] :

∀σ ∈ Gal(K[m,n] : Km) ∪Gal(K[m,n] : Kn)

σx = x

}

根据 (B.33)Gal(K[m,n] : Km) = {k mod [m,n] : k ≡ 1 mod m}

Gal(K[m,n] : Kn) = {k mod [m,n] : k ≡ 1 mod n}

故 Gal(K[m,n] : Km) 和 Gal(K[m,n] : Kn) 生成的子群是
19

{k mod [m,n] : k ≡ 1 mod (m,n)}

故根据 (B.33) 和 Galois 理论 KnKm = K[m,n].
(3) 通过复合分圆域, 只需要证明 n|m 的情况, 通过取中间域还可以不妨

假设 m/n 是素数. 根据 (B.33), 即

{k mod m ∈ Z×
m : k ≡ 1 mod n} = {1 mod m}

19因为对于 ℓ, 存在 ℓ ≡ kh mod [m,n], 使得 k ≡ 1 mod n, h ≡ 1 mod m 即
k ≡ 1 mod n/(m,n)

k, h ≡ 1 mod (m,n)

h ≡ 1 mod m/(m,n)

根据中国剩余定理只需要存在 k, h ≡ 1 mod (m,n), 则就是 n ≡ 1

mod (m,n).
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换言之, 所有可疑的元素

1 + n mod m 1 + 2n mod m . . . 1 + (p− 1)n mod m

均不是单位, 但是 1 + 2n 和 n 互质, 这迫使 p|1 + n, 1 + 2n, . . . , 1 + (p − 1).
这迫使 p = 2, 且 n 是奇数. 命题得证. �

B.10 有限域

有限域根据其特征可以将 Fp = Z/pZ 嵌入其中. 因为任何扩域都视为基
域的向量空间, 故有限域的阶必为素数的方幂.

命题 B.36 有限域的乘法群都是循环群.

证明 在有限域的乘法群 G 上 Xn = 1 的解至多只有 n 个, 找 G 中阶最大的

元素 x, 不妨设之为 n, 不难得到20任何元素的阶都整除 n, 换言之所有元素都
满足方程 Xn = 1, 这迫使 n = |G|. �

命题 B.37 对于固定的素数方幂 pn, 在同构意义下有唯一的 pn 阶有限域.

证明 因为乘法群都是循环群, 即所有非零元都满足 Xpn−1 = 1. 那么实际上
pn 阶有限域一定是 Xpn −X 的所有根组成的集合. 在 Fp 的代数闭包中选出

Xpn −X 的所有根, 不难验证, 他们就构成了 pn 阶有限域. �

定义 B.38 记阶为 pn 的有限域为 Fpn .

定义 B.39 (Frobenius 自同态) 对于有限域的扩张 Fpn ⊆ Fpm , 可以定
义Frobenius 自同态

Frpn : Fpm −→ Fpm x 7−→ xp
n

因为特征 p 之故, 这是乘法同态, 又因为是单射, 故实际上是满射. 因为
x ∈ Fpn ⇐⇒ xp

n

= x, 故 Frpn 是 Fpn-同态.
20对于 y, 设其阶为 m, 根据算术基本定理取互质 p, q 满足 pq = [m,n], p|m, q|n, 则 xm/p 的

阶为 p, yn/q 的阶为 q, 从而 xm/pyn/q 的阶为 pq.
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命题 B.40 有限域的扩张 Fpn ⊆ Fpm 必是 Galois 扩张, 且 Galois 群是由
Frobenius 自同态 Frpn 生成的 m/n 阶循环群.

证明 先说明其是 Galois 扩张, 这只需要约化到 n = 1 的情况. 此时 Fpm 就

是 Xpm −X 的所有根, 故是正规的. 可分是因为 Xpm −X 没有重根. 为了计
算 Galois 群, 注意到

Fripn i = 1, . . . ,m/n

两两不同, 即 Frpn 的阶是 m/n, 根据定义其阶是对 x ∈ Fpm 有 xnd = x 的最

小之 d, 容易知道 d = m/n. 而他们就已经有 [Fpm : Fpn ] 个了, 已经将 Galois
群填满. �



Appendix C

交换代数简介

C.1 素理想和极大理想

定义 C.1 对于交换环 R, 称一个理想 p 是素理想 (prime)如果是一个真理
想, 且

xy ∈ p ⇐⇒ x ∈ p或y ∈ p

称 m 是极大 (maximal) 理想如果是一个真理想, 且没有比之更大的真理想.
不难验证 p 是素理想 ⇐⇒ R/p 是整环, p 是极大理想 ⇐⇒ R/p 是域,

从而极大理想必是素理想.
如果有环同态 R

φ→ R′, R′ 有素理想 p′, 则 φ−1(p′) 也是素理想.

定理 C.2 (极大理想存在) 对于交换环 R, 任意真理想 a 都存在极大理想

m ⊇ a.

证明 考虑全体包含 a 的真理想 Σ, 因为 Σ ̸= ∅, 且任何链 b• 都有上界
1∪

b• ∈ Σ, 于是根据 Zorn 引理, 有极大元, 这就是极大理想. �

关于 Zorn 引理, 读者如果想要快速把握其使用要诀, 可移步 [1]§5.4.

1具体来说因为 1 /∈
∪

b•, 故还是真理想.

108
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C.2 降链条件

定义 C.3 (Noether 环) 一个交换环 R 被称为Noether的, 如果任意理想
升链

a• : a1 ⊆ a2 ⊆ . . . ⊆ an ⊆ . . .

都静止, 即存在 n > 0 使得 N > n 时总有 aN = an. 等价地, 任何由 R 的理

想组成的非空集合必有极大元, 因为不然的话, 可以得到严格递增的理想升链.
类似地, 对于 R-模 M 被称为Noether的, 如果任意子模升链

N• : N1 ⊆ N2 ⊆ . . . ⊆ Nn ⊆ . . .

都静止.

命题 C.4 一个交换环 R 是 Noether 的当且仅当其理想都是有限生成的.

证明 首先, 先证明 “当”. 如果有理想链

a• : a1 ⊆ . . . ⊆ an ⊆ . . .

则
∪

a• 也是一个理想, 其生成元散落在有限个被并项中, 从而存在 n 使得

an =
∪
a•, 换言之, a• 从 an 开始不变.

反之, 对于理想 a, 可以取她包含的极大的有限生成理想 b ⊆ a, 那么
b = a, 否则任意 x ∈ a \ b 使得 b+ xR ⊆ a 有限生成而更大. �

利用类似的方法可以证明模的版本.

命题 C.5 一个模是 Noether 模当且仅当所有子模都是有限生成的.

命题 C.6 对于 Noether 环 R 的模 M , M 是有限生成模, 当且仅当所有子模
都是有限生成的.

证明 不妨只验证自由模的情形. 假设 Noether 环 R, 考虑 M = Rn. 只需要
证明 Rn 是 Noether 的, 对于一条子模升链 M•, 考虑 R ∩M•, 其中 R 是 M

的第一个分量, 根据环的 Noether 性, 不妨假设 R ∩M• = A, 那么

M•

A
=

M•

R ∩M•
=
R+M•

R
⊆ Rn

R
= Rn−1
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实现递降. 假设 M•
M1
静止于 B, 这就可以断言 M• 静止了

2. �

关于 Noether 性的讨论远不止于此, 这里只是为了本书内容而做的最基
本的讨论. 深入的讨论详见 [4]6, 7 两章或 [3]16 章.

C.3 局部化

定义 C.7 (局部化) 对于整环 R, 若 R 的不含 0 但含 1 的对乘法封闭的子集

S, 此时称 S 为乘性子集 , 定义

S
-1
R =

{r
s
∈ FracR : r ∈ R, s ∈ S

}
这还是一个环, 称为 R 对 S 的局部化 .

一般的局部化不一定在整环上处理, 详见 [4]3 章或 [3]11, 12 章, 下面的
定理实际上依旧成立, 不过验证时, 需要再小心一些, 因为一般情况 x

s = y
t 并

不直接等价于 xt = ys.

命题 C.8 (局部化的理想对应) 对于整环 R,

• R 的理想 a 在 S
-1
R 中生成的理想, 记

α(a) := aS
-1
R = S

-1
a :=

{a
s
: a ∈ a, s ∈ S

}
• S

-1
R 的理想 b, 记

β(b) := b ∩R =
{
x ∈ R : ∃s ∈ S, s. t. x

s
∈ b
}

• 对 R 的理想 a, S-1
R 的理想 b,

β(α(a)) = aS := {x ∈ A : ∃s ∈ S, s. t. sx ∈ a} α(β(b)) = b

2具体来说, 对于 M ⊆ M ′, 如果 M/A = M ′/A = B, 那么任意 x′ ∈ M ′ 都对应一个 x ∈ M

使得 x ≡ x′ mod A, 那么 x − x′ ∈ A ⊆ M , 换句话说 x′ ∈ M , 或者根据五引理或蛇形引理均
可得证.
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• 特别地, α, β 限制在如下集合上是一一对应

α : {R 的素理想 p : p ∩ S = ∅} ←→ {S
-1
R 的素理想 q} : β

证明 前者是因为任意 x
sa = xa

s , 不难验证互相包含. 后者是因为若 x
1 ∈ b,

则 x
s ∈ b, 因为 1

s ∈ S
-1
R. 关于 β ◦ α 的论断, 即

β(α(a)) =
{
x ∈ R : ∃a ∈ a, s, t ∈ S, s. t. x

s
=
a

t

}
而不难验证存在 t, s, a使得 xt = as等价于存在 t ∈ S 使得 tx ∈ a. 关于 α ◦β
的论断根据前两者的刻画不难. 关于素理想的论断是因为任何素理想 p, 不难
验证 3

S
-1
p

= S
-1
R S ∩ p ̸= ∅

是素理想 S ∩ p = ∅

然后需要注意在 S ∩ p = ∅ 时, pS = p. �

定义 C.9 特别地, 对于素理想 p, S \ p 根据素理想的定义是一个乘性子集,
记此时的局部化为 Rp. 此时根据 (C.8), Rp 只有唯一的极大理想 pRp. 一般
地, 如果一个环只有一个极大理想则称之为局部 (local) 环 .

C.4 整性

定义 C.10 (整) 对于两个整环 A ⊆ B, x ∈ B, 如果 f ∈ A[X] 是首一的, 且
f(x) = 0, 则称 x 在 A 上整 (integral) . f(X) = 0 被称为一个适合 x 的整

性方程 . 将所有 B 中所有在 A 上整的元素收集起来, 称为 A 在 B 中的整闭

包 . 显然, A 包含在整闭包当中.

命题 C.11 对于两个整环 A ⊆ B, x ∈ B, 如下命题是等价的

(1) x 在 A 上整.

(2) 存在有限生成 A-模 M ⊆ FracB 使得 xM ⊆M . 其中 Frac表示分式域.
3第一行是因为 1 ∈ S

-1
p, 第二行是因为 1 /∈ S

-1
p, 否则 1 = p

s
, 这迫使 p = s ∈ S ∩ p, 然后验

证其真的是素理想.
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证明 假设 (1), 找首一的 f = Xn + an−1X + . . .+ a0 ∈ A[X] 使得 f(x) = 0.
则 M = A[x] =

∑n−1
i=0 Ax

i, 是有限生成的, 且显然 xM ⊆M , 从而 (2) 获证.
反之, 取 M 的生成元 e1, . . . , en, 根据 xM ⊆M , “左乘 x” 是一个 “线性

映射”, 换言之, 存在 {aij} ⊆ A, 使得
xe1 = a11e1 + . . . a1nen

. . . . . . . . .

xen = an1e1 + . . . annen

根据 Hamilton-Cayley 定理, 矩阵 {aij} 的特征多项式将 “乘 x” 这个线性映
射杀死, 因为 M ⊆ FracB, 所以特征多项式直接杀死了 x, 这就是一个所求的
首一多项式. �

实际上, 对于一般的交换环如果之间连接以同态, 就可以定义整性, 也有
类似如上的刻画, 证明大抵相似, 最后的 ⊆ FracB 这一条件被换为 “忠实模”,
参见 [3]P60 Chapter 10 或 [4]P59 Chapter 5.

推论 C.12 对于两个整环 A ⊆ B, A 在 B 中的整闭包是还是一个环.

证明 无非是验证对加法和乘法封闭. 注意到若 x, y ∈ B 在 A 上整, 则
M = A[x, y] ⊆ FracB 是有限生成 A-模, 此时 xyM ⊆M, (x+ y)M ⊆M , 根据
(C.11) 便得到对加法和乘法封闭, 得证. �

命题 C.13 对于三个整环 A ⊆ B ⊆ C, A 在 B 中的整闭包在 C 中的整闭包

是 A 在 C 中的整闭包.

证明 约定临时的记号 XY =X 在 Y 中的整闭包. 对于 x ∈ C, 首先, x 在 A

上整必定在 AB 上整, 故 AC ⊆ (AB)C . 而若 x 在 AB 上整, 假设

xn + bn−1x
n−1 + . . .+ b0 = 0

则实际上 x 在 A′ = A[b1, . . . , bn] 上整. 需要注意到 A′ 还是一个有限生成

A-模, 因为 bi 在 A 上整.
则根据 (C.11), 存在有限生成 A′-模 M ⊆ FracC 使得 xM ⊆ M . 我们断

言这也是有限生成 A-模. 因为注意到

M =
∑

A′xi =
∑∑

Ayjxi
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其中 A′ =
∑
Ayj 是有限生成 A-模. �

命题 C.14 对于整环 A ⊆ B, A 的乘性子集 S, 则

A 在 B 中的整闭包设为 C ⇒ S
-1
A 在 S

-1
B 中的整闭包设为 S

-1
C

证明 因为若 x ∈ S-1
C 在 S

-1
A 上整, 假设是

xn +
an−1

sn−1
xn−1 + . . .+

a0
s0

= 0 ai ∈ A, si ∈ S

通过通分知道存在 t ∈ S 使得 xt 在 A 上整, 从而 xt ∈ C, 从而 x ∈ S-1
C. �

命题 C.15 对于两个整环 A ⊆ B, 若 A 是唯一分解整环, x ∈ B 在 A 上整,
则 x 的首一最小多项式 ∈ A[X].

证明 若 F (X) ∈ A[X] 是首一的且 F (x) = 0 的多项式. 根据 Gauss 的定理
(B.12),

F = af1 . . . fn fi ∈ FracA[X] 是容度为 1 的不可约多项式

通过查看首项系数, 以及通过调整一个单位, 这些多项式还可以被假设是首一
的. 因为 f1(x) . . . fn(x) = 0, 那么必定有某个 fi 是 x 的最小多项式. �

例 C.16 (二次扩张) 下面来决定 Z 在 Q[
√
d] =

{
a+ b

√
d : a, b ∈ Q

}
上的整

闭包. 其中 d 不含平方因子.
若 a+b

√
d 整, 则 X2−2aX+a2−b2d 是 a+b

√
d 在 Q 上的最小多项式,

好在有 (C.15), 只要 2a, a2 − b2d ∈ Z. 设 2a = n, 则 n2 − (2b)2d ∈ 4Z ⊆ Z,
因为 d 无平方因子, 则 (2b)2 的分母总有 “多余”, 故 2b = m ∈ Z, 故

2a = n ∈ Z 2b = m ∈ Z n2 −m2d ≡ 0 mod 4

注意到

n2 ≡

0 n 是偶数

1 n 是奇数
mod 4

• 若 d ≡ 1 mod 4, n2 −m2d ≡ 0 mod 4 当且仅当 m,n 同奇偶.
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• 若 d ≡ 2, 3 mod 4, n2 −m2d ≡ 0 mod 4 当且仅当 m,n 都是偶数.

故, 我们得到 Q[
√
d] 上全体整元为

Z[δ] = {a+ bδ : a, b ∈ Z} δ =

 1+
√
d

2 d ≡ 1 mod 4
√
d d ≡ 2, 3 mod 4

特别地, d = −1 时, 就是第一章的 Gauss 整数环, d = 2 时, 就是第一章的
Z[
√
2]. 而 d = 5 时, 整闭包为 Z[ψ], 其中 ϕ =

√
5−1
2 是著名的黄金分割, 满足

ϕ2 + ϕ− 1 = 0, 当然是整的.

有了上面的介绍, 我们要将目光放在性质较好的环扩张上.

定义 C.17 (整闭) 如果对于两个整环 A ⊆ B, B 的所有元都在 A 上是整的,
则称扩张 A ⊆ B 是整的. 换句话说 A 在 B 中的整闭包是 B 全体.

如果 A 在 FracA 中的整闭包是 A 本身, 就称 A 是整闭的或正规的 . 换
句话说 A 在 FracA 中的整闭包是 A 本身.

命题 C.18 (塔性质) 对于三个整环 A ⊆ B ⊆ C, 如果 A ⊆ B 是整的, B ⊆ C
是整的, 则 A ⊆ C 是整的.

证明 根据 (C.13) 显然. �

命题 C.19 (Gauss) 主理想整环是整闭的.

证明 设主理想整环 A, a
b ∈ FracA, 可以假设 a, b 互质, 若其满足(a

b

)n
+ an−1

(a
b

)n−1

+ . . .+ a0 = 0

通分变形成

an = −b(an−1a
n−1 + . . . a0b

n−1)

与互质矛盾. �

命题 C.20 对于两个整环 A ⊆ B, 若 A 是整闭的, x ∈ B 在 A 上整, 则 x 的

首一最小多项式 ∈ A[X].
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证明 取 x ∈ B, 若 x 的最小多项式是

F (X) = Xn + an−1X
n−1 + . . .+ a0 a0 ∈ FracA

取 F 的所有根 x1, . . . , xn, 且 x1 = x, 根据域论, 存在自同构 σn : x1 7→ xn.
因为 F (x) = 0, 则

F (xn) = F (σnx) = σF (x) = 0

故 xn 在 A 上整, 从而根据 Vieta 定理, an−1, . . . , a0 也在 A 上整, 因为 A 是

整闭的, an−1, . . . , an ∈ A. �

定理 C.21 对于整环的整扩张 A ⊆ B, 域的代数扩张 K ⊆ L. 若

A 是整闭的 A 的分式域是 K

B 是 A 在 L 中的整闭包, 则

B 是整闭的 B 的分式域是 L

且

K ·B = L

B ∩K = A

tr(B) ⊆ A
Nm(B) ⊆ A

L

B

K

A

特别地, FracB = L.

证明 根据定义, B 是整闭的以及 B ∩ K = A 是显然的. 而 tr(B) ⊆ A

和 Nm(B) ⊆ A 的论断是因为整元的共轭还是整元, 整元相加还是整元, 而
B ∩K = A.
对于 x ∈ L 则 x 满足方程

xn +
a′n−1

an−1
xn−1 + . . .+

a′0
a0

= 0 a′i, ai ∈ A
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则两边同时乘以 an, 其中 a = an−1 . . . a0 ∈ A, 可以得到 ax 的整性方程, 根据
B 是 A 在 L 中的整闭包, 有 ax ∈ B. 故

L ⊆
{y
x
: y ∈ B, x ∈ A

}
= K ·B ⊆ L

这要求 L = K ·B. �

定理 C.22 对于整环的整扩张 A ⊆ B, 对于素理想 b ⊆ B, 记 a = b ∩A, 则

a = 0 ⇐⇒ 0 = b

a是极大理想 ⇐⇒ 极大理想有b

证明 (1)⇐ 是显然的. 反之, 若有 b ∈ b \ 0, 则 b ∈ B 适合整性方程

bn + an−1b
n−1 + . . .+ a0 = 0

不妨假设 n 取得最小, 故 a0 ̸= 0, 这样 a0 = b(. . .) ∈ b ∩ Z 产生矛盾.
(2) 需要证明 A/a 是一个域 ⇐⇒ B/b 是一个域. 首先容易验证 a 是素

理想, 故他们都是整环. 实际上有典范的嵌入 A/a→B/b, 因为 B 在 A 上整,
故 B/b 在 A/a 上整. 换句话说, 我们只要证明两个整环的整扩张 R ⊆ R′, 只
要其中一者为域则另一者为域.

假如 R′ 是一个域, 对于 x ∈ R \ 0, 考虑 1/x ∈ R′, 因为 R′ 在 R 上整, 所
以

1

xn
+ an−1

1

xn−1
+ . . .+ a0 = 0 ai ∈ R

通分以 xn−1, 可以得到
1

x
= −(an−1 + . . .+ anx

n−1) ∈ R

这就证明了 R 是一个域.
而假如 R 是一个域, 对于 y ∈ R′ \ 0, 假设

yn + an−1y
n−1 + . . .+ a0 = 0 ai ∈ A

不妨假设取得 n 最小, 这样 a0 ̸= 0, 同时除以 y,
1

y
= − 1

a0
(yn−1 + an−1y

n−2 + . . .) ∈ R′
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这就证明了 R′ 是一个域. �

以上命题说明对于整扩张而言, 最 “矮” 的素理想是对应的, 最 “高” 的素
理想也是对应的. 关于两个整扩张之间的素理想如何对应交换代数有更加深
入的研究, 参见 [3]P84 Chapter 14 或 [4]P59 Chapter 5.

C.5 离散赋值环

定义 C.23 对于域 K, 如果存在一个满射 ν : K −→ Z ∪ {∞}, 满足

(1) ν(0) =∞

(2) ν(xy) = ν(x) + ν(y)

(3) ν(x+ y) ≥ min(ν(x), ν(y))

其中关于 ∞ 的运算约定俗成. 此时称 ν 为一个离散赋值 (valuation) .
容易验证, ν(−1) = 0, ν(x) = ν(−x), ν(x) ̸= ν(y), 则 (3) 取到等号, 这

被俗称为 “木桶原理 ” 4. 更一般地, x + y + . . . + z = 0, 则必有两个元素
∈ {x, y, . . . , z} 取到 ν 在其上的最小值.
容易验证,

• A = {x ∈ K : ν(x) ≥ 0} 是一个环.

• m = {x ∈ K : ν(x) > 0} 是 A 的理想.

• A \m = {x ∈ K : ν(x) = 0} 是 A 的单位.

从而 A 是以 m 为极大理想的局部环, 即只有一个极大理想的环, 参见 (C.9).
称这样得到的 A 为离散赋值环 (discrete valuation ring) , 这时常被简写
作DVR .
显然, 若 ν 是 A 到 Z≥0 ∪ {∞} 的满射, 且满足 (1),(2),(3) 的条件, 就可

以自然延拓到整个 K 上. 但是对应的离散赋值环可能比 A 更大.

所谓离散, 指的是 “值群” 离散, 更一般地赋值环参见 [2]§10.2.
4其实 (3) 意味着任何 “三角形” 都是等腰的, 具体来说, 否则, 例如 ν(x) < ν(y), 考虑

ν(y) = ν(x+ y − x) ≥ min(ν(x+ y), ν(x)) = ν(x), 矛盾.
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命题 C.24 实际上, 离散赋值环 A 有 Euclid 除法, 具体来说, 对于任意
a ∈ A, b ∈ A \ 0, 都存在 d, r ∈ A 使得

a = db+ r r = 0或ν(r) < ν(b)

从而是主理想整环, 是唯一分解整环.
更具体地, 任何理想都形如 mn. 其中 m = {x ∈ K : ν(x) > 0}; 任意的

x ∈ A 使得 ν(x) = 1 都生成了极大理想 m = {x ∈ K : ν(x) > 0}.

证明 如果 ν(a) ≥ ν(b), 那么取 d = a/b, r = 0, 因为 ν(d) = ν(a)− ν(b) ≥ 0,
故 d ∈ A. 否则 ν(a) < ν(b), 则取 d = 0, r = a. 关于主理想的断言是日常的5.
而注意到, 如果一个理想 a 取到某一个 n 阶元, 则取到所有的 n 阶元, 因

为任意两个 n 阶元之间只相差单位6, “具体” 的断言得证. �

评注 C.25 换言之, 假如选定了 x 使得 ν(x) = 1, 离散赋值环任何一个非零
元素都可以写成 xnu, 其中 u 是单位, n ∈ Z≥0. 从而离散赋值环的分式域任
何一个非零元素也都可以写成 xnu, 其中 u 是单位, n ∈ Z.

现在我们可以画出如下的包含关系图7

DVR ⊆ ED ⊆ PID ⊆ UFD ∩ DedekindD

例 C.26 对于素数 p, 记 p 进赋值 ordp 是满足 (C.23) 定义的赋值, 其对应的
离散赋值环正是局部化

Z(p) =

{
x

y
: x, y 互质, p - y

}
⊆ Q

5 任何理想 a 中都可以选择 ν 取值最小的元素 a, 则 (a) ⊆ a, 任意 x ∈ a, 根据条件
ν(x) ≥ ν(a), 则 ν(x/a) ≥ 0 迫使 x/a ∈ A, 从而 x ∈ (a).

6对于 n 阶元 x, y, ν(x/y) = 0.
7最后一个包含关系实际上是相等关系. 假设 A 是 Dedekind 整环, 唯一分解整环, 因为理想

的唯一分解, 我们只需要证明非零素理想都是主理想. 对于任意非零素理想 p, 当中的某个非零元
素 x 经过元素的唯一分解, 由于 p 是素理想, 那么必有一个素元 p ∈ p, 但是素元生成的主理想
是素理想, 维数为 1 的条件导致了 (p) = p.
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例 C.27 对于域上的幂级数环 K[[X]], 上面有次数

deg
∞∑
i=0

aiX
i = max{i : ai = 0}

于是 f = Xif0, 其中 deg f0 = 0, 因为公式

1

1−Xf
= 1 + (Xf) + (Xf)2 + . . .

各项系数逐步被确定, 故次数为 0 的幂级数通过调整常数项为 1 都可以验证

可逆. 于是其商域是 Laurant 级数环

K((X)) =

{ ∞∑
i=−n

aiX
i : ai ∈ K

}

容易验证 “次数” 在 K((X)) 上满足定义 (C.23), 对应的离散赋值环就是幂级
数环 K[[X]].

命题 C.28 对于离散赋值 A, 极大理想 m, 有 A/m-线性空间的同构

A/m ∼= m/m2 ∼= . . . ∼= mi/mi+1

换言之, A 的伴随分次代数 grA =
∑∞

i=0 m
i/mi+1 ∼= (A/m)[X].

证明 可以作同态

φ : A/m −→ mi/mi+1 x mod m 7−→ ax mod mi+1

其中 ν(a) = i. 因为

x ∈ m ⇐⇒ ν(x) ≥ 1 ⇐⇒ ν(ax) ≥ 1 + i ⇐⇒ ax ∈ mi+1

这意味着这是良定义的单射, 而任何 x ∈ mi, 即 ν(x) = i, ν(x/a) ≥ 0 故

x/a ∈ A 满足 φ(x/a mod m) = x mod mi+1. 这证明了是满射. �



Appendix D

Minkowski 理论

定义 D.1 (格) 令 V 是一个 n 维 R 线性空间, 若 V 作为加法群的子群 Γ 满

足

Γ = Zv1 + . . .+ Zvm v1, . . . , vm 线性无关

则称 Γ 是一个秩为 m 的格 (Lattice) . 如果 m = n, 称 Γ 是一个全 (full)
格 . 选定 Γ 的一组基, 称 {x1v1 + . . .+ xmvm : 0 ≤ xi ≤ 1} ⊆ V 为基本区域
(fundamental mesh) .
利用实分析容易验证对于全格, 基本区域的体积1是 |det(v1, . . . , vn)|, 和

基的选取是无关的.

引理 D.2 令 V 是一个 n 维 R 线性空间, 若 V 作为加法群的子群 Γ, 对于 Γ

下列命题是等价的 (1)Γ 是格. (2)Γ 是离散的2. (3) 任意 d > 0 以 d 为半径

原点为中心的球总是交 Γ 于有限个元素.

证明 (1)⇒(2) 利用可逆线性变换是同胚容易转化到 Rn 中的标准格 Zn 上.
(2)⇒(3) 若含无穷个点, 根据离散性这些不相交开集将挤爆这个球. 3

1具体来说是 V 上标准的 Lebesgue 测度.
2 即拓扑地, 任意一个点 x ∈ Γ, 存在开集 U ⊆ V 分开 x 和 Γ \ x, 即使得 U ∩ Γ = {x}.
3具体来说, 对原点找 δ 使得以 2δ 为半径的球分离原点与其他 Γ 中的点, 取 U 为以 δ 为半径

的球, 这样 {U + γ}γ∈Γ 实际上两两不交, 假如以 d 为半径原点为中心的球交 Γ 于无穷个元素,
那么以 d+ δ 为半径原点为中心的球被 “挤爆”, 产生矛盾.
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(3)⇒(1) 首先, 考虑 Γ 生成的线性空间, 不妨直接假设就是 V , 从而可以
从 Γ 中选基 u1, . . . , un, 考虑 Γ0 = Zu1 + . . . + Zun ⊆ Γ, 显然4 根据 (3), Γ0

是有限指数的, 设指数为 r, 那么 Γ0 ⊆ Γ ⊆ 1
rΓ0, 这就说明了 Γ 是格5. �

引理 D.3 令 V 是一个 n 维 R 线性空间, 格 Γ 是完备的当且仅当存在有界

集 U ⊆ V 使得 Γ + U 覆盖了整个 V .

证明 必要性显然, 因为基本区域就满足条件. 关于必要性, 任意取 x ∈ V , 因
为 V = Γ + U , nx = γn + un 其中 γn ∈ Γ, un ∈ U . 这样因为 U 有界,

x =
γn
n

+
un
n︸︷︷︸

→ 0

这意味着 x 在 Γ 生成的线性空间中. �

定理 D.4 (Minkowski 定理) 令 V 是一个 n 维 R 线性空间, 完备格 Γ, 若
U 是中心对称的凸集6若

µ(X) > 2n µ( Γ的基本区域 )

则 X ∩ Γ 含某个非零元.

证明 我们的目标是证明 {12X + γ}γ∈Γ 不能两两不交, 这样的话有 x ̸= y 使

得 1
2x ≡

1
2y mod Γ, 那么 0 ̸= x+(−y)

2 ∈ X ∩ Γ, 因为 Γ 中心对称且是凸集.
假如 {12X + γ}γ∈Γ 两两不交, 那么考虑基本区域 Ϝ,

µ(Ϝ) ≥
∑
γ∈Γ

µ

[
Ϝ ∩

(
1

2
X + γ

)]
=
∑
γ∈Γ

µ

[
(Ϝ− γ) ∩ 1

2
X

]
= µ

(
1

2
X

)

其中 {Ϝ− γ}γ∈Γ 正好覆盖了 V , 上述不等式与条件矛盾. �

4因为任何 Γ 中的元素都可以平移到 Γ0 的基本区域内, 而基本区域显然是有界的.
5 因为 Γ 的一组基可以写成 1

r
Γ0 的基整数组合, 但是 1

r
Γ0 是格.

6即 −U = U , 且 ∀x, y ∈ U, tx+ (1− t)y ∈ U 对任意 0 ≤ t ≤ 1.
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