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Chapter 1

基本概念

1.1 李代数的定义

定义 1.1 (李代数) 令 k 是一个域, k-线性空间 g 配上一个双线性映射的运算

[−,−] : g× g −→ g (x, y) 7−→ [x, y]

被称为一个 k-李代数 (Lie algebra)如果

• ∀x ∈ g, [x, x] = 0. (反对称性)

• ∀x, y, z ∈ g, [[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0. (Jacobi 恒等式)

注意到反对称性意味着对任意 x, y ∈ g, [x, y] = −[y, x].

下面域 k 都被固定, 不再重新声明了.

记号 1.2 为了方便起见, 对李代数 g 的子集 A,B, 定义

[A,B] = {[a, b] : a ∈ A, b ∈ B} 生产的线性空间

定义 1.3 对于任何一个线性空间 V 都可以定义 [x, y] = 0 使之成为一个李代

数. 反之, 如果一个李代数 g 满足 [g, g] = 0, 这说明 g 并不比线性空间有更多

的结构. 这样的李代数被称为交换李代数 .
任何李代数 g 都可以定义其中心为 {x ∈ g : ∀y ∈ g, [x, y] = 0}.
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6 CHAPTER 1. 基本概念

定义 1.4 (子代数) 对于李代数 g, 若子空间 s ⊆ g, 满足 [s, s] ⊆ s, 则称 s 是

g 的子代数 .

定义 1.5 (理想, 商李代数) 对于李代数 g, 若子空间 a ⊆ g, 满足 [a, g] ⊆ a,
则称 a 是 g 的理想 . 此时商空间 g/a 有自然的李代数结构, 被称为商代数 .

定义 1.6 (李代数同态) 对于李代数 g, h, 若线性映射 φ : g→ h 满足

∀x, y ∈ g φ([x, y]) = [φ(x), φ(y)]

则称 φ 为李代数同态 .

事实 1.7 (同态定理) 类似群环模的定理, 有

• 对于李代数的同态 g
φ→ h, kerφ 是 g 的理想, imφ 是 h 的子代数, 且

g/ kerφ ∼= imφ

• 对于李代数 g, 理想 h, a, 若 a ⊆ h, 则

g/h ∼= (g/a)/(h/a)

• 对于李代数 g, 子代数 h, 理想 a, 则 h+ a 是 g 的子代数, h ∩ a 是 h 的

理想, 且
(h+ a)/a ∼= h/(h ∩ a)

1.2 泛包络代数

定义 1.8 为了定义表示再补充如下定义

• 令 A 是一个结合代数, 通过定义 [x, y] = xy − yx 可以赋予 A 一个李代

数结构.

• 令 g 是一个李代数, 则作为线性空间的张量代数 Tg 的商空间

U(g) := Tg/ ⟨x⊗ y − y ⊗ x− [x, y]⟩

自然是一个结合代数, 这被称为 g 的泛包络代数 . 显然, 存在自然映射
g

ι→U(g).
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满足如下的泛性质

∀结合代数A,

∀李代数同态g
φ→A,

∃!结合代数同态U(g)
φ̂→A,

s. t.[g u→U(g)
φ→A] = [g

φ̂→A]

g
ι //

ι
!!

U(g)

φ̂

��
A

根据著名的 Poincaré-Birkhoff-Witt 定理, 其中的自然映射 ι 是嵌入.

定理 1.9 (Poincaré-Birkhoff-Witt) 对于李代数 g, g 到泛包络代数 U(g)

的自然映射 ι 是嵌入.

证明 先进行一些转化.

过滤. 首先根据定义, 虽然张量代数是分次的, 但商去的关系不是齐次的, 故
整体不是分次的. 为了能够利用分次结构定义滤链

Ung = ⟨x1 ⊗ . . .⊗ xm : xi ∈ g,m ≤ n⟩

则

U0g︸︷︷︸
=k

⊆ U1g︸︷︷︸
k⊕ι(g)

⊆ . . . ⊆ Ung ⊆ Un+1g ⊆ . . .

将其齐次化, 即考虑伴随分次代数

grUg =
∞⊕

n=0

grn g grn (g) = Ung/Un−1g

其中的乘法诱导自 U(g) 的乘法. 不难验证

• gr1 Ug = ι(g) 实际上生成了 grUg.

• grUg 实际上是交换的.

这样诱导了分次代数的映射 ι : Sg→ grUg. 我们下面的目标是证明这是一个
同构. 一旦证明了同构就意味着 g

ι→ ι(g) ∼= S1g = g. 我们已经知道如果 g 有

基 X, 如果赋予 X 一个全序, 则 Sng 就有一组基

{x1 . . . xn : xi ∈ X,x1 ≤ . . . ≤ xn}
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我们只要证明 grn Ug 中的

{x1 ⊗ . . .⊗ xn : xi ∈ X,x1 ≤ . . . ≤ xn}

成为一组基即可. 因为我们已经得到了 grUg 是交换的, 其生成 grn Ug 的证

明十分容易, 下面我们主要的证明是验证其其线性无关. 通过归纳法, 我们实
际上就是要证明下列是 Ug 的一组基

∞∪
n=0

{x1 ⊗ . . .⊗ xn : xi ∈ X,x1 ≤ . . . ≤ xn}

开始证明. 为了证明这件事, 我们采取构造模使得 g 在其上具有自由的作

用. 具体来说, 考虑 X 中全体长度为 n 的链

Xn = {(x1, . . . , xn) : xi ∈ X,x1 ≤ . . . ≤ xn}

考虑以
∪∞

n=0 Xn 为基生产的线性空间 V . 我们下面赋予 V 以 g-模结构, 递归
地定义

x · (x1, . . . , xn) =

(x, x1, . . . , xn) x ≤ x1

x1 · (x · (x2, . . . , xn)) + [x, x1] · (x2, . . . , xn) x > x1

分各种情况分别验证对每个 v ∈
∪∞

n=0 Xn

x · (y · v)− y · (x · v) = [x, y] · v

即可, 设 v = (z, . . .) 如下

• x > y < z 时,

x · (y · (z, . . .))− y · (x · (z, . . .))
= x · (y, z, . . .)− y · (x · (z, . . .)) ∵ y < z

= y · (x · (z, . . .)) + [x, y] · (z, . . .)− y · (x · (z, . . .)) ∵ x > y

= [x, y] · (z, . . .)

• y > x < z 时是类似的.
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• y > z < x 时, 不妨归纳 (. . .) 的长度,

x · (y · (z, . . .))− y · (x · (z, . . .))
= x · (z · (y · (. . .)))− y · (z · (x · (. . .)))
+x · ([y, z] · (. . .))− y · ([x, z] · (. . .)) ∵ x > z, y > z

= z · (x · (y · (. . .)))− z · (y · (x · (. . .)))
+[x, z] · (y · (. . .))− [y, z] · (x · (. . .))
+x · ([y, z] · (. . .))− y · ([x, z] · (. . .)) ∵ x > z, y > z

= z · ([x, y] · (. . .)) + ([[x, z], y] + [x, [y, z]]) · (. . .) 对 (. . .) 长度归纳

= z · ([x, y] · (. . .))− [[x, y], z] · (. . .) ∵ Jacobi 恒等式
= [x, y] · (z · (. . .)) 对 (. . .) 长度归纳

这样就验证完 V 构成一个 g-模了, 这样 V 也是 Ug-模, 如果在 Ug 中有线性

关系 ∑
(x1,...,xn)∈

∪
Xn

c(x1,...,xn)x1 ⊗ . . .⊗ xn = 0

将其作用在 X0 = {∅} 上, 得到∑
(x1,...,xn)∈

∪
Xn

c(x1,...,xn)(x1, . . . , xn) = 0

从而 c∗ = 0, 故线性无关, 命题得证. �

实际上我们证明了更强的结论.

定理 1.10 (Poincaré-Birkhoff-Witt) 对于李代数 g, 若 g 有一组赋予了全

序的基 X, 则 U(g) 以

∞∪
n=0

{x1 ⊗ . . .⊗ xn : xi ∈ X,x1 ≤ . . . ≤ xn}

为一组基.

1.3 表示

定义 1.11 (表示) 对于一个线性空间 V , Hom(V, V ) 可以通过 [A,B] = A ◦
B −B ◦A 成为一个李代数, 记为 gl(V ).
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对于李代数 g, 一个线性空间 V , 称李代数同态 g→ gl(V ) 为一个表示 .
由此诱导了 g 在 V 上的作用, 不妨记为 ·, 即满足

∀x, y ∈ g, v ∈ V [x, y] · v = x · (y · x)− y · (x · x)

此时称 V 为 g-模 . 根据上述泛性质, 等价于 V 是一个 U(g)-模 (注意到 U(g)

是一个环).

约定 1.12 下面所谈及的表示涉及的线性空间和李代数都是有限维.

定义 1.13 (张量与 Hom) 对于 g-模 V,W , 则 V ⊗k W 有自然的 g-模结构

x · (v ⊗ w) = (xv)⊗ w + v ⊗ (xw)

Homk(V,W ) 有自然的 g-模结构

x · f ∈ Hom(V,W ) : v 7−→ x · (fv)− f(x · v)

定义 1.14 (导数) 对于一个线性空间 V , 若有双线性映射的运算 · : V ×
V →V , 一个线性映射 D : V →V 被称为一个导数 (derivation) , 如果满足

∀x, y ∈ V D(x · y) = Dx · y + x ·Dy

对于李代数 g 而言就是

∀x, y ∈ g D[x, y] = [Dx, y] + [x,Dy]

将所有导数收集起来记为 Der(V ), 实际上这构成 gl(V ) 一个子代数, 即通过

[D1, D2] := D1 ◦D2 −D2 ◦D1

定义 1.15 (伴随表示) 对于李代数 g, x ∈ g, 可以定义 x 的伴随表示

adx : g −→ g y 7−→ [x, y]

命题 1.16 对于李代数 g, 关于伴随表示有如下结果.
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(1) x ∈ g, adx 是导数, 换言之,

adx[y, z] = [adx y, z] + [y, adx z]

(2) 如下映射是同态
ad : g −→ Der(g) x 7−→ adx

且 ker ad 正是 g 的中心.



Chapter 2

幂零李代数与可解李代数

2.1 幂零李代数

定义 2.1 (幂零) 一个李代数 g 被称为是幂零的 , 如果存在理想滤链

. . . ⊆ an ⊆ an−1 . . . ⊆ a1 ⊆ a0 = g [g, ai] ⊆ ai+1 (∗)

使得 n 充分大时, an = 0. 注意到 [g, ai] ⊆ ai+1 ⇐⇒ [g/ai+1, ai/ai+1] = 0,
即每个子商 ai/ai+1 包含于 g/ai+1 的中心.

递归定义 C0g = g, Cn+1g = [Cng, g], 可得如下降中心列

. . . ⊆ Cn+1g ⊆ Cng ⊆ . . . ⊆ C1g ⊆ C0g = g (∗∗)

若 g 幂零, 递归地验证, 对于形如 (∗) 的滤链有 Cng ⊆ an, 令 n 充分大可得

Cng = 0; 反之, 如果对充分大的 n, Cng = 0, 那么 (∗∗) 本身就给出一条理想
滤链, 故 g 幂零.
递归定义 Z0g 为 g 的中心, Zn+1g 为 g/Zng 中心在 g 中的原像, 可得如

下升中心列

0 ⊆ Z0g ⊆ Z1g ⊆ . . . ⊆ Zng ⊆ Zn+1g ⊆ . . . ⊆ g (∗ ∗ ∗)

若 g 幂零, 递归地验证, 对于形如 (∗) 的滤链有 an−i ⊆ Zig, 令 i 充分大得到

12
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Zig = g; 反之, 如果对充分大的 n, Zng = g, 那么 (∗ ∗ ∗) 本身就给出一条满
足条件的理想滤链, 故 g 幂零.

例 2.2 对于线性空间 V , 如果有一个极大旗

Ϝ : 0 = Vn ⊆ Vn−1 ⊆ . . . ⊆ V1 ⊆ V0 = V dimVi/Vi+1 = 1

令 nilz(V ) = {x ∈ Hom(V, V ) : x(Vi) ⊆ Vi+1}, 再令

nilr(V ) = {x ∈ gl(V ) : x(Vi) ⊆ Vi+r+1}

这样 {nilr+1(V ) ⊆ nilr(V )}nr=0 就是一个滤链. 从矩阵上看 nil(V ) 即严格上

三角矩阵, nilr(V ) 即 “冰线” 向上平移 r 个位置. 这是幂零李代数最典范的
例子.

命题 2.3 幂零李代数的子代数和商代数都是幂零的.

引理 2.4 对于幂零李代数 g, 真子代数 h, 则 h 真包含于其正规化子

{x ∈ g : [x, h] = h}

故任意一个极大子代数一定是一个理想.

证明 令 g 被 {ai+1 ⊆ ai}ni=0 滤过, 挑选最小的 i 使得 ai+1 ⊆ h, 这样
[ai, h] ⊆ [ai, g] ⊆ ai+1 ⊆ h, 故 ai ⊆ {x ∈ g : [x, h] = h}. 根据挑选方式知 h 真

包含于 ai + h, 从而真包含于 {x ∈ g : [x, h] = h}. �

2.2 Engel 定理
定理 2.5 (Engel) 对于一个李代数的表示 g

ρ→ gl(V ), 如果 ∀x ∈ g, ρ(x) 作

为线性变换是幂零的, 即 k ≫ 0 ⇒ [ρ(x)]k = 0, 则存在极大旗 Ϝ 使得
ρ(g) ⊆ nilz(V ), 作为推论 ρ(g) 是幂零的.

用矩阵的语言说, 即 g 的像可以同时相似到上三角形.

证明 先作一些转化.
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一些转化. 首先不妨假设 g ⊆ gl(V ), ρ 就是包含映射. 注意到这个定理是说
存在 V 的基 e1, . . . , en 使得

gei ⊆ ⟨e1, . . . , ei−1⟩

特别地要求 ge1 = 0, 假如对所有满足条件的 g 都能找到这样的 e1, 那么再对
V / ⟨e1⟩ 继续寻找 e2 以此类推, 即可得到结论. 于是问题转化到寻找一个一致
的 v ∈ V \ 0 使得 gv = 0.

开始证明. 若 dim g = 1, 那么不过是找 g 任意非零元素的 0 特征值, 熟知
的线性代数结论是幂零矩阵的特征值均为 0. 对于一般情况, 考虑 g 的极大真

子代数 h, 根据 (2.4), 这是一个理想. 任意挑选 x0 ∈ g \ h, 显然 ⟨x0⟩ 是一个
交换子代数, 进而 h+ ⟨x0⟩ 是一个子代数, 从而被迫必须等于整个 g, 这样

g/h = (h+ ⟨x0⟩)/h ∼= ⟨x0⟩ /(h ∩ ⟨x0⟩) = ⟨x0⟩

根据归纳, W = {v ∈ V : hv = 0} ̸= 0, 此时任意 w ∈ W

h(x0w) = [h, x0]︸ ︷︷ ︸
∈h

w + x0(hw) = 0

故 x0W ⊆ W , 即 W 是 x0 的不变子空间, 这样只要寻找 x0 在 W 中属于 0

的特征向量即可. �

推论 2.6 一个李代数 g 是幂零的当且仅当 adx : g→ g 作为线性映射是幂零

的对任何 x ∈ g.

证明 注意到如果 g 是幂零的, Cng = 0 对充分大的 n, 而

adn
x y︸︷︷︸

∈g

= adn−1
x [x, y]︸ ︷︷ ︸

∈C1g

= . . . = [x, [x, [. . . [x, y] . . .]]]︸ ︷︷ ︸
∈Cng=0

故必要性得证. 反之根据 Engel 定理说明 ad : g→ gl(g) 的像是幂零的, 若记
g 中心是 z, 这就是说 g/z 是幂零的, 无非是升中心列多了一个初项, 从而 g 是

幂零的. �
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2.3 可解李代数

定义 2.7 (可解) 一个李代数 g 被称为是可解的 , 如果存在理想滤链

. . . ⊆ an ⊆ an−1 . . . ⊆ a1 ⊆ a0 = g [ai, ai] ⊆ ai+1 (∗)

使得 n 充分大时, an = 0. 注意到 [ai, ai] ⊆ ai+1 ⇐⇒ [ai/ai+1, ai/ai+1] = 0,
即每个子商 ai/ai+1 都是交换的.

递归定义 D0g = g,Dn+1g = [Dng,Dng], 可得如下降导出列

. . . ⊆ Dn+1g ⊆ Dng ⊆ . . . ⊆ D1g ⊆ D0g = g (∗∗)

若 g 可解, 递归地验证, 对于形如 (∗) 的滤链有 Dng ⊆ an, 令 n 充分大可得

Dng = 0; 反之, 如果对充分大的 n, Dng = 0, 那么 (∗∗) 本身就给出一条满足
条件的理想滤链, 故 g 可解.
很多时候会像导数一样记 g′ = D1g, g′′ = D2g, g(n) = Dng.

例 2.8 对于线性空间 V , 如果有一个极大旗

Ϝ : 0 = Vn ⊆ Vn−1 ⊆ . . . ⊆ V1 ⊆ V0 = V dimVi/Vi+1 = 1

令 solz(V ) = {x ∈ Hom(V, V ) : x(Vi) ⊆ Vi}, 再令

solr(V ) = {x ∈ gl(V ) : x(Vi) ⊆ Vi+r}

这样 {solr+1(V ) ⊆ solr(V )}nr=0 就是一个滤链. 从矩阵上看 sol(V ) 即上三角

矩阵, solr(V ) 即 “冰线” 向上平移 r 个位置. 这是可解李代数最典范的例子.

命题 2.9 凡幂零李代数皆可解.

命题 2.10 一个李代数 g 和一个理想 a, 则 g 可解当且仅当 a 和 g/a 都可解.

证明 因为 g 的子商不过是 a 子商和 g/a 子商之并. �

命题 2.11 一个李代数 g, 理想 a, 子代数 h, 若 a, h 都可解则 a+ h 可解.

证明 因为 (a+ h)/a = h/(h ∩ a) 是可解的. �
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2.4 Lie 定理

定理 2.12 (Lie) 假如 k 是特征为 0 的代数闭域. 对于一个李代数的表示
g

ρ→ gl(V ), 如果 g 是可解的, 则存在极大旗 Ϝ 使得 ρ(g) ⊆ solz(V ).

证明 先作一些转化.

一些转化. 首先不妨假设 g ⊆ gl(V ), ρ 就是包含映射. 注意到这个定理是说
存在 V 的基 e1, . . . , en 使得

gei ⊆ ⟨e1, . . . , ei⟩

特别地要求 ge1 ∈ ⟨e1⟩, 假如对所有满足条件的 g 都能找到这样的 e1, 那么再
对 V / ⟨e1⟩ 继续寻找 e2 以此类推, 即可得到结论. 于是问题转化到寻找一个
一致的 v ∈ V \ 0 使得 gv = ⟨v⟩, 即找 g 公共的特征向量.

开始证明. 若 dim g = 1, 那么不过是找 g 任意非零元素的 0 特征值. 对于
一般情况, 考虑 g′ $ g, 因为 g/g′ 是交换的, 无非就是线性空间, 可以将 g′ 扩

充为余 1 维, 具体来说, 可以作理想 a 和 x0 ∈ g 满足

g′ ⊆ a $ g = a+ ⟨x0⟩

这样运用归纳法存在线性函数 λ : a→ k 使得 W = {v ∈ V : ∀a ∈ a, av =

λ(a)v} ̸= 0. 下面的目标是证明 x0W ⊆ W , 这样 W 就是 x0 的不变子空间,
只需要在其中找属于 x0 的特征值即可, 这对代数闭域总是成立的. 这个的证
明来自下面的引理. �

引理 2.13 假如 k 特征为 0. 对于李代数 g ⊆ gl(V ), 理想 a, 任意线性函数
λ : a→ k, 属于 λ 的特征子空间

Vλ = {v ∈ V : ∀a ∈ a, av = λ(a)v}

实际上是 g 的不变子空间.
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证明 任意选择 x ∈ g, 有

a(xv) = [a, x]︸ ︷︷ ︸
∈a

v + x(av) = λ([a, x])v + λ(a)xv

我们的目标就是证明 λ([a, x])v = 0. 考虑

⟨v⟩ ⊆ ⟨v, xv⟩ ⊆
⟨
v, xv, x2v

⟩
⊆ . . .

若 m 是第一个使得
⟨
v, . . . , xm−1v

⟩
= ⟨v, . . . , xmv⟩ = W 的正整数, 则

v, . . . , xm−1v 就是 W 的一组基, 不难归纳 xW ⊆ W , 以及 aW0 ⊆ W0,
且任意 a ∈ a 有

a(v, xv, . . . , xm−1v) = (v, xv, . . . , xm−1v)


λ(a) ∗ . . . ∗

λ(a) . . . ∗
. . . ...

λ(a)


这样 mλ(a) = trW (a), 而从而

mλ([a, x]) = trW ([a, x]) = trW (ax− xa) = 0 ⇒ λ([a, x]) = 0

明天得证. �

推论 2.14 假如 k 特征为 0. 对于可解李代数 g, [g, g] 一定是幂零的.

证明 不妨假设 k 是代数闭域, 因为域扩张不会改变可解性和幂零性, 具体来
说 g 幂零 (可解) ⇐⇒ g⊗k k 幂零 (可解). 选择伴随表示, 根据 Lie 定理, 存在
旗 Ϝ, 使得 ad(g) ⊆ solz(g) 是上三角矩阵, 则 ad([g, g]) ⊆ [solz(g), solz(g)] ⊆
nilz(g). 再根据 Engel 定理的推论 (2.6) 就得到了 g 幂零的事实. �

推论 2.15 假如 k 特征为 0. g 是 gl(V ) 的子代数, 则 g 是可解意味着

∀x ∈ g, y ∈ g′ tr(x ◦ y) = 0

证明 根据 Lie 定理存在极大旗 Ϝ 使得 g ⊆ solz, 则 g′ ⊆ nilz, 这样用矩阵
计算知 tr(gg′) = 0. �
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2.5 Cartan 判据

事实 2.16 (Jordan 分解) 对于完美域 k, 线性变换 X, 存在唯一的分解

X = D +N D 可对角化, N 幂零, DN = ND

这里可对角化指的是在 k 的代数闭包中可以对角化. 且 D,N 都是 X 的多项

式. 实际上用矩阵的语言说, 对应的矩阵可以同时在 k 的代数闭包中分别相

似到对角阵和严格上三角矩阵.

引理 2.17 令 g 是 gl(V ) 的子代数, 如果 x ∈ g 对应的 Jordan 分解为

x = d+ n d 可对角化, n 幂零, dn = nd

若 d, s ∈ g, 则 adx 的 Jordan 分解为

adx = add + adn add 可对角化, adn 幂零, add adn = adn add

证明 不妨换成矩阵的语言, 此时 d = diag(λ1, . . . , λn) 是对角矩阵, n 是严格
上三角矩阵. 关于 adx = add + adn 不言自明. 令 eij 为 (i, j) 位置为 1 的矩

阵, 则 add eij = deij − eijd = (λi − λj)eij 故是 add 可对角化. 假设 nk = 0,
因为左乘 n 和右乘 n 可以交换, 故

(adn)
2ky =

(
左乘 n−右乘 n

)2k
y =

∑
i+j=2k

(左乘 n)i(右乘 n)jy = 0

再考虑

(add ◦ adn)x = [d, [n, x]] = [[d, n]︸ ︷︷ ︸
=0

, x] + [n, [d, x]] = [n, [d, x]] = (adn ◦ add)x

故交换, 验证完毕. �

定理 2.18 (Cartan) 假如 k 特征为 0. g 是 gl(V ) 的子代数, 若对任何
x, y ∈ g 都有 trV (x ◦ y) = 0, 则 g 可解.
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证明 不妨假设是 k 是代数闭域. 我们的目标是证明 g′ = [g, g] 是幂零的, 这
样 g 就自动可解了. 根据 Engel 定理, 只需要证明任意 x ∈ g′ 其特征值全为 0

即可. 令 λ1, . . . , λn 是 x 的全体特征值, 根据 Jordan 分解定理, 可以选定一
组基, 在这组基下, x 的矩阵

X = D +N D 是对角矩阵, N 是严格上三角矩阵 N

自然 D = diag(λ1, . . . , λn). 考虑 D = diag(λ1, . . . , λn). 我们希望证明

tr(D ◦X) =
n∑

i=1

λiλi = 0

根据 x 的来源, X 是一些 [Y,Z] 的和, 而

tr(D◦[Y, Z]) = tr(D◦Y ◦Z−D◦Z◦Y ) = tr(D◦Y ◦Z−Y ◦D◦Z) = tr([D,Y ], Z)

根据条件我们希望 [D,Y ] 对应的线性变换在 g 中, 于是根据条件上式为 0. 换
言之, 我们希望证明 ad(D)g ⊆ g. 只要证明 ad(D) 是 ad(X) 的多项式, 根据
Jordan 分解的理论, 只要证明 ad(D) 是 ad(D) 的多项式即可, 因为他们在基
Eij 下是对角阵, 只需要找一个多项式 f : λi − λj 7→ λi − λj , 这利用插值是容
易做到的. �

推论 2.19 假如 k 特征为 0. g 是 gl(V ) 的子代数, 有如下几个命题

q0 = g 可解 pij =对任意 x ∈ g(i), y ∈ g(j) 有 tr(x ◦ y) = 0

则
∃i≥0,j≥0 pij ⇒ q0 ⇒ ∀i≥0,j≥1 pij

证明 根据 Cartan 判据 (2.18) 和 (2.15). �



Chapter 3

半单李代数

3.1 半单李代数

定义 3.1 (根基) 对于李代数 g, 因为两个可解理想的和还是可解的故存在极
大的可解理想, 这被称为 g 的根基 . 等价地, 理想 r 是根基当且仅当对理想

a,
a 可解 ⇐⇒ a ⊆ r

因为可解李代数的子代数还是可解的.

定义 3.2 (半单) 对于李代数 g, 称之为半单的如果 g 的根基为 0. 等价地, g
的所有可解理想皆为 0, 等价地, g 没有交换的理想.

命题 3.3 对于李代数 g, 根基 r, 则 g/r 是半单的.

3.2 Cartan 判据
定义 3.4 (Killing 形式) 对于李代数 g, 记

κg : g× g −→ k (x, y) 7−→ trg(adx ◦ ady)

这被称为 Killing 形式. 显然, κg 是一个对称双线性形.

20
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对于 x, y, z ∈ g, 有

κg([x, y], z) = tr(adx ◦ ady ◦ adz − ady ◦ adx ◦ adz)

= tr(adx ◦ ady ◦ adz − adx ◦ adz ◦ ady) = κg(x, [y, z])

用导数的语言写就是

κg(ady x, z) + κg(x, ady z) = 0

回忆一个双线性型 B(−,−) 被称为非退化的, 如果任意非零的 x, 总存在
y 使得 B(x, y) ̸= 0. 等价地, 即过渡矩阵可逆. 等价地, 即整个空间的正交补
是 0.

定义 3.5 (Cartan) 李代数 g 是半单的当且仅当 κg 是非退化的.

证明 当 g 半单时, ad : g→ gl(g) 是单射, 或用表示论的术语曰 “忠实的”. 我
们证明 g⊥ = 0. 此时 κ(g⊥, g⊥) = 0, 根据 Cartan 判据 (2.18), g 的像是可解
的, 因为单射所以 g 是可解的.
反之若 κg 非退化, 任意取交换理想 a, 对任意 x ∈ g, a ∈ a, 考虑如下的映

射的复合

g
adx→ g

ada→ a
adx→ a

ada→ 0

即 (ada ◦ adx)
2 = 0, 这说明 κg(a, x) = tr(ada ◦ adx) = 0, 根据 x 的任意性以

及 κg 非退化, 从而 a = 0. �

3.3 半单李代数的分解

引理 3.6 对于李代数 g, 理想 a, 则关于 Killing 形式的正交补

a⊥ = {x ∈ g : ∀x ∈ a, κg(x, a) = 0}

也是一个理想.

证明 任意的 g ∈ g, x ∈ a⊥, 则任意 a ∈ a, 有

κg([g, x], a) = κg(g, [x, a]) = 0

故 a⊥ 还是一个理想. �
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引理 3.7 对于李代数 g, 理想 a, 则 Killing 形式有如下简单的关系

∀a, b ∈ a κa(a, b) = κg(a, b)

证明 假设作为线性空间 g = a⊕W , 则任意 a ∈ a, ada 写成矩阵形如

ada

(
x

w

)
=

(
A B

0 0

)(
x

w

)
x ∈ a, w ∈ W

故 ∀a, b ∈ a, ada ◦ adb 具有相同的形式, 故

κa(a, b) = tra(ada ◦ adb) = trg(ada ◦ adb) = κg(a, b)

命题得证. �

例 3.8 假设 k 特征为 0. 对 n ≥ 2 维线性空间 V , 考虑

sl(V ) = {x ∈ gl(V ) : trx = 0}

显然, sl(V ) 是一个理想, 想要计算 Killing 形式只需要在 gl(V ) 上计算. 注意
到

adX ◦ adY : T 7→ XY T −XTY − Y TX + TY X

下面要计算每一部分的迹

• 需要注意, T 7→ TA 这一 gl(V ) 中的线性变换迹就是 n trA, 因为 gl(V )

不过是 n 列列向量而已. 故

tr[T 7→ XY T ] = n tr(XY ) tr[T 7→ TY X] = n tr(Y X) = n tr(XY )

• 对于 T 7→ ATB 这一 gl(V ) 中的线性变换可以通过标准基 Eij 计算, 可
以计算出 tr[T 7→ ATB] = tr(A) tr(B)

tr[T 7→ XTY ] = tr(X) tr(Y ) = 0 tr[T 7→ Y TX] = tr(X) tr(Y ) = 0

故 κ(X,Y ) = 2n tr(XY ). 此时再考虑 sl(V ) 的一组基, 他们是

Eij i ̸= j Xi = Eii − Ei+1,i+1 i = 1, . . . , n− 1
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注意到任意

κ(Eij , Eji) = 2n tr(EijEji) = 2n κ(Xi, Xi) = 2n[tr(XiXi)] = 4n

从而非退化, 这意味着 sl(V ) 是半单的. 这是最典型的半单李代数.

推论 3.9 对于李代数 g, 若有半单理想 a, 则 g = a× a⊥.

证明 首先 a⊥ 是一个理想. 可以断言 a ∩ a⊥ = 0, 任意取 x ∈ a ∩ a⊥, y ∈ a,
则 κa(x, y) = κg(x, y) = 0, 因为 κa 是非退化的, 故 a ∩ a⊥ = 0. 然后计算维
数得到 g = a+ a⊥. �

推论 3.10 对于半单李代数 g, ad : g→Der(g) 是同构.

证明 不难验证 ad(g) 是 Der(g) 的理想, 从而 Der(g) = ad(g) × ad(g)⊥. 任
意 D ∈ ad(g)⊥, x ∈ g, 则

adDx y = [Dx, y] = D[x, y]− [x,Dy]

= (D · adx − adx ◦D)y

= [D, adx]y

而 [D, adx] ⊆ [ad(g)⊥, ad(g)] ⊆ ad(g)⊥ ∩ ad(g) = 0, 故 adDx = 0. 因为 ad 是
单射, 从而 D = 0, 命题得证. �

定义 3.11 一个李代数 s 被称为是单的 , 如果 s 不是交换的, 且没有 0 和 s

以外的理想.

定理 3.12 一个半单李代数是单李代数的直积.

推论 3.13 对于半单李代数 g, g′ = [g, g] = g.

证明 因为对于单李代数这一结论正确. �
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3.4 半单李代数的表示

定义 3.14 对于李代数 g, 一个 g-模 V , 称之为单的 , 如果其子模只有 0 和

V ; 称之为半单的 , 如果是一些单模的直和.

事实 3.15 一般地, 对于环 R, R-模 M 是单的如果子模只有 0 和 M ; 称之
为半单的如果是一些单模的直和. 在选择公理下, 等价地, M 是半单的当且

仅当 M 是单模的和, 等价地, 如果每一个 M 的子模都是 M 的直和项.

定义 3.16 (Casimir 元) 令 g 是一个 n 维半单李代数, 令 e1, . . . , en 是 g 的

一组基, 其关于 Killing 形式的对偶基 e′1, . . . , e
′
n, 定义

c =

n∑
i=1

ei ⊗ e′i ∈ U(g)

为 g 的Casimir 元 .
一般地, 对于表示 g

ρ→ gl(V ),

βV : g× g −→ k (x, y) 7−→ tr(ρ(x) ◦ ρ(y))

类似 (3.5) 首段的论证也是非退化的, 令 e1, . . . , en 是 g 的一组基, 其关于 βV

的对偶基 e′1, . . . , e
′
n,

cV =

n∑
i=1

ei ⊗ e′i ∈ U(g)

为表示 g
ρ→ gl(V ) 的Casimir 元 .

显然 g 的 Casimir 元就是伴随表示的 Casimir 元.

命题 3.17 令 g 是一个 n 维半单李代数, 表示 g
ρ→ gl(V ), 关于 Casimir 元

cV 有

• Casimir 元与基的选取无关.

• Casimir 元与 U(g) 中的其他元素交换.

• ρ(cV ) 是一个 g-模同态.

• trV (ρ(cV )) = dim g.
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证明 第一点是因为

Homk(g, g) ∼= g⊗ g∨
β∼= g⊗ g ⊆ T (g) → U(g)

id 7→
∑

ei ⊗ ei 7→
∑

ei ⊗ e′i 7→
∑

ei ⊗ e′i 7→
∑

ei ⊗ e′i

第二点是因为

c⊗ x− x⊗ c =
∑

(ei ⊗ e′i ⊗ x− x⊗ ei ⊗ e′i)

=
∑

(ei ⊗ e′i ⊗ x− ei ⊗ x⊗ e′i + ei ⊗ x⊗ e′i − x⊗ ei ⊗ e′i)

=
∑

ei ⊗ [e′i, x]−
∑

[x, ei]⊗ e′i

因为∑
ei⊗ [e′i, x]中

ei ⊗ e′j 的系数

= βV ([e
′
i, x], ej) = βV (e

′
i, [x, ej ]) =

∑
[x, ei]⊗ e′i 中

ei ⊗ e′j 的系数

故上式为 0.
第三点是因为交换. 第四点是因为

tr(ρ(cV )) =
n∑

i=1

tr(ei ◦ e′i) =
n∑

i=1

βV (ei, e
′
i) = n

命题得证. �

定理 3.18 (Weyl) 假设 k 特征为 0. 对于半单李代数 g, 所有有限维 g-模都
是半单的.

证明 同样, 首先可以假设 k 是代数闭域. 证明分几步. 令 V 是一个 g-模. 我
们证明任意子模 W 都在 V 中有补.

假设 dimV = 1. 假设 g
ρ→ gl(V ), 此时

trV ([ρ(x), ρ(y)]) = trV (ρ(x)ρ(y)− ρ(y)ρ(x)) = 0

对 1 维空间的线性变换, 迹为 0 就意味着本身为 0, 因为 g = [g, g], 故表示是
平凡的.
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当 dimV /W = 1. 不妨假设 W 是单的, 如果不是单的可以同时商去 W 的

一个子模 W ′ 使得 W/W ′ 是单的. 此时 V /W 是一维的, 根据上面的讨论, 表
示是平凡的. 令 cV 是 V 对应的 Casimir 元, 因为在 V /W 上作用为平凡, 故
ρ(cV )W ⊆ W , 根据 Schur 引理, cV 在 W 的作用是数乘 a, 这个 a ̸= 0, 否则
计算迹与 dim(ρ(cV )) = dim g 矛盾. 这样 ker ρ(cV ) 就是满足条件 W 的补.

当 dimV /W ≥ 2. 回忆 (1.13) 定义的 Homk(V,W ) 所具有的自然的 g-模
结构, 令

V1 = {f ∈ Homk(V,W ) : ∃a ∈ k, f |W = a idW }
⊇ {f ∈ Homk(V,W ) : f |W = 0} = W1

此时 dimW1/V1 = 1, 此时有补, 设为 ⟨f⟩, 因为 g 在 ⟨f⟩ 上作用是平凡的, 故

∀x ∈ g, v ∈ V, 0 = (xf)(v) = x · f(v)− f(x · v)

这说明 f 是一个 g : V →W 的同态, 且 f 在 W 上的作用是数乘, 那么 ker f
就是满足条件 W 的补. �

实际上, 上述结论可以更加抽象地说用同调的语言来说, 对于半单李代数
g, 任意有限维 g-模 A, H1(g, A) = 0. 这是由 Whitehead 证明的.

命题 3.19 对于 gl(V ) 中的半单李代数 g, 任意 x ∈ g, 假设 x 的 Jordan 分解
是 x = d+ n, 则 d, n ∈ g.

证明 对于所有 V 的 g 子模 W 定义

slW = {X ∈ gl(V ) : X(W ) ⊆ W, tr(X|W ) = 0}

显然, 因为 g = [g, g], 故 g ⊆ slW . 显然 slW 满足对 Jordan 分解封闭的条件.
再考虑

n = {X ∈ gl(V ) : [X, g] ⊆ g}

显然, g ⊆ n. 因为 adx g ⊆ g, 因为 adx = adn + ads 是 Jordan 分解, 故
adn, ads 都是 adx 的多项式, 从而 adn g ⊆ g, ads g ⊆ g, 故 n 也对 Jordan 分
解封闭. 我们断言

g = n ∩
∩

W⊆gV

slW
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否则, 记右边为 g∗ 可以写成 g∗ = g × g⊥. 任意 Y ∈ g⊥, 在每个 V 的不可

约子模 W 上, 因为 [Y, g] ⊆ g⊥ ∩ g = 0, 故 Y 和 g 的作用交换从而是一个

g-模同态, 但是 Schur 引理说明 Y 必须是数乘, 但是 tr(Y |W ) = 0, 这就说明
Y |W = 0. 而 V 可以写成一些不可约子模的直和, 这说明 Y = 0, 证明结束. �

定义 3.20 (抽象 Jordan 分解) 对于半单李代数 g, x ∈ g, 称 x 是半单的 ,
如果 adx 可以在 k 上对角化, 称 x 是幂零的 , 如果 adx 是幂零的. 考虑正则
表示 g→ gl(g) 将 g 嵌入, 根据上面的结论, 任意 x ∈ g, 唯一的存在 d, n ∈ g

使得

x = d+ n d 半单, n 幂零

这被称为抽象 Jordan 分解.



Chapter 4

复半单李代数

下面均假设 k 是代数闭域.

4.1 sl2 的表示

定义 4.1 记

sl2 = {X ∈ M2(k) : trX = 0} =

{(
a b

c d

)
: a+ d = 0

}

如下元素是一组基

H =

(
1 0

0 −1

)
X =

(
0 1

0 0

)
X =

(
0 0

1 0

)

他们满足

[H,X] = 2X [H,Y ] = −2Y [X,Y ] = H

对于表示 sl2
ρ→ gl(V ), 一个重要的关切就是 ρ(H) 的特征向量, 假如

H · v = λv, 那么

H · (X · v) = [H,X] · v +X · (H · v) = 2X · v + λX · v = (λ+ 2)X · v
H · (Y · v) = [H,Y ] · v + Y · (H · v) = −2Y · v + λY · v = (λ− 2)Y · v

28
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这就意味着对于特征向量 v 而言, X · v 和 Y · v 要么为 0 要么还是特征向量,
且特征值对应地增加和减少 2. 这使我们作如下的定义.

定义 4.2 (权) 对于表示 sl2
ρ→ gl(V ), 称 m ∈ k 是一个权如果 m 是 ρ(H)

的特征值, 属于该特征值的特征向量被称为权向量 , 对应的特征子空间被称
为权空间 , 特征子空间的维数被称为权重数 .

定理 4.3 (sl2 的表示) 任意表示 sl2
ρ→ gl(V ), 若 V 是单的 (用表示论的术语,

不可约的), dimV = n+ 1, 则

• 权非空且有限.

• 所有权都是整数且形如 {−n,−n+ 2, . . . , n− 2, n}.

• 每个权的重数为 1.

• 综上所述, 整个 V 是权空间的直和, 每个权的权向量构成一组基.

除此之外, 任意 n 都存在同构意义下唯一的单模 V 使得满足如上条件. 权最
大的权向量被称为最高权向量 , 换言之, 最高权向量决定了表示.

证明 权非空是因为假设了 k 是代数闭域, 有限是因为假设了 V 是有限维.
任意挑选权 λ, 对应的权向量 v, 那么

H · (Xk · v) = (λ+ 2k)Xk · v

因为特征值是有限的, 故存在 N 使得

XN · v ̸= 0 XN+1 · v = 0

用 XN · v 代替 v, λ+2N 代替 λ, 这样 N 可以取 0, 这就是我们期望找的 “最
高权向量”. 再令

vk = Y k · v k = 0, 1, . . . H · vk = (λ− 2k)vk
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同样的道理, 可以选择 m 使得 vm ̸= 0, vm+1 = 0, 这样得到的 {v0, . . . , vm} 还
是线性无关的. 再考虑

X · vk+1 = X · (Y · vk) = [X,Y ] · vk + Y · (X · vk)
= H · vk + Y · (X · (Y · vk−1))

= (λ− 2k)vk + Y ((λ− 2(k − 1))vk−1) + Y 2 · (X · vk−2)

= . . . =
∑m

ℓ=0(λ− 2(k − ℓ))vk

= [(k + 1)λ− k(k + 1)]vk = (k + 1)(λ− k)vk

这说明

• (k + 1)(λ− k)vk = X · vk+1 = 0, 故 λ = m.

• 任意 1 ≤ k ≤ m, X ·vk, Y ·vk,H ·vk ∈ span{v0, . . . , vm},故 {v0, . . . , vm}
张成的空间是一个子模, 因为不可约, 所以他们就是 V 本身, 换言之
m+ 1 = n+ 1.

• 他们对应的权是 {−n,−n+ 2, . . . , n− 2, n}.

这样对 V 的刻画就完成了. 存在性和唯一性来自上面的过程, 任意 n+1 维的

单模都同构于以 {v0, . . . , vn} 为基的线性空间, 且作用为

X · vk+1 = (k + 1)(λ− k)vk Y · vk = vk+1 H · vk = (n− 2k)vk

在边界上 X · vn = Y · v0 = 0. 这样就完成了证明. �

从上面的过程中, 实际上我们还证明了如下的命题.

命题 4.4 任意表示 sl2
ρ→ gl(V ), 当中权最大的向量生成的子模是单的.

例 4.5 下面来计算伴随表示 ad : sl2 → gl(sl2) 的分解.

解 因为

[H,X] = 2X [H,Y ] = −2Y [H,H] = 0

说明这个表示的权就是 {−2, 0, 2}, 唯一的可能是这是一个不可约表示. �

定义 4.6 定义 sl2 的根是伴随表示的权 , 根据上面的讨论根是 {−2, 0, 2}, 对
应的根向量是 Y,H,X.



4.2. SLN 的表示 31

例 4.7 令 Vn 为维数为 n+ 1 的 sl2 的不可约表示, 求 V2 ⊗ V3 的分解.

解 考虑 V2 和 V3 的权向量

{v−2, v0, v2} {w−3, w−1, w1, w3}

那么, 根据 (1.13)

H · vk ⊗ wh = (H · vk)⊗ wh + vk ⊗ (H · wh) = (k + h)(vk ⊗ wk)

故 V2 ⊗ V3 的权是多重集 {−5,−3,−3,−1,−1,−1, 1, 1, 1, 3, 3, 5}, 故同构于
V5 ⊕ V3 ⊕ V1. �

1 3 5−1−3−5

2

−2

0

−3

−1

1

3

Figure 4.1: V2 ⊗ V3

4.2 sln 的表示

受 sl2 的表示的启发, 我们定义如下的概念.

定义 4.8 令 n ≥ 2, 定义

sln = {X ∈ Mn(k) : trX = 0}

我们已经知道其是半单的了. 再定义如下记号

• h = {diag(x1, . . . , xn) : x1 + . . .+ xn = 0}, 这是交换的.
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• n+ = {X ∈ sln : X 严格上三角}, 这是幂零的.

• n− = {X ∈ sln : X 严格下三角}, 这是幂零的.

• b = h+ n+, 这是可解的.

则作为线性空间 g = n− ⊕ h⊕ n+.

记号 4.9 令 h∨ 为 h 的对偶空间. 方便起见, 对于 (i, j), i ̸= j, 定义

• λij ∈ h∨ 满足 diag(x1, . . . , xn) 7−→ xi − xj.

• Xij ∈ n− + n+ 为在 (i, j) 位置为 1 其他位置为 0 的矩阵.

• Hij ∈ h 为在 (i, i) 位置为 1, (j, j) 位置为 −1, 其他位置为 0 的矩阵.

这样, {Xij}i<j 是 n+ 的基, {Hij}i<j 是 h 的基.

注意到任意一个 λ ∈ h∨ 作用在 H = diag(x1, . . . , xn) 都可以表示成

λ(H) = λ1x1 + . . .+ λnxn

因为 x1 + . . .+ xn = 0, 故在 λi 相差一个同一个常数下是唯一的.

命题 4.10 关于上述基本元素有如下事实,

• ∀H ∈ h, [H,Xij ] = λij(H)Xij.

• λij = −λji

• [Xij , Xji] = Hij.

定义 4.11 (权, 根) 对于表示 sln
ρ→ gl(V ), 对于 λ ∈ h∨, 定义

Vλ = {v ∈ V : ∀H ∈ h,H · v = λ(H)v}

称之为 λ 的特征子空间. 当 Vλ ̸= 0 时, 称 λ ∈ h∨ 是一个权 , 这样非零的 v

都被称为权向量 , Vλ 被称为权空间 , 其维数被称为权重数 . sln 的根是伴随

表示的权 . 上面的论证表明 λij 是 sln 的所有根.
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命题 4.12 对于表示 sln
ρ→ gl(V ), 如果 v ∈ Vλ, 则 Xij · v ∈ Vλ+λij

证明 因为

H · (Xijv) = [H,Xij ] · v +Xij · (H · v)
= λij(H)Xij · v + λ(H)Xij · v
= (λ+ λij)(H)Xij · v

命题得证. �

命题 4.13 对于表示 sln
ρ→ gl(V ), V =

⊕
λ∈h∨ Vλ.

证明 右边是直和且构成子模容易. 可以断言右边是全部的 V , 右边在 V 中

有非 0 补, 熟知线性代数的结论, 有限个交换的矩阵有公共的特征向量. �

定义 4.14 (本原) 对于表示 sln
ρ→ gl(V ), 称非零向量 v ∈ V 是本原的 , 如果

v 是权向量, 且任意 i < j, Xij · v = 0.

命题 4.15 任何表示 sln
ρ→ gl(V ) 都有本原向量.

证明 类似 sl2 的论证, 必定存在一个权 λ 使得对任意 i < j, Vλ+λij
= 0, 为

此只需要找一个恰当的 h∨ 上的线性函数 f 使得任意 i, j, f(λij) > 0, 例如

(λ1, . . . , λn) + C 7−→ (n− 1)λ1 + . . .+ 1λn−1 −
n(n− 1)

2
λn

然后根据权是有限的事实即可找到. �

定理 4.16 (sln 的表示) 任意表示 sln
ρ→ gl(V ), 若 V 是单的, 则

• 在非零数乘意义下, 存在唯一的本原向量 v. 这被称为最高权向量 , 对
应的权被称为最高权 , 设为 χ. 假设对于 H = diag(x1, . . . , xn) 最高权

χ(H) = χ1x1 + . . .+ χnxn

则 χi − χj ∈ Z≥0, 其中 i < j.

• 权非空且有限.
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• 所有权都形如 χ−
∑

i<j mijλij, 其中 mij ∈ Z≥0.

除此之外, 满足条件的最高权反过来决定了同构意义下唯一的一个不可约表
示.

证明 权非空有限是显然的. 根据 (1.9) 对 U(g) 的刻画, g 的作用总可以假设
先作用 b 再作用 n−. 这一点也不难通过归纳得到. 从而选取本原向量 v, 其生
成的子模就是 n− · v, 再根据 (1.9), 实际上就是一些 Xij 依次作用在 v 上, 其
中 i > j, 根据 (4.10) 的计算, 所有权的形式得证, 这还证明了只有一个本原向
量. 为了看到最高权向量的形式, 只需要注意 span{Xji,Hij , Xij} ∼= sl2, 将之
视为 sl2 模, 从而根据 (4.3) 即得. 实际上, 我们证明了任何一个表示的本原权
生成的子模是单模 (4.17).
下面问题放在存在性和唯一性上.

唯一性. 令 V1, V2 是两个有相同最高权的 g 单模, 对应的最高权向量分别
是 v1, v2, 考虑 V1 ⊕V2, 则 (v1, v2) 也是一个最高权, (v1, v2) 生成的子模 V3 根

据上面的论证也是单的, 但是对角线确保了 V1
∼= V3

∼= V2.

存在性. 上述过程即 χ 的系数单调递减, 换句话说即 χ 是

πi : diag(x1, . . . , xn) 7−→ x1 + . . .+ xi

的非负整数系数组合. 只需要给每个 πi 找到具有最高权 πi 不可约表示 Vi 即

可, 这样 χ =
∑n−1

i=1 mjλi 就是
⊗n−1

i=1 miVi 的一个本原权 (参见 (1.13)). 考虑
表示 sln ⊆ gl(

∧i
kn), 令 e1, . . . , en 为标准基, 则 e1 ∧ . . .∧ ei 是

∧i
kn 具有本

原权 πi 的本原向量 (通过多次作用 Xij 替换 ej 到 ei, 实际上
∧i

kn 本身就

是不可约的). �

从上面的过程中, 实际上我们还证明了如下的命题.

命题 4.17 任意表示 sln
ρ→ gl(V ), 当中本原向量生成的子模是单的.
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4.3 Cartan 子代数
定义 4.18 (Cartan 子代数) 对于李代数 g, 子代数 h 被称为Cartan 子代
数如果 h 是幂零的, 且 h 是自己的正规化子, 既

h = {x ∈ g : [x, h] = h}

记号 4.19 令 g 是一个李代数, 对于 x ∈ g 考虑 adx 的特征多项式

Px(T ) = det(T − adx) =
n∑

i=0

ai(x)T
i

令 x1, . . . , xn 是 g 的一组基, 那么 ai(x) 可以看成是关于 x1, . . . , xn 的 n− i

此齐次多项式. 我们在本章固定 ai 的这一记号.

定义 4.20 (正则元) 选取最小的 ℓ 使得 aℓ ̸= 0, 就称一个李代数 g 的秩为

ℓ. 换言之, T ℓ 恰好整除 Px(T ). 再换言之, Px(T ) 可以写成 Px(T ) =

T ℓ
∑n

i=ℓ ai(x)T
i−ℓ. 更换言之, adx 的 0 特征值的重数至少为 ℓ. 一个元素

x ∈ g 被称为正则元如果 aℓ(x) ̸= 0.

命题 4.21 对于复李代数 g, g 的正则元在 g 中是连通稠密的开集.

证明 令非正则元为 V , 他是非零多项式 aℓ(x) 的零点, 故 V 是闭集, 且没有
内部. 如果 x, y 都是正则元, 考虑过他们的复平面 D, 此时 D 上只有 aℓ(x) 有

限个零点, 对于复平面来说, 删去有限个点是不影响连通性的. �

定义 4.22 令 g 是一个李代数, 对于 x ∈ g, λ ∈ k, 考虑 adx 属于 λ 的根子空

间

gλx = {y ∈ g : ∃m > 0, (adx −λ)my = 0}

注意到 dim gλx =最小的 i 使得 ai(x) ̸= 0.

命题 4.23 对于复李代数 g, x ∈ g, 关于根子空间有

• g =
⊕

λ∈C gλx.

• [gλx, g
µ
x] ⊆ gλ+µ

x .
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• g0x 是 g 的子代数.

证明 第一点就是线性代数. 第二点需要注意到

(adx −λ− µ)n[y, z] = (adx −λ− µ)n−1
[
[(adx y, z] + [y, adx z]− [λy, z]− [y, µz]

]
= (adx −λ− µ)n−1

[
[(adx −λ)y, z] + [y, (adx −µ)z]

]
= . . . =

n∑
i=0

(
n

i

)
[(adx −λ)iy, (adx −µ)n−iz]

第三点根据第二点是显然的. �

定理 4.24 对于复李代数 g, 正则元 x ∈ g, 则 g0x 是 g 的 Cartan 子代数.

证明 先证明 g0x 幂零, 根据 Engel 定理的推论 (2.6), 我们证明任意 y ∈ g0x,
ady 在 g0x 上是幂零的. 否则, 会有 ady 在 g0x 上 0 的特征值的重数严格小于

dim g0x, 假如 ady 在 g0x 的补上是可逆的, 那么就产生了矛盾. 为了找到这样的
y 导出矛盾, 选择 g0x 的补空间 L 考虑

U = {y ∈ g0x : ady |g0
x
不是幂零的} V = {y ∈ g0x : ady |L是可逆的}

他们都是多项式的零点的补集, 如果非空必然有交, 这样就找了这样的 y.
再证明 g0x 是自己的正规化子, 如果 [z, g0x] ⊆ g0x, 因为 x ∈ g0x, 再根据定

义对充分大的 m 有 adm
x [z, x] = 0, 即 adm+1

x z = 0, 故 z ∈ g0x. 得证. �

实际上, 所有 Cartan 子代数都具有这一形式, 参见 Serre 的 Complex
Semisimple Lie Algebras P32 §III.4 或 Fulton 与 Harris 的 Representation
Theory P491 §D.3.

定理 4.25 对于复半单李代数 g, 正则元 x ∈ g, 则 Cartan 子代数 h = g0x 满

足

• h 是交换的.

• h 是自己的交换化子, 既 h = {x ∈ g : ∀h ∈ h, [x, h] = h}

• 每个 h 的元素都是半单的 (参见 (3.20)).

• Killing 形式在 h 上的限制是非退化的.
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作为推理, h 是极大的交换子代数.

证明 令 κg 是 Killing 形式, 任意选取 y ∈ gλx, z ∈ gµx, 则 (ady ◦ adz)(g
ν
x) ⊆

gν+µ+λ
x , 故只要 λ + µ ̸= 0, κg(y, z) = tr(ady ◦ adz) = 0. 于是得到正交分解,
其中后者 ±λ 只计算一次

g = g0x ⊕
⊕
λ̸=0

(gλx ⊕ g−λ
x )

自然 κg 限制在 g0x 上也是非退化的, 具体来说 y ∈ g0x 使得 κg(y, g
0
x) = 0, 则

κg(y, g) = 0, 故 y = 0.
由定义, h 是幂零的, 从而是可解的, 根据 Cartan 判据 (2.18), 从而

κg(h, [h, h]) = 0, 但是非退化, 这意味着 [h, h] = 0.
关于中心化子是因为

{x ∈ g : ∀h ∈ h, [x, h] = h} ⊆ {x ∈ g : [x, h] = h} = h ∵定义
⊆ {x ∈ g : ∀h ∈ h, [x, h] = h} ∵ h 交换

关于半单, 令 y ∈ h, 令 y = d + n 是抽象 Jordan 分解, 因为任意 z ∈ h

都与 y 交换, 从而都与 d, n 交换, 从而根据中心化子的刻画, 有 d, n ∈ h. 这样
adz ◦ adn 还是幂零的, 从而 κg(z, n) = 0, 因为 z 是 h 中任意的, 根据非退化
从而 n = 0. �

4.4 Borel 子代数
下面对于复半单李代数 g, 固定 Cartan 子代数 h ⊆ g. 令 h∨ 是 h 的对偶

空间.

定义 4.26 (权, 根) 对于表示 g
ρ→ gl(V ), λ ∈ h∨, 定义

Vλ = {v ∈ V : ∀H ∈ h,H · v = λ(H)v}

称之为 λ 的特征子空间. 当 Vλ ̸= 0 时, 称 λ ∈ h∨ 是一个权 , 这样非零的 v

都被称为权向量 , Vλ 被称为权空间 , 其维数被称为权重数 . g 的根是伴随

表示的权 , 记所有非零权为 R ⊆ h∨.
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保留上面的记号,

gλ = {x ∈ g : ∀h ∈ h, [h, x] = λ(h)x}

命题 4.27 对于表示 g
ρ→ gl(V ), V =

⊕
λ∈h∨ Vλ.

命题 4.28 对于复半单李代数 g, x ∈ g, 关于特征子空间有

• g =
⊕

λ∈h∨ gλ.

• [gλ, gµ] ⊆ gλ+µ.

• g0 = h.

命题 4.29 对于复半单李代数 g, 在 Killing 形式 κg 下, 对于 gλ 和 gµ 有如

下结论

• κg 在 h 上的限制是非退化的.

• 如果 λ+ µ ̸= 0, 则二者是正交的, 即 κg(gλ, gµ) = 0.

• 如果 λ+ µ = 0, 则二者是对偶的, 即 g∨λ 通过 κg 和 g−λ 同构. 且

∀h ∈ h, x ∈ gλ, y ∈ g−λ κg(h, [x, y]) = λ(h)κg(x, y)

等价地, 利用 κg 得到的同构 h ∼= h∨, 如果 λ 对应的元素是 hλ ∈ h, 则

[x, y] = κg(x, y)hλ

证明 事实上, 任意的 h ∈ h, x ∈ gλ, y ∈ gµ,

0 = κg([h, x], y) + κg(x, [h, y]) = (λ(h) + µ(h))κg(x, y)

这样, 下面就是一个正交分解, 下面的直和符号 ±λ 只计算一次

g = h
⊕

λ∈R\0

(gλ ⊕ g−λ)
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这样 κg 在 h 和 gλ ⊕ g−λ 上的限制就是非退化的了, 从而 g∨λ 和 g−λ 是对偶

的. 然后关于计算的结论是因为

κg(h, [x, y]) = κg([h, x], y) = λ(h)κg(x, y)

而 hλ 满足 κg(h, hλ) = λ(h). 即

κg(h, [x, y]) = λ(h)κg(x, y) = κg(h, hλ)κg(x, y) = κg(h, κg(x, y)hλ)

因为 h 的任意性和 κg 在 h 上非退化得证. �

命题 4.30 对于复半单李代数 g, 任意 λ ∈ R, 假如令 hλ = [gλ, g−λ], 则

gλ ⊕ g−λ ⊕ hλ ∼= sl2

具体来说, dim gλ = dim g−λ = dim hλ = 1. 且存在唯一的 Hλ ∈ hλ 使得

λ(Hλ) = 2. 任意 Xλ ∈ gλ, 总存在唯一的 Yλ ∈ g−λ 使得

[Hλ, Xλ] = 2Xλ [Hλ, Yλ] = −2Yλ [Xλ, Yλ] = Hλ

证明 首先, dim hλ = 1, 这是因为 (4.29) 说明 hλ 都是 hλ 的倍数. 为了看到
存在唯一的 Hλ ∈ hλ 使得 λ(Hλ) = 2, 只需要说明 λ(hλ) ̸= 0, 否则的话, 存在
x ∈ gλ, y ∈ g−λ 使得 z = [x, y] ̸= 0 使得 λ(z) = 0, 这样

[z, x] = 0 [z, y] = 0 [x, y] = z

这说明子代数 span(x, y, z) 是可解的, 根据 Lie 定理 (2.12), z 的正则表示是
幂零的, 再根据 (4.25), z 还是半单的, 从而 z = 0 矛盾.
下面, 对于存在性, 因为 gλ 与 g−λ 对偶, 所以任意 Xλ ∈ gλ, 总存在

Yλ ∈ g−λ 使得 κg(Xλ, Yλ) ̸= 0, 根据 (4.29), 通过调整一个常数, 可以选择 Yλ

使得 [Xλ, Yλ] = Hλ, 这样

[Hλ, Xλ] = λ(Hλ)Xλ = 2Xλ [Hλ, Yλ] = −λ(Hλ)Yλ = −2Yλ

这样 span(Xλ, Yλ, Hλ) ∼= sl2.
最后我们来论证 gλ, g−λ 的维数. 否则,将存在 y ∈ g−λ,使得 κg(y,Xλ) =

0, 这样, 根据 (4.29), [Xλ, y] = 0, [Hλ, y] = −λ(Hλ)y = −2y, 这使得 g 作为
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span(Xλ, Yλ,Hλ) ∼= sl2-模有一个权为 −2 的最高权向量, 这在有限维是不可
能的 (4.3). �

命题 4.31 相比较 (4.28) 更强的是, 对于 λ, µ ∈ R, λ+ µ ̸= 0

[gλ, gµ] = gλ+µ

证明 当 gλ+µ = 0时,将自动成立,故只需要考虑 λ+µ ∈ R的情况. 考虑经过
µ以 λ为增长的 “直线”E =

⊕
k∈Z gµ+kλ,显然,这是一个 span(Xλ, Yλ, Hλ) ∼=

sl2-模, 令 p 是最大的整数使得 gµ+pλ ̸= 0, q 时最小的整数使得 gµ+qλ ̸= 0, 那
么根据 sl2 的表示 (4.3), 对于 q ≤ k ≤ p, gµ+kλ ̸= 0, 并且

µ(Hλ) + 2p+ µ(Hλ) + 2q = 0 ⇒ µ(Hλ) = p− q

且如下映射是同构

adXλ
: gµ+kλ → gµ+(k+1)λ p ≤ k ≤ q − 1

如果 λ+ µ ∈ R, 从而 q ≥ 1, p ≤ 0 从而得证. �

命题 4.32 对于复半单李代数 g, 其所有根 R 构成一个既约根系 (A.6).

证明 首先, R 有限不含零为显然. 而 R 张成了 h∨, 不然, 存在非零 h ∈ h 使

得任意 λ ∈ R 有 λ(h) = 0, 这样, adh = 0, 因为对于半单李代数 ad 是单射,
故 h = 0 矛盾.
根据 (4.30) 找 Hλ, 那么定义

Sλµ = µ− µ(Hλ)λ

我们要说明

• µ(Hλ) ∈ Z. 取 y ∈ gµ \ {0}, 则 [Hλ, y] = µ(Hλ)y, 这说明将 g 视为

span(Xλ, Yλ,Hλ) ∼= sl2-模, 根据 sl2 的表示 (4.3), y 具有权 µ(Hλ), 因为
有限维, 故 µ(Hλ) ∈ Z.
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• Sλµ ∈ R. 同样, 既然 y 具有权 µ(Hλ), 势必存在 z ∈ g 的权为 −µ(Hλ),
具体来说, 若 p = µ(Hλ)

z = Y
|p|
λ p ≥ 0 z = X

|p|
λ p ≤ 0

这样非零的 z ∈ gµ−µ(Hλ)λ, 这样 Sλµ ∈ R.

• λ ∈ R ⇒ 2λ /∈ R. 否则存在 λ, 2λ ∈ R, 令 y ∈ g2λ \ {0}, 则

[Hλ, y] = 2λ(Hλ)y = 4y

另一方面

[Hλ, y] = [[Xλ, Yλ], y] = [[Xλ, y]︸ ︷︷ ︸
∈g3λ=0

, Yλ] + [Xλ, [Yλ, y]︸ ︷︷ ︸
∈gλ⇒//Xλ

] = 0

前者为 0 是因为以上两点已经说明 R 是根系了, 故 3λ /∈ R, 后者为 0

是因为 dim gλ = 1, 从而都是 Xλ 的数乘.

以上就说明 R 是一个既约根系. �

实际上既约根系完全决定了复半单李代数的结构. 具体来说, 一个复半单
李代数不论 Cartan 子代数如何选取, 导出的根系都是一样的. 反之, 任何一
个既约根系都存在唯一一个复半单李代数使得其根系同构于之. 参见 Serre 的
Complex semisimple Lie Algebras P50 §VI.5.

定义 4.33 (Borel 子代数) 对于复半单李代数 g, 在根系 R 中选定根系的基

S, 记
n+ =

∑
λ∈R+

gλ n− =
∑
λ<0

gλ b = h+ n+

其中 b 被称为Borel 子代数 .

命题 4.34 对于复半单李代数 g, 有

• 作为线性空间的分解 g = n− ⊕ h⊕ n+ = n⊕ b.

• 其中 n−, n+ 中都是幂零元, 从而是幂零的.
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• b 是可解的, 且 [b, b] = n+.

证明 关于第二点是因为当 n 充分大时, adn
Xλ

gµ ⊆ gµ+nλ = 0, 而 R 是有限

的. 第三点是因为 [h, h] = 0, [h, gλ] = λ(h)gλ = gλ. �

4.5 复半单李代数的表示

上述两节所进行的操作无非是为了在一般的复半单李代数中模拟 sln 的

几个重要的子代数, 那么其表示的分类证明也是完全类似的.
下面, 固定复半单李代数 g, Cartan 子代数 h, 根系挑选为 R, 从而定义了

gλ, 选定基 S, 从而确定了 n+, n−Borel 子代数 b.

命题 4.35 对于表示 gn
ρ→ gl(V ), 如果 v ∈ Vµ, x ∈ gλ, 则 x · v ∈ Vµ+λ

证明 因为

h · (xv) = [h, x] · v + x · (h · v)
= µ(h)x · v + λ(h)x · v
= (µ+ λ)(h)x · v

命题得证. �

命题 4.36 对于表示 g
ρ→ gl(V ), V =

⊕
λ∈h∨ Vλ.

定义 4.37 (本原) 对于表示 g
ρ→ gl(V ), 称非零向量 v ∈ V 是本原的 , 如果 v

是权向量, 且任意 x ∈ n+, x · v = 0.

命题 4.38 任何表示 g
ρ→ gl(V ) 都有本原向量.

证明 根据 Lie 定理 (2.12), 存在 b = h+ n+ 的公共特征值. 再根据 Lie 定理
(2.12), 存在极大旗使得 ρ(b) 同时上三角, 因为 [b, b] = n+, 从而 ρ(n+) 被同

时严格上三角, 从而 ρ(n+) 的特征值都是 0. �

定理 4.39 任意表示 g
ρ→ gl(V ), 若 V 是单的, 则

• 在非零数乘意义下, 存在唯一的本原向量 v. 这被称为最高权向量 , 对
应的权被称为最高权 , 设为 χ. 且任意 λ ∈ R+, χ(Hλ) 都是非负整数.
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• 权非空且有限.

• 所有权都形如 χ−
∑

λ∈S mλλ, 其中 mλ ∈ Z≥0.

除此之外, 满足条件的最高权反过来决定了同构意义下唯一的一个不可约表
示.

证明 前段的论证和唯一性的证明与 (4.16) 完全类似. 下面要证明存在性.

存在性. 先构造 b 的一维表示 Lχ = span(v) 通过

hv = χ(h) h ∈ h xv = 0 x ∈ n+

考虑

Vχ = U(g)⊗U(b) Lχ

这是由 1⊗ v 生成的李代数, 因为根据 (1.9), U(g)是自由 U(b)模, 且 1⊗ v 是

权为 χ 的本原权. 下面我们来说明 Vχ 在命题条件下一定是有限维. 只要证明
权是有限的即可. 类似 (4.32) 的证明, 可以证明若 µ 是 V 的权, 则任意 λ ∈ R

都有 Sλµ 是 V 的权. 因为 −S 也是一组基, 根据 (A.15), 存在 w ∈ W (R) 使

得 w(S) = −S, 这样所有权被限制在如下形式

χ−
∑
λ∈S

mλλmλ ≥ 0 w(χ) +
∑
λ∈S

nλλ nλ ≥ 0

之中, 故任何一个权按照上述展开, 得到的 mλ, nλ ≥ 0 满足 mλ + nλ 是

χ− w(χ) 中 λ 的系数, 从而是有限的. �

命题 4.40 任意表示 g
ρ→ gl(V ), 当中本原向量生成的子模是单的.

需要指出, 与 sl2 的表示不同, 不可约表示存在根空间重数超过 1 的情况,
其刻画是著名的 Weyl 公式, 参见 Serre 的 Complex Semisimple Lie Algebras
P64 VII.8.



Appendix A

根系

A.1 定义

定义 A.1 (反射) 令 V 是一个 R-线性空间, 非零向量 v ∈ V , 定义关于 v

的反射是一个线性变换 S : V →V 使得

S(v) = −v FixS = {w ∈ V : Sw = w}是一个超平面

显然 V = FixS ⊕ Rv. 等价地, 反射是一个 v∨ ∈ V ∨, 使得 ⟨v∨, v⟩ = 2, 这样
反射就被定义成

S : w 7−→ w − ⟨v∨, w⟩ v

此时 ker v∨ = FixS.

引理 A.2 令 V 是一个 R-线性空间, v ∈ V , 有限集 R ⊆ V 长成了整个空间

V , 则至多存在一个 v 的反射 S 使得 S(R) = R.

证明 两个这样的反射 S, S′ 的复合满足

(S ◦ S′)(R) = R (S ◦ S′)(v) = v (S ◦ S′)在 V /Rv 上是 id

因为 R 是有限集合, 故 n 充分大时 (S ◦ S′)n = id, 这说明可以对角化, 但是
后两点说明 S ◦ S′ 的特征值都是 1, 故 S ◦ S′ = id. �

44
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定义 A.3 (根系) 令 V 是一个 R-线性空间, R ⊆ V 被称为是一个根系如果,

• R 是不含 0 的有限集, 且张成了 V .

• 对每个 v ∈ R, 配上一个 v 的反射 Sv 使得 Sv(R) = R.

• 对每个 v, w ∈ R, Sv(w)− w ∈ Zv.

对每个 v ∈ R, 假设 v∨ ∈ V ∨ 使得 Sv(w) = w − (v∨, w)v, 等价地, 第三条可
以写成 ⟨v∨, w⟩ ∈ Z.

定义 A.4 (Weyl 群) 取 V 中的根系 R, 令 {Sv : v ∈ R} 在 GL(V ) 中生成

的群为 W (R), 这被称为Weyl 群 , 显然这是一个有限群. 令 V \
∪

v∈R FixSv

的各个连通分支为Weyl 室 , 显然, V 只被分为有限个 Weyl 室.

评注 A.5 (典范内积) 任意取 V 上一个内积 (−,−), 考虑

⟨x, y⟩ =
∑

A∈W (R)

⟨Ax,Ay⟩

这依旧是一个内积, 此时对任意 v ∈ R, ⟨Svx, Svy⟩ = ⟨x, y⟩, 说明 Sv 是关于 v

的正交反射. 这样, 就变成了 Svx = x − ⟨x,v⟩
⟨v,v⟩v, 故 ⟨v∨, x⟩ = 2 ⟨v,x⟩

⟨v,v⟩ . 换言之,
通过此内积将 V 等同于 V ∨, 将 v∨ 等同于 2v

⟨v,v⟩ .

定义 A.6 (既约) 一个 V 的根系 R 被称为是既约的 , 如果对任意 v ∈ R, v

和 −v 是唯二 R 中平行于 v 的向量.
注意到, 如果不是既约的, 那么存在 w = tv, 对某个 0 < t < 1, 此时

Svw − w = −2tv, 故 2t ∈ Z, 故 t = 1
2 .

评注 A.7 取 V 的根系 R, 下面可以研究 R 中元素的两两相对位置. 对于
v ∈ R, 定义 |v| =

√
⟨v, v⟩, 对于 v, w ∈ R, 定义 v, w 的夹角为 [0, π) 上唯一

的 θ 使得 ⟨v, w⟩ = |v| · |w| cos θ. 因为 ⟨v∨, w⟩ , ⟨w∨, v⟩ 是整数所以

⟨v∨, w⟩ = 2 ⟨v, w⟩
⟨v, v⟩

= 2 cos θ |w|
|v|

∈ Z ⟨w∨, v⟩ = 2 ⟨v, w⟩
⟨w,w⟩

= 2 cos θ |v|
|w|

∈ Z

这要求 4 cos2 θ ∈ Z. 这样的 θ 只有 0, 1, 2, 3, 4 五种选择, 不妨假设 |w| ≥ |v|
且 w, v 不共线, 列成表格是
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θ cos θ ⟨v∨, w⟩ ⟨w∨, v⟩ |w| = ∗|v|
π/2 0 0 0 -
π/3 1

2 1 1 |w| = |v|
2π/3 − 1

2 −1 −1 |w| = |v|
π/4

√
2
2 2 1 |w| =

√
2|v|

3π/4 −
√
2
2 −2 −1 |w| =

√
2|v|

π/6
√
3
3 3 1 |w| =

√
3|v|

5π/6 −
√
3
3 −3 −1 |w| =

√
3|v|

推论 A.8 取 V 的根系 R, v, w ∈ R, 若 v, w 不共线, 且 ⟨v∨, w⟩ > 0, 即
⟨v, w⟩ > 0, 即夹角为锐角, 则 v − w ∈ R.

证明 根据上表, 或者 ⟨v∨, w⟩ = 1 或者 ⟨w∨, v⟩ = 1, 不妨设为后者, 这样

v − w = v − ⟨w∨, v⟩w = Sw(v) ∈ R

对于前者只需要注意到 w − v ∈ R ⇐⇒ v − w ∈ R. �

A.2 基

定义 A.9 (基) 取 V 的根系 R, 称 S ⊆ R 是一组基如果

• S 是 V 的一组基.

• 每一个 v ∈ R, 在 S 的坐标下的系数是同号的整数 (同时 ≥ 0 或同时

≤ 0), 即
v = ±

∑
s∈S

mss {ms : s ∈ S} ⊆ Z≥0

换言之, R ⊆
(∑

s∈S Z≥0s
)
∪
(∑

s∈S Z≤0s
)
.

选定基之后, 可以谈论正根和负根

R+ = R ∩

(∑
s∈S

Z≥0s

)
R− = −R+
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定理 A.10 任何 V 的根系 R, 都存在基.

证明 证明的想法是先挑选 f ∈ V ∨ 使得任意 v ∈ R 都有 ⟨f, v⟩ ≠ 0, 这样就
把 R 分成两部分

R = R+
f ⊔ (−R+

f ) R+
f = {v ∈ R : ⟨f, v⟩ > 0}

挑选 R+
f 中不能写成两个 R 中元素之和的元素, 设之为 Sf , 我们证明 Sf 是

基. 逐个验证基的定义.
首先, R+

f 是 Sf 的非负整数线性组合. 否则的话, 选取不满足条件的
v ∈ R+

f 使得 f(v) > 0 最小, 这迫使 v 既可约又不可约产生矛盾.
接着, Sf 中两两成钝角, 否则 (A.8) 表明其一可约.
最后, 这说明 Sf 张成整个空间 V , 下面说明其线性无关. 假设有线性关

系, 可以按照正负号整理到两边得到∑
i∈P

xivi =
∑
i∈N

xivi xi > 0

这样两边同时和左边作内积, 左边 ≥ 0, 而右边逐项展开 ≤ 0, 这迫使左边 = 0,
同样的方法迫使右边 = 0. 故不妨假设线性关系的系数都是正数, 这样两边同
时作用 f 即得到矛盾. �

评注 A.11 实际上, 任何基都是证明中所构造的那样的, 因为对于基 S, 总可
以找 f ∈ V ∨ 使得 f(S) = 1.

命题 A.12 任何 V 的根系 R, 选定基 S, 则任何一个正根 v ∈ R+, 都可以写
成

v = s1 + . . .+ sk si ∈ S

且对任意 0 ≤ h ≤ k, 前 h 个任何部分和 s1 + . . .+ sh ∈ R+. 换言之, 假如以
R+ ∪ {0} 为棋盘, 每步按照 S 中的某个元素跳到另一个点, 则从原点出发可
以跳到每一个 R+.

证明 找 f ∈ V ∨ 使得 f(S) = 1, 这样 f(v) 就是正整数. 首先, 因为
⟨v, v⟩ > 0, 而 v 是 S 的非负整数组合, 所以 ⟨v, si⟩ 不能总 ≤ 0, 所以存在 si
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使得 ⟨v, si⟩ < 0, 当 v, si 共线时, 那么根据 (A.6), v = si 或 2si, 已经完成了
证明, 否则 v, si 不共线, 根据 (A.8), v − si 还是根, 注意到 si = v − (v − si),
根据 si 不可约的假设, v− si ∈ R+, 这样 f(v− si) = f(v)− 1 完成了递降. �

命题 A.13 任何 V 的既约根系 R, 选定基 S, 任意 s ∈ S, 则 Sv(R
+ \ {s}) =

R+ \ {s}.

证明 令 v ∈ R+ \ {s}, 设 v =
∑

t∈S mtt, 其中 mt ≥ 0, 这样,

Ss(v) = v − ⟨s∨, v⟩ s = (ms − ⟨t∨0 , s⟩)t+
∑
t̸=s

mtt ∈ R

因为既约, 存在 t ̸= s 使得 mt > 0, 这迫使 Ss(v) ∈ R+. �

推论 A.14 任何 V 的既约根系 R, 选定基 S, 令 r = 1
2

∑
r∈R+ r, 则

∀s ∈ S Ss(r) = r − s

证明 直接计算

Ss(r) =
1

2

Ss(s) + Ss

 ∑
r∈R+\{s}

r

 =
1

2

−s+
∑

r∈R+\{s}

r

 = r − s

得证. �

定理 A.15 (Wely 群的结构) 关于根系 R 的 Wely 群 W (R), 有如下结果

• ∀f ∈ V ∨, 存在 w ∈ W (R) 使得 f(w(S)) ≥ 0.

• S, S′ 是两组基, 则存在 w ∈ W 使得 w(S) = S′.

• 对任意 v ∈ R, 基 S, 存在 w ∈ W 使得 w(v) ∈ S.

• W 是被 {Ss : s ∈ S} 生成的.

证明 取 r = 1
2

∑
r∈R+ r, 取 w 使得 f(w(r)) 最大, 从而根据 (A.14)

f(w(r)) ≥ f(w(r − s)) = f(w(r))− f(w(s)) ⇒ f(w(s)) ≥ 0
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这就证明了第一点. 第二点根据 (A.11) 显然. 第三点无非是说明存在 f ∈ V ∨
使得其不可约, 只需要找 f 使得 f(R) ̸= 0, f(β) 是 f 在 R 上唯一的最小的正

数即可.
注意上上述证明将 W 改为 {Ss : s ∈ S} 生成的子群也对, 但是根据第三

点, 任何一个反射都共轭于一个基的反射. �

关于根系的分类还有更多的探讨, 其分类完成了, 就意味着对复半单李代
数分类的完成. 参见 Serre的 Complex Semisimple Lie Algebras P34 §V.11-17.
而各种半单李代数的具体表示, 以及其内在的几何意义则可以移步 Fulton 和
Harris 的 Represention Theory Part III.
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