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Abstract

张量为什么要如此定义? 这或许是一个让人头疼的问题. 因为其复杂
的而多样定义让人感到困惑. 简单的定义无法抓到本质, 复杂的定义缺乏
解释. 更为关键的是, 似乎在目力所及的范围内也很难看到张量的用途.
本系列的目的在于将张量的体量给一个相对完善的介绍, 希望体例完

善的同时, 更能把阐述明白其用途. 不同篇难度和基础知识要求不同, 本
篇是第二篇, 需要一些抽象代数的基本概念. 本篇的目的在于介绍张量代
数, 对称代数, 外代数.
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1 代数

同样, 固定域 K. 回忆环的定义.

定义 1.1 (代数) 称一个线性空间 R 是一个代数 (algebra)如果 R 上有乘

法 (x, y) 7→ xy 使得

(1) ∀x, y, z ∈ R, x(yz) = (xy)z. (结合律)

(2) ∃1 ∈ R, ∀x ∈ R, s. t. 1x = x1 = x. (单位律)

(3) ∀x, y, z ∈ R, x(y + z) = xy + xz, (x+ y)z = xz + yz. (分配率)

等价地1, R 是一个环, 配上一个环同态 K
φ→R.

这里, 因为 K 是域, 任何环同态的核都是零理想, 故都是嵌入, 故可以认
为 K ⊆ R.

评注 1.2 对于有限维代数 R, 如果选定一组基 {ei}ni=1, 可以设

eiej =

n∑
k=1

cijkek

实际上 {cijk}i,j,k 完全决定了 R 的结构, 这被称为结构常数 . 但是我们这里
不会用到这个概念.

例 1.3 例如全体矩阵 Mn(K) 就是一个代数. 乘法就是矩阵的乘法.

定义 1.4 (理想) 一个代数 R, 子集 A ⊆ R 被称为一个理想如果

∀x ∈ R, a ∈ A, xa, ax ∈ A

可以取 x = k ∈ K, 可以直接得到 A 是 R 的子空间. 对应的商空间 R/A 上

有自然的代数结构

(x+ A)(y + A) = xy + A

这被称为商代数 .
1具体来说, 这三条已经得到是幺环, 同态取做 k 7→ k · 1. 反之, 需要补上数乘使得 R 是线性

空间, 只需取 k · x = φ(k)x.
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定义 1.5 (代数同态) 称两个代数之间的映射 R
ψ→R′ 是代数同态如果 ψ 既

是线性映射, 又是环同态即 ψ(1) = 1, ψ(xy) = ψ(x)ψ(y).
假如等价地视作代数为环配上同态, 假设以上两个代数对应于 K

φ→R 和

K
φ′

→R′, 那么对 ψ 是代数同态当且仅当 ψ 是环同态, 且 ψ ◦ φ = φ′.

定义 1.6 (分次代数) 一个代数 R 被称为分次代数 , 如果指定一个作为线性
空间的分解

R =
⊕
i∈Z

Ri s. t. ∀x ∈ Ri, y ∈ Rj ⇒ xy ∈ Ri+j

称 Ri 为 R 的 i 次齐次部分 , Ri 中的元素被称为 i 次齐次元 . 对于任意
x ∈ R, 可以唯一地写 x =

∑
i∈Z xi, 其中 xi ∈ Ri. 称 xi 为 x 的 i 次齐次部

分 .
如下如果不作特别声明, 当提到分次代数时, i < 0 时, Ri = 0.

例 1.7 全体一元多项式 K[X] 就是一个分次代数. 其 i 次部分就是 {kXi :

k ∈ K}.

例 1.8 多元多项式 K[X, . . . , Y ] 也是一个分次代数. 其 i 次部分就是所有 i

次单项式张成的线性空间.

定义 1.9 一个分次代数 R =
⊕
Ri 的理想 A 被称为分次理想如果

A =
⊕

(A ∩Ri)

换言之, A 可以写成 Ri 一些子空间的直和, 等价地, A 的齐次部分也在 A 中.
对应的商代数 R/A 有自然的分次结构

R/A =
⊕

Ri/A ∩Ri

显然, 一个理想是分次理想当且仅当其由齐次元生成.

例 1.10 多元多项式 K[X, . . . , Y ] 的理想 a 是分次理想当且仅当 a 由齐次多

项式生成.
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2 代数的张量积

命题 2.1 对于两个代数 R1, R2, 他们作为线性空间的张量积 R1 ⊗R2 上有自

然的 K-代数结构满足

(x1 ⊗x2)(y1 ⊗ y2) = (x1y1)⊗(x2y2)

证明 关键是验证良定义性, 考虑如下映射

µ : R1 ×R2 ×R1 ×R2 −→ R1 ⊗R2 (x1, x2, y1, y2) 7−→ (x1y1)⊗(x2y2)

这显然是一个 4-线性同态, 从而诱导了 R1 ⊗R2 ⊗R1 ⊗R2 出发的映射, 仔细
观察下列映射

(R1 ⊗R2)× (R1 ⊗R2)→(R1 ⊗R2)⊗(R1 ⊗R2)
∗→R1 ⊗R2

其中 ∗ 是 µ 诱导的, 这说明了良定义性. �
下面我们会看到 R1 ⊗R2 解出关于交换代数的余积.

命题 2.2 对于两个 K-交换代数 R1, R2, 则存在

(T, ι1, ι2)

∣∣∣∣ K-交换代数 T , 以及 K-代数同态

ι1 : R1 →T

ι2 : R2 →T

满足如下的泛性质

∀K-交换代数 S

∀K-代数同态

φ1 : R1 →S

φ2 : R2 →S

∃!λ : T →S

s. t.

λ ◦ ι1 = φ1

λ ◦ ι2 = φ2

R1

ι1
  

φ1

""
T λ // S

R2

ι2

>>

φ2

<<

且这样的 (T, ι1, ι2) 在同构意义下唯一.
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证明 我们断言 T = R1 ⊗R2, 以及

ι1 : R1 −→ R1 ⊗R2

x 7−→ x⊗ 1

ι2 : R2 −→ R1 ⊗R2

y 7−→ 1⊗ y

满足条件. 这样对于 φ1, φ2, 定义

λ : R1 ⊗R2 −→ S x⊗ y 7−→ φ1(x)φ2(y)

不难知道这是良定义的, 因为交换所以是代数同态, 且不难知道这是唯一的选
择. �

3 张量代数, 对称代数, 外代数

I. 张量代数 我们指出, 张量实际上是一种人为构造出来的, 有乘法分配律,
还能把域 K 中的元素里外换的乘法. 既然将其视为乘法, 我们希望将两个张
量也相乘, 于是有了下面的定义.

定义 3.1 (张量代数) 对于线性空间 V , 我们要在2

T (M) =
∞⊕
n=0

V ⊗n =
∞⊕
n=0

V ⊗ . . .⊗V︸ ︷︷ ︸
n

上定义自然的分次代数结构, 其线性结构不言自明, 关键在于其乘法结构, 定
义乘法 ⊗ 为张量的拼接3

x1 ⊗ . . .⊗xn︸ ︷︷ ︸
∈V ⊗n

⊗ y1 ⊗ . . .⊗ ym︸ ︷︷ ︸
∈V ⊗m

= x1 ⊗ . . .⊗xn⊗ y1 ⊗ . . .⊗ ym︸ ︷︷ ︸
∈V ⊗(m+n)

这使 T (V ) 成为一个 K-分次代数, 这被称为 V 上的张量代数 .

定义 3.2 (张量代数的同态) 对于线性映射 V
φ→W , 可以规定

T (φ) : T (V ) −→ T (W ) x1 ⊗ . . .⊗xn 7−→ φ(x1)⊗ . . .⊗φ(xn)

这是一个分次代数同态. 这让 T (−) 成为一个函子.
2特别地, V ⊗ 0 = K, 事实上 T (M) 的单位元正是来自这里.
3好在, 代数的分配率保证我们只需要指定齐次元的乘法即可, 而张量积的分配率保证我们只

要指定 x1 ⊗ . . .⊗xn 处的取值即可.
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II. 对称代数

定义 3.3 (对称代数) 对于线性空间 V , 在 T (V ) 上考虑理想

IS = ⟨ x⊗ y − y⊗x : x, y ∈ V ⟩

这是由齐次元生成的理想, 对应的商代数 T (V )/IS 有自然的分次结构, 记为
S(V ), 这被称为对称代数 . 上面诱导的乘法改写为 · 或者直接省略.

定义 3.4 (对称代数的同态) 对于线性映射 V
φ→W , 可以规定

S(φ) : S(V ) −→ S(W ) x1 . . . xn 7−→ φ(x1) . . . φ(xn)

这是一个分次代数同态. 这让 S(−) 成为一个函子.

命题 3.5 (对称代数结构定理) 关于对称代数 S(V ) 有如下结构定理

(1) S(V ) 的 n 次齐次部分 Sn(V ), 每个元素可以表为∑
k · x1 . . . xn (有限和) k ∈ K,xi ∈ V

且满足 

. . . xy . . . = . . . yx . . .

. . . (x1 + x2)y . . . = (. . . x1y . . .) + (. . . x2y . . .)

. . . x(y1 + y2) . . . = (. . . xy1 . . .) + (. . . xy2 . . .)

. . . (kx) . . . = k(. . . x . . .)

且两个元素相等当且仅当可以用上述运算律能把一个化成另一个.

(2) S(V ) 的每个元素可以唯一地表示成

∞∑
i=0

sn (有限和) sn ∈ Sn(V )

且乘法为字的拼接

x1 . . . xn︸ ︷︷ ︸
∈Sn(V )

y1 . . . ym︸ ︷︷ ︸
∈Sm(V )

= x1 . . . xny1 . . . ym︸ ︷︷ ︸
Sn+m(V )
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证明 不难发现, 商掉 IS 就是让所有的

. . . x⊗ y . . . ≡ . . . y⊗x . . . mod IS

记 x1 ⊗ . . .⊗xn + IS 为 x1 . . . xn, 自然满足命题中的运算律. 而显然, x⊗ y −
y⊗x 的线性组合可以改写成整系数线性组合, 再加上张量的结构定理, 故相
等只需要有限步的运算律就可互化, 这就是 (1) 问所求的全部. (2) 直接根据
商代数的乘法. �

命题 3.6 对于线性空间 V , 可以构造如下的

(VW, τ)

∣∣∣∣ VW 是线性空间; n-重对称线性映射 τ : V n→VW

满足如下的泛性质 4

∀线性空间 U

∀n-重对称线性映射 φ : V n→U

∃!线性映射 ψ : VW →U

s. t. ψ ◦ τ = φ

V

φ
!!

τ // VW

ψ

��
U

且这样的 (VW, τ) 在同构意义下唯一.

证明 取 VW = Sn(V ), 取

τ : V n −→ Sn(V ) (x1, . . . , xn) 7−→ x1 . . . xn

则

ψ : Sn(V ) −→ U x1 . . . xn 7−→ φ(x1, . . . , xn)

是唯一的选择. �

命题 3.7 假如线性空间 V 有一组基 {xi}i∈I , 则 S(V ) 作为分次代数同构于

多元多项式环 K[Xi]i∈I . 具体来说

φ : S(V )
∼−→ K[Xi]i∈I xi1 . . . xin 7−→ Xi1 . . . Xin

4当中的 n 重对称线性映射 φ 指的是首先 φ 是 n 重线性映射, 且 φ(. . . , x, y . . .) =

φ(. . . , y, x, . . .).
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证明 不难验证这是良定义的. 逆映射也不难构造. �
下面, 我们给出很多书中会给出的另一种对称代数的给法. 但是此时需要

K 的特征为 0.

定义 3.8 (对称化) 对于线性空间 V ⊗n, 对称群 Sn 作用在上面5, 通过

Sn ∋ σ : V ⊗n −→ V ⊗n x1 ⊗ . . .⊗xn 7−→ xσ(1) ⊗ . . .⊗xσ(n)

称一个张量 x ∈ V ⊗n 是对称的 , 如果对任何 σ ∈ Sn, 都有 σ(x) = x. 可以
定义对称化

π : V ⊗n −→ V ⊗n x 7−→ 1

n!

∑
σ∈Sn

σx

不难验证, π 有如下性质

• 若 x 对称, 则 π(x) = x.

• 特别地, π 的像是全体对称张量.

• π(π(x)) = π(x).

• 特别地, im(1− π) = kerπ.

记 V ⊗n 中的全体对称张量为 S
n
(V ), 考虑 S(V ) =

⊕∞
n=0 S

n
(V ), π 可以自

动延拓到 S(V ) 上. 在上面可以定义乘法, 对于 x ∈ S
m
(V ), y ∈ S

n
(V ),

x · y =
(m+ n)!

m!n!
π(x⊗ y)

不难验证这让 S(V ) 成为一个分次代数.

命题 3.9 有如下分次代数的同构

φ : S(V )
∼−→ S(V )

∑
x1 ⊗ . . .⊗xn 7−→

∑
x1 . . . xn

其逆映射是

ψ : S(V )
∼−→ S(V )

∑
x1 . . . xn 7−→ π

(∑
x1 ⊗ . . .⊗xn

)
5或者说, 表示在上面.
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证明 回看 IS , 实际上

IS ∩ V ⊗n = span
{

x1 ⊗ . . .⊗xn

−xσ(1) ⊗ . . .⊗xσ(n)
:
x1, . . . , xn ∈ V

σ ∈ Sn是交换相邻两位的置换

}

= span
{

x1 ⊗ . . .⊗xn

−σ(x1 ⊗ . . .⊗xn)
:
x1, . . . , xn ∈ V

σ ∈ Sn

}
= span {x− σx : x ∈ V ⊗n, σ ∈ Sn}

可以验证6 IS ∩ V ⊗n = kerπ, 故给出同构. �

III. 外代数 外代数来自于微积分中的微分形式的运算. 下面, 假定域的特征
均不为 2.

定义 3.10 (外代数) 对于线性空间 V , 在 T (V ) 上考虑理想

I∧ = ⟨ x⊗x : x ∈ V ⟩

这是由齐次元生成的理想, 对应的商代数 T (V )/I∧ 有自然的分次结构, 记为∧
(V ), 这被称为外代数 . 上面的诱导的乘法此时改记为 ∧.

定义 3.11 (外代数的同态) 对于线性映射 V
φ→W , 可以规定∧

(φ) :
∧

(V ) −→
∧

(W ) x1 ∧ . . . ∧ xn 7−→ φ(x1) ∧ . . . ∧ φ(xn)

这是一个分次代数同态. 这让
∧
(−) 成为一个函子.

命题 3.12 (对称代数结构定理) 关于对称代数 S(V ) 有如下结构定理

(1)
∧
(V ) 的 n 次齐次部分

∧
n(V ), 每个元素可以表为∑

k · x1 ∧ . . . ∧ xn (有限和) k ∈ K,xi ∈ V

6因为 π(x−σ(x)) = 1
n!

(
∑

τx−
∑

τσx) = 0;反之,因为 kerπ = im(1−π),而 (1−π)(x) =

x− 1
n!

∑
(x− σx) = 1

n!

∑
(x− σx).
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且满足

. . . ∧ x ∧ y ∧ . . . = −(. . . ∧ y ∧ x ∧ . . .)

. . . ∧ (x1 + x2) ∧ y ∧ . . . = (. . . ∧ x1 ∧ y ∧ . . .) + (. . . ∧ x2 ∧ y ∧ . . .)

. . . ∧ x ∧ (y1 + y2) ∧ . . . = (. . . ∧ x ∧ y1 ∧ . . .) + (. . . ∧ x ∧ y2 ∧ . . .)

. . . ∧ (kx) ∧ . . . = k(. . . ∧ x ∧ . . .)

且两个元素相等当且仅当可以用上述运算律能把一个化成另一个.

(2) S(V ) 的每个元素可以唯一地表示成

∞∑
i=0

an (有限和) an ∈
∧

n(V )

且乘法为字的拼接

x1 ∧ . . . ∧ xn︸ ︷︷ ︸
∈
∧n(V )

∧ y1 ∧ . . . ∧ ym︸ ︷︷ ︸
∈
∧m(V )

= x1 ∧ . . . ∧ xn ∧ y1 ∧ . . . ∧ ym︸ ︷︷ ︸
∈
∧n+m(V )

证明 我们要说明

I∧ = ⟨ x⊗x : x ∈ V ⟩ = ⟨ x⊗ y + y⊗x : x, y ∈ V ⟩

然后就和 (3.5) 的过程一样了. 包含于是因为 x⊗x = 1
2 (x⊗x + x⊗x), 包含

是因为 x⊗ y + y⊗x = (x+ y)⊗(x+ y)− x⊗ y − y⊗x. �

命题 3.13 对于线性空间 V , 可以构造如下的

(VW, τ)

∣∣∣∣ VW 是线性空间; n-重反对称线性映射 τ : V n→VW

满足如下的泛性质 7

∀线性空间 U

∀n-重反对称线性映射 φ : V n→U

∃!线性映射 ψ : VW →U

s. t. ψ ◦ τ = φ

V

φ
!!

τ // VW

ψ

��
U

且这样的 (VW, τ) 在同构意义下唯一.
7当中的 n 重反对称线性映射 φ 指的是首先 φ 是 n 重线性映射, 且 φ(. . . , x, y . . .) =

−φ(. . . , y, x, . . .).
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证明 取 VW =
∧n

(V ), 取

τ : V n −→
n∧
(V ) (x1, . . . , xn) 7−→ x1 ∧ . . . ∧ xn

则

ψ :
n∧
(V ) −→ U x1 ∧ . . . ∧ xn 7−→ φ(x1, . . . , xn)

是唯一的选择. �

命题 3.14 假如线性空间 V 有一组基 {xi}i∈I , 对 I 任意赋予全序, 则
∧n

(V )

的有如下一组基

{xi1 ∧ . . . ∧ xin : i1 < . . . < in}

证明 根据 (3.13), 任何一个 n 重反对称线性映射 φ 都由且只有上述基处的

值决定. 从而是一组基. �

推论 3.15 假如线性空间 V 满足 dimV = m, 则
∧n

(V ) =
(
m
n

)
. 特别地,∧0

(V ) = K;
∧1

(V ) = V ; n > m 时,
∧n

(V ) = 0.

评注 3.16 (行列式) 对于 n维线性空间 V 上的线性变换 A,则
∧n

(V )
∧n(A)→

∧n
(V )

上是一个位似, 其比例就是 detA. 换言之, 挑选非零元 e ∈
∧n

(V ), 则
(
∧n

(A))(e) = (detA)e. 具体来说, A = I 时位似比为 1, 而
∧n

(A) 还是 n 重

反对称线性函数, 这只能是行列式.

评注 3.17 (叉乘) 对于 V = R3, 挑选标准基 {e1, e2, e3}, 因为 dim
∧2

(V ) =

dim
∧1

(V ) = dimV = 3, 作等同

e1 ∧ e2 = e3 e2 ∧ e3 = e1 e3 ∧ e1 = e2

将
∧2

(V ) 视为 V . 因为空间中的叉乘也满足上述性质, 故实际上叉乘就是上
述等同下的 ∧.

下面, 我们给出很多书中会给出的另一种外代数的给法. 但是此时需要 K

的特征为 0. 回忆

sgn : Sn −→ {±1} σ 7−→

1 σ 可以写成偶数个偶置换

−1 σ 可以写成奇数个偶置换

12



定义 3.18 (反对称化) 同样回忆 Sn 在 V ⊗n 上的作用. 称张量 x ∈ V ⊗n 是

反对称的, 如果对任何 σ ∈ Sn, 都有 σx = sgn(σ)x. 可以定义反对称化

π : V ⊗n −→ V ⊗n x 7−→ 1

n!

∑
σ∈Sn

sgn(σ)σx

不难验证, π 有如下性质

• 若 x 反对称, 则 π(x) = x.

• 特别地, π 的像是全体反对称张量.

• π(π(x)) = π(x).

• 特别地, im(1− π) = kerπ.

记 V ⊗n 中的全体对称张量为 Λ
n
(V ), 考虑 Λ(V ) =

⊕∞
n=0 Λ

n
(V ), π 可以自

动延拓到 Λ(V ) 上. 在上面可以定义乘法, 对于 x ∈ Λ
m
(V ), y ∈ Λ

n
(V ),

x ∧ y =
(m+ n)!

m!n!
π(x⊗ y)

不难验证这让 Λ(V ) 成为一个分次代数.

命题 3.19 有如下分次代数的同构

φ : Λ(V )
∼−→

∧
(V )

∑
x1 ∧ ⊗ . . .⊗∧xn 7−→

∑
x1 ∧ . . . ∧ xn

其逆映射是

ψ :
∧

(V )
∼−→ Λ(V )

∑
x1 ∧ . . . ∧ xn 7−→ π

(∑
x1 ⊗ . . .⊗xn

)
证明 回看 I∧, 实际上

I∧ ∩ V ⊗n = span
{

x1 ⊗ . . .⊗xn

+xσ(1) ⊗ . . .⊗xσ(n)
:
x1, . . . , xn ∈ V

σ ∈ Sn是交换相邻两位的置换

}
= span {x− sgn(σ)σx : x ∈ V ⊗n, σ ∈ Sn}

可以验证 I∧ ∩ V ⊗n = kerπ, 故给出同构. �
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4 外代数的计算

I. 基本结果

命题 4.1 对于线性空间 V , x1 ∧ . . . ∧ xk ∈
∧
(V ), 如果有两个 xi 相同, 则

x1 ∧ . . . ∧ xk = 0

命题 4.2 对于线性空间 V , v1, . . . , vk ∈ V , 则

v1, . . . , vk 线性无关 ⇐⇒ v1 ∧ . . . ∧ vk ̸= 0

证明 首先, 线性相关时某个向量能够被其他向量表出, 而一串 x1 ∧ . . . ∧ xk
中如果有两个 xi 相同, 则 x1 ∧ . . .∧ xk = 0. 反之, 如果线性无关, 可以找到很
多反对称线性函数 φ 使得 φ(x1 ∧ . . . ∧ xk) ̸= 0, 或者直接利用基的论断也可
以快速得到. �

命题 4.3 对于线性空间 V , v1, . . . , vk ∈ V ,

vσ(1) ∧ . . . ∧ vσ(k) = sgn(σ)v1 ∧ . . . ∧ vk

命题 4.4 对于线性空间 V , v1, . . . , vk ∈ V , w1, . . . , wk ∈ V , 如果 wi =∑
j aijvj, 则

w1 ∧ . . . ∧ wk = det(aij)v1 ∧ . . . ∧ vk

证明 实际上

w1 ∧ . . . ∧ wk =
∑

j1,...,jk

a1j1 . . . akjk vj1 ∧ . . . ∧ vjk

=
∑
σ∈Sk

a1σ(1) . . . akσ(k) vσ(1) ∧ . . . ∧ vσ(k)

=
∑
σ∈Sk

sgn(σ)a1σ(1) . . . akσ(k) v1 ∧ . . . ∧ vk

= det(aij)v1 ∧ . . . ∧ vk

命题得证. �
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II. 外代数的配合

命题 4.5 对于有限维线性空间 V , 考虑其对偶空间 V ∨, 有线性空间的同构

φ :
∧k

(V ∨)
∼−→

(∧k
(V )

)∨

f1 ∧ . . . ∧ fk 7−→
[
e1 ∧ . . . ∧ ek 7→ det(f i(ej))

]
证明 只需要验证这给出一个单同态, 剩余由维数的计算保证. 首先这个映射
是良定义的. 若对于任何一组 {ei} 都有 det(f i(ej)) = 0, 线性代数告诉我们,
f i 线性相关, 这迫使 f1 ∧ . . . ∧ fk = 0. �

评注 4.6 (配合) 换言之, 我们构造了配合

⟨−,−⟩ :
∧k

(V )×
∧k

(V ∨) −→ K

(e1 ∧ . . . ∧ ek, f1 ∧ . . . ∧ fk) 7−→ det(fi(ej))

假如读者考虑 V ⊗n 与 (V ∨)⊗n 的配合, 按照 (3.19) 的等同, 这样给出的配合
将是

⟨−,−⟩′ = 1

k!
⟨−,−⟩

但是大家更常用之前我们定义的那个配合.

评注 4.7 (内乘) 定义内乘

y :
∧m

(V )×
∧m+n

(V ∨) −→
∧n

(V ∨)

(u, v∗) 7−→ [u y v∗ : w 7→ ⟨v∗, u ∧ w⟩]

这也被视作配合. 一般地, 当 n = 0 时, 上述就是原本的配合, 特别地,
e ∈ V, f ∈ V ∧, e y f = f(e).

实际上, 对于 y ∈ V , x∗i ∈ V ∨, 不难计算出

y y (x∗0 ∧ . . . ∧ x∗k) =
k∑
i=0

(−1)ix∗0 ∧ . . . ∧ x∗i (y) ∧ . . . ∧ x∗n

这里对常数的 ∧ 就是数乘; 根据这个结果, 如果 u ∈
∧k

(V ∨), w ∈
∧h

(V ∨)

y y (v∗ ∧ w∗) = (y y v∗) ∧ w∗ + (−1)kv∗ ∧ (y yw∗)
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5 例子与应用

I. Grassmann 簇 回忆 (3.17), 我们解释了 R3 中的叉乘和外积的关系. 一
般而言, 想要将三维欧式空间的解析几何手段推广到一般线性空间上是过分
奢求, 一般而言点积不是自然的, 我们也没有一般的垂直的概念, 但可以在对
偶空间中论配合. 而叉积既不自然, 也难以推广至高维. 但好在有外积这一手
段, 可以让我们不难地推及一些结论.

定义 5.1 (Grassmann 簇) 固定域 K, 其所有 k 维线性子空间构成的集合

我们记为 G(k, V ). 这被称为Grassmann 簇 .

例 5.2 有如下例子

• k = n = dimV 时, G(k, V ) 只有一个元素即 V 本身.

• k = 1 时, G(1, V ) 就是 n = dimV − 1 维的射影空间. 射影空间还可以
定义为商集

PKn = V \ 0
/

∼: x ∼ y ⇐⇒ ∃k ∈ K, s. t. x = ky

• 回忆三维欧式空间 R3, 全体一维子线性空间由其方向向量决定, 全体二
维线性子空间由其法向量决定. 故 G(1,R3) = G(2,R3).

命题 5.3 对于 n 维线性空间 V , 有如下双射

φ : G(k, V ) −→ G(n− k, V ∨)

W 7−→ W⊥ := {f ∈ V ∨ : ∀e ∈ w, f(e) = 0}

证明 先说明良定义性, 选择 W 的一组基扩充为 V 的一组基, 再考虑其对偶
基, W⊥ 恰好由扩充的向量对应的对偶基张成, 故维数得到保证. 双射也不难
验证. �
这就是欧式空间中垂直关系的类比.

命题 5.4 对于 n 维线性空间 V , 有如下单射

ψ : G(k, V ) −→ G
(
1,
∧k

(V )
)

W 7−→ K · (w1 ∧ . . . ∧ wk)
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其中 w1, . . . , wk 是 W 的任意一族基.

证明 先说明和基的选择无关, 这根据 (4.4). 为了说明是单射, 实际上, 任意
选取 ψ(W ) 中的非零元 v, 则根据 (4.2) 有 W = {w ∈ V, v ∧ w = 0}, 从而反
过来决定 W . �
这就是三维欧式空间中法向量的类比, 在三维空间中, 二维子空间一组基

的叉积就是法向量.

II. 微分形式 为了初等起见, 我们先将目光局限在欧式空间 Rn 中的开集
U 上, 可以在每一点形式地指派一个 Rn 作为切空间 , 例如在 p 点, 记为
TpU , 当中元素被称为切向量 . 在 Rn 中任意一个开集 U 上定义的光滑映射

f : U→Rm, 在每一点 p ∈ U , 诱导了切映射

df : TpU −→ Tf(p)Rm

v 7−→ lim
t→ 0

f(p+ vt)− f(p)

t
=

d
dtf(p+ vt)

∣∣∣∣
t=0

给定光滑函数 U
f→R, 那么上述映射实际上诱导了一个 TpU

df→Tf (p)R = R 的
线性映射, 故 df 实际上可以视作是 TpU 上的线性函数, 这启示我们定义余切
空间

T∨
p (V ) = (Tp(V ))∨

其中元素被称为余切向量.
假如记 ∂

∂xi = ( . . .︸︷︷︸
0

, 1︸︷︷︸
i

, . . .︸︷︷︸
0

), 那么
{

∂
∂xi

}
构成 TpU 的一组基, 之所以

这么记是因为

df ∂

∂xi
=

∂f

∂xi

∣∣∣∣
p

倘若选定 Rn 的各分量的代表元 x1, . . . , xn, 我们还可以视 xi 为 U 到 R
的函数如下的投影映射

xi : U −→ R (x1, . . . , xn) 7−→ xi

那么, 根据定义, 在任意一点 p ∈ U

dxi : TpU −→ Txi(p)R = R (v1, . . . , vn) 7−→ v1

17



那么, 上面的结论说明 dxi ∂
∂xi = δij , 这说明我们可以视 dxi 为 ∂

∂xi 的对偶基.
一般而言对于连续函数 U

f→R, 根据对偶基的公式, 有

df =
n∑
i=1

∂f

∂xi

∣∣∣∣
p

dxi

这就是一阶微分的严格化.
我们已经将一阶微分形式构造出来, 我们不难根据微积分的直观, 构造 k

阶微分形式为余切空间的外代数的 k 次部分

Λkp(U) =
k∧
(T∨
p (U))

但是目前为止, 以上的这些向量这都是逐点定义的, 所有微分形式无非只
是线性代数的重现, 下面的定义最为关键.
倘若在 U 每一点都指定一个切向量, 例如在 p 点指定 vp ∈ TpU , 因为在

每个点的切空间都以 ∂
∂xi 作为基, 假设 vp =

∑n
i=1 f

i(p) ∂
∂xi , 若 f i : p 7→ f i(p)

作为 U 上的函数是光滑的, 则称这种指定 [v : p 7→ vp] 是光滑切向量场 .
同样, 倘若在 U 的每一点都指定一个余切向量, 例如在 p 点指定 ωp ∈

T∨
pU , 因为在每个点的余切空间都以 dxi 作为基, 假设 ωp =

∑n
i=1 g

i(p)dxi, 若
gi : p 7→ f i(p) 作为 U 上的函数是光滑的, 则称这种指定 [ω : p 7→ ωp] 是 1-形
式 .
亦同样, 倘若在 U 的每一点都指定一个 Λkp(U) 中元素, 例如在 p 点指定

ωp ∈ Λnp (U), 因为在每个点的余切空间都以

{dxi1 ∧ . . . ∧ dxik : 1 ≤ i1 < . . . ik ≤ n}

作为基, 假设 ωp 在此基下的坐标都是关于 p 光滑的, 则称这种指定 [ω : p 7→
ωp] 是 k-形式 .
不难发现, 实际上 0-形式就是光滑函数. 这样, ∂

∂xi , dxi, df 可以不再是
逐点的了, 他们分别成为切向量场, 1-形式, 1-形式.

至此, 我们已经几乎建立完了全部有关微分形式的结构. 唯独差了在
Stokes 公式中表现突出的外微分算子 [d : ω 7→ dω].
我们只要指出每个单项如何微分即可, 因为 d 我们期待是加性的. 对于光

滑函数 f : U→R, 约定

d
(
fdxi1 ∧ . . . ∧ dxik

)
= df ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik
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再带入 df =
∑n
i=1

∂f
∂xi dxi 可得

d
(
fdxi1 ∧ . . . ∧ dxik

)
=

n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

不难验证的是 d 满足以下几条

• df = df .

• d2 = 0.

• d(ω ∧ υ) = dω ∧ υ + (−1)kω ∧ dυ, 如果 ω 是 k-形式.

不难验证地是, 这实际上也反过来决定了 d.
鉴于行文目标所限, 对微分形式的介绍至此也就戛然而止了, 以上只是呈

现欧式空间的开集上如何严格地建立起微分形式, 如欲深入学习, 可以继续学
习微分流形.
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