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Abstract

张量为什么要如此定义? 这或许是一个让人头疼的问题. 因为其复杂
的而多样定义让人感到困惑. 简单的定义无法抓到本质, 复杂的定义缺乏
解释. 更为关键的是, 似乎在目力所及的范围内也很难看到张量的用途.
本系列的目的在于将张量的体量给一个相对完善的介绍, 希望体例完

善的同时, 更能把阐述明白其用途. 不同篇难度和基础知识要求不同, 本
篇是第一篇, 仅需线性代数的知识. 本篇的目的在于介绍线性空间张量的
基本构造以及当中的计算技巧和简单应用.
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1 线性空间的张量积

以下的线性空间皆指的是在 K 上的.

命题 1.1 (线性空间的张量积) 对于线性空间 V,W , 可以构造如下的

(VW, τ)

∣∣∣∣ VW 是线性空间; 双线性映射 τ : V ×W →VW

满足如下的泛性质 1

∀线性空间 U

∀双线性映射 φ : V ×W →U

∃!线性映射 ψ : VW →U

s. t. ψ ◦ τ = φ

V ×W

φ
$$

τ // VW

ψ

��
U

且这样的 (VW, τ) 在同构意义下唯一 2. 这样的 VW 被定义为 V 和 W 的张

量 (tensor) 积 (product) , , 记为 V ⊗KW , 通常会省略为 V ⊗W , 当中的
元素被称为张量.

证明 考虑以 V ×W 的元素形式地作为基张成的线性空间 K = kV×W , 方便
起见, 就以 (v, w) 记对应的基. 那么 K 当中的元素是有限个形如 k(v, w) 的

形式和, 其中 k ∈ K, v ∈ V,w ∈W . 再考虑向量张成的线性空间

R = span


(v1 + v2, w)− (v1, w)− (v2, w)

(v, w1, w2)− (v, w1)− (v, w2)

(kv, w)− k(v, w)
(v, kw)− k(v, w)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
v1, v2, v ∈ V
w1, w2, w ∈W
k ∈ K


定义 VW = K/R, 为了方便起见, 记∑

k(v, w) +R
△
=

∑
kv⊗w (均为有限和)

1当中的双线性映射和线性代数记号已知, 是指对固定的 w ∈ W , φ(−, w) 是线性的, 对固定
的 v ∈W , φ(v,−) 也是线性的.

2所谓在同构意义下唯一, 指的是若有两个满足上述泛性质的 (VW, τ), (VW ′, τ ′), 那么存在互
逆的 α : VW ↔ VW ′ : β 使得

τ ′ ◦ α = τ τ ◦ β = τ ′ α ◦ β = idVW ′ β ◦ α = idVW
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以及

τ : V ×W −→ VW (v, w) 7−→ v × w

下面我们开始验证泛性质, 任意给双线性映射 φ : V ×W →U , 那么定义

ψ : VW −→ U
∑

kv⊗w 7−→
∑

kf(v, w)

注意到这是良定义的3, 且显然是线性的, 且 ψ ◦ τ = φ. 而反之要使 ψ ◦ τ = φ,
对于 (v, w) ∈ V ×W , 这要求 ψ(v × w) = f(v, w), 不难看出 ψ 的选择是唯一

的, 故唯一性得证.
而在同构意义下唯一是一般结论. 具体来说, 若有两个满足上述泛性质的

(VW, τ), (VW ′, τ ′), 不难发现 τ, τ ′ 也是双线性的, 故对 (VW ′, τ ′) 用 (VW, τ) 的

泛性质以及对 (VW, τ) 用 (VW ′, τ ′) 的泛性质有

∃α : VW →VW ′

β : VW ′→VW

τ ′ ◦ α = τ

τ ◦ β = τ ′

V ×W τ //

τ ′ $$

VW

α

		
VW ′

β

HH

此时, 设 ψ : VW →VW , 不论 ψ = idVW 还是 ψ = β ◦ α 都满足

ψ ◦ τ = τ

对 (VW, τ) 用 (VW, τ) 自己的范性质知 β ◦ α = idVW , 类似可得 α ◦ β = idVW ′ .
故在同构意义下唯一. �

命题 1.2 (张量积结构定理) 对于线性空间 V,W , 关于张量积 V ⊗kW 有如

下结构上的描述

(1) V ⊗W 中的元素都形如 (元素形式)∑
kv⊗w (有限和) k ∈ K, v ∈ V,w ∈W

3 因为这个映射诱导自

φ̂ : K −→ U
∑

k(v, w) 7−→
∑

kf(v, w)

且生成 R 的向量都被映射成 0, 从而 φ̂(R) = 0, 从而诱导了 K/R→U 的良定义映射.
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(2) V ⊗W 中的元素满足如下运算律 (运算律)
(v1 + v2)⊗w = v1⊗w + v2⊗w

v⊗(w1 + w2) = v⊗w1 + v⊗w2

(kv)⊗w = v⊗(kw) = kv⊗w

(3) 对于 x =
∑
kv⊗w ∈ V ⊗W , (消失判据)

x = 0 ⇐⇒ 通过 (2) 的运算律能把 x 化成 0

(4) 对于 x, y ∈ V ⊗W , (相等判据)

x = y ⇐⇒ 通过 (2) 的运算律能把 x 化成 y

证明 继续采用 (1.1) 的记号. (1) 根据构造显然. (2) 是因为 τ(R) = 0. 具体
来说, 例如第一个等式

(v1 + v2, w) = (v1, w) + (v2, w) + (v1 + v2, w)− (v1, w) + (v2, w)︸ ︷︷ ︸
∈R

(3) 这即意味着
∑
k(v, w) ∈ R, 换言之是一些 R 的生成元的线性组合, 而实

际上那些生成元的整系数组合就够了4, 这样每一项对应于运算律的某个使用.
(4) 用 (3) 于 x− y. �

推论 1.3 (消失判据) 对于线性空间 V,W ,

I∑
i=1

xi⊗ yi = 0

的充分必要条件是存在矩阵 (aij) ∈ KI×J 和 {x′j}Ji=1 使得

xi =
∑
j

aijx
′
j 0 =

∑
i

aijyi

4例如, 注意到 k(v1+v2, w)−k(v1, w)−k(v2, w) = [(v1 + v2, kw)− (v1, kw)− (v2, kw)]−
[k(v1 + v2, w)− (v1 + v2, kw)] + [k(v1, w)− (v1, kw)] + [k(v2, w)− (v2, kw)].
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证明 首先, 必要性,
I∑
i=1

xi⊗ yi =
∑
i,j

aijx
′
j ⊗ yi =

∑
i,j

x′j ⊗ aijyi =
J∑
j=1

xj ⊗ 0 = 0

充分性根据 (1.2) 的 (3)—每一步都对应一个这样的矩阵. �

评注 1.4 换言之, 假如记 x 是 xi 排出的行向量, v 是 vj 排出的行向量, y 是
yi 排出的列向量, w 是 wj 排出的列向量, A = (aji), 那么可以改写成

x⊗ y = v⊗w ⇐⇒ x = vA,w = Ay

或者说无非只是 vA⊗ y = v⊗Ay 这一运算律的运用.

定理 1.5 对于线性空间 V,W , 如果 V 有一组集 {vi}i∈I , W 有一组基

{wj}j∈J , 那么 V ⊗kW 将以 {vi⊗wj}(i,j)∈I×J 为一组基. 特别地,

dim(V ⊗W ) = dimV × dimW

证明 首先, 任何 v⊗w 都是 {vi⊗wj}(i,j)∈I×J 的线性组合无疑, 从而
v⊗w 的线性组合亦然, 故 {vi⊗wj}(i,j)∈I×J 张成了 V ⊗W . 为了看到
{vi⊗wj}(i,j)∈I×J 线性无关, 只需要取总能取到的双线性函数 φij 使得

φij(vι, wȷ) =

1 ι = i, ȷ = j

0 其他情况

根据泛性质 (1.1), 诱导 ψij 满足

ψij(vι⊗wȷ) =

1 ι = i, ȷ = j

0 其他情况

这就足以说明其线性无关. �

评注 1.6 观其泛性质 (1.1), 张量积的意图似乎在于将双线性映射转化为我们
所熟知的线性映射上. 实际上,

{V ×W 到 U 的双线性映射} ←→ {V ⊗W 到 U 的线性映射}

是双射, 从左到右依靠泛性质诱导, 而从右到左直接通过复合以 (1.1) 中的 τ .
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评注 1.7 或许对于初次接触而言, 张量的表达没有唯一的形式, 甚至连典范
的代表元或是苦苦寻找的 “最简形式” 都不存在, 这是一个理解上的困难. 但
是好在 (1.2) 指出, 张量积当中的元素就是一些满足特点运算律的形式和, 即
元素是形式和, 尽管两个形式和有可能相同, 但相同的条件就是通过运算律能
够在有限步内运算得到. 实际上这才是张量积最本原的想法 —就是要找一个
有乘法分配律, 还能把域 K 中的元素里外换的线性空间. 下面的例子已经足
够反映出 “有的东西真的是张量积”.
当然这一意图实际上也能直接从泛性质中读出, 如果你是或将是一位优

秀的代数学家的话.

例 1.8 考虑一张 R3 中的单正则曲面 M : U→R3, 其中 U = (a, b)∋u ×
(c, d)∋v 是开长方形 (其中下标表示代表元). 我们希望能够在曲面上搭建活动
的坐标系 {e1, e2, e3}, 且满足 e1, e2 落在曲面的切空间上, 这件事通过缩小
U 总可以在局部办到. 既然是微分几何, 需要考虑 e1,2,3 的微小变化, 直觉使
我们相信, 其微小变化

dei =
∂ei
∂u

du+
∂ei
∂v

dv = ωi1e1 + ωi2e2 + ωi3e3

其中 ωij 形如 fdu+ gdv 是关于 du,dv 的一阶无穷小.

M : r(u, v)

r

R2

e1

e2

e3

Figure 1: 活动标架

基于谨慎思考的读者会产生怀疑, 我们并没有定义无穷小和向量的乘法,
我们只定义了数和向量的乘法. 实际上在每一点 P , 一阶无穷小构成了一个线
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性空间

DiffPM = {adu+ bdv : a, b ∈ R}

这启发我们或许应该将 dei =
∑
ωijej 更严谨地写成

dei =
∑

ωij ⊗ej ωij ∈ DiffPM ej ∈ R3

这在微分几何中被更为广泛地定义为Levi-Civita 联络 (connection) .

2 张量积的性质

I. 多重张量积 我们再补充定义多重张量积, 在此之前, 我们先指出如下命题.

命题 2.1 实际上, 张量积有 “单位元”, 具体来说有同构

φ : K ⊗V ∼−→ V k⊗ v = 1⊗ kv 7−→ kv

命题 2.2 实际上, 线性空间的张量积有 “交换律”, 具体来说有同构

φ : V ⊗U ∼−→ U ⊗V v⊗u 7−→ u⊗ v

命题 2.3 实际上, 张量积有 “结合律”, 具体来说有同构

φ : (U ⊗V )⊗W ∼−→ U ⊗(V ⊗W ) (u⊗ v)⊗w 7−→ u⊗(v⊗w)

评注 2.4 更一般地可以定义 n 重线性映射, 以此定义 n 重张量积

V1⊗ . . .⊗Vn

不难验证这和任意加括号再张量是典范同构的. 我们下面将采用记号

V ⊗n = V ⊗ . . .⊗V︸ ︷︷ ︸
n

并约定 V ⊗ 0 = K.
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II. 伴随性 下面是关于伴随性的命题.

记号 2.5 下面以 Hom(V,W ) 表示 V 到 W 的全体线性映射, 这构成一个线性
空间

kf : x 7→ kf(x) f + g : x 7→ f(x) + g(x)

命题 2.6 对于线性空间 V , 有如下同构

φ : Hom(K,V )
∼−→ V f 7−→ f(1)

定理 2.7 (伴随性) 对于线性空间 U, V,W 存在同构

φ : Hom(U,Hom(V,W ))
∼−→ Hom(U ⊗V,W )

f 7−→
[
u⊗ v 7→ [f(u)](v)

]
注意到此时 f(u) ∈ Hom(V,W ). 其逆映射是

ψ : Hom(U ⊗V,W )
∼−→ Hom(U,Hom(V,W ))

g 7−→
[
u 7→ [v 7→ g(u⊗ v)]

]
证明 可以直接验证. 但是更为直接以及自然的看法是, Hom(U,Hom(V,W ))

实际上和全体 U × V 到 W 的双线性函数一一对应 5, 检查泛性质 (1.1) 知道
这还和 U ⊗V 到 W 的线性映射一一对应. 这些一一对应写出来如定理所示,
不难验证是线性同构. �

定理 2.8 对于有限维空间 V,W , 如果 V 有一组集 {vi}Ii=1, W 有一组基

{wj}Jj=1, 则映射 {Eij}1≤i≤I
1≤j≤J

是 Hom(V,W ) 的一组基, 其中

Eji : V −→W vι 7−→

wj ι = i

0 ι ̸= i

证明 不难验证, 每一个 A ∈ Hom(V,W ) 的取值由 Avι 处的取值完全决定,
而讲 Avι 的取值完全由其在 wi 前的系数决定. 不难验证 Eij 是一组基. �

5实际上所谓 f 是 U × V 到 W 的双线性函数指的是固定 u ∈ U , f(u,−) 是 V 到 W 的线

性函数, 这确定了 Hom(U,Hom(V,W )) 的一个元素, 反之, 任何 Hom(U,Hom(V,W )) 的一个元素

也能反之对应一个双线性函数.

9



评注 2.9 在选定一组基之后, 可以认为 Hom(V,W ) = MJ×I(k), 使得若 A 对

应 A, 此时
A(v1, . . . , vI) = (w1, . . . , wJ)A

这样

Eji(v1, . . . , vI) = (0, . . . , wj︸︷︷︸
i

, . . . , 0) = (w1, . . . , wJ)Eji

其中 Eji 是除了 (j, i) 位置为 1 其他都为 0 的矩阵.

评注 2.10 最为一个小结, 我们可以说 Hom 就像是 “除法” 一样, 假如我们记
Hom(U, V ) = V ÷ U , U ⊗V = UV . 那么伴随性 (2.7) 是说

(W ÷ V )÷ U =W ÷ (UV )

III. 函子性 接着, 我们介绍线性映射的张量积.

定义 2.11 对于线性映射 V
φ→N,W

ψ→M ,则存在唯一的 V ⊗W →φ⊗ψN ⊗M
满足

(φ⊗ψ)(v⊗w) = φ(v)⊗φ(w)

这是因为可以构造双线性映射

V ×W φ×ψ→ N ×M→N ⊗M

泛性质 (1.1) 诱导了 V ⊗W →N ⊗M . 如下图

V ×W //

%%
φ×ψ

��

V ⊗W

φ⊗ψ

��
N ×M // N ⊗M

定理 2.12 对于有限维线性空间 V,W,N,M , 则存在同构

σ : Hom(V,N)⊗Hom(W,M)
∼−→ Hom(V ⊗W,N ⊗M)

φ⊗ψ 7−→ φ⊗ψ (映射的张量积)
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证明 选定 V,W,N,M 的一组基 {vi}, {wj}, {nk}, {mh}, 那么根据 (1.5),
{vi⊗wj} 是 V ⊗W 的一组基, {nk⊗mh} 是 N ⊗M 的一组基. 根据 (2.8),
下面方便起见采用 Kronecker 的 δ 记号6. 可以选取 Hom(V ⊗W,N ⊗M) 的

基是

Ekhij : V ⊗W −→ N ⊗M vι⊗wȷ 7−→ δiιδjȷnk⊗mh

可以选取 Hom(V,N) 和 Hom(W,M) 的基是

Eki : V −→ N

vι 7−→ δiιnk

Ehj : W −→ M

wȷ 7−→ δjȷmh

不难验证

σ(Eki⊗Ehj) = Ekhij

再根据维数可知是同构. �

评注 2.13 最后我们需要指出函子的概念. 首先, (2.8) 表明在 ⊗ 两边不仅可
以带入线性空间, 还可以带入线性空间的线性映射, 换言之

−⊗− : K-VetSpace2 (V,W )⊢ //

(φ,ψ)

��

V ⊗W

φ⊗ψ

��

K-VetSpace

· · · (N,M)⊢ / / N ⊗M · · ·

⊢ //

实际上不止于此, Hom 也是如此, 不过对于第一个分量要将映射 “反过来”,

Hom(−,−) : K-VetSpace2 (V,W )⊢ //

(φ↑
↑,ψ)

��

Hom(V,W )

f 7→ψ◦f◦φ
��

K-VetSpace

· · · (N,M)⊢ // Hom(N,M) · · ·

⊢ //

这样的既作用于线性空间又作用于线性映射的 “操作” 被称为函子 .
6下面用 δij 在 i = j 时取 1, i ̸= j 时取 0.
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3 张量积的计算

想要算出张量积同构于怎样的线性空间, 对于有限维而言并无大的困难,
因为有限维线性空间同构与否完全蕴含在维数之中. 但是找出 “自然” 的映射
则需要费一番功夫. 何谓 “自然”? 粗谈即写成什么样就映成什么样. 或者说
准确地说, 就是其实是函子间的同构, 即当这些同构中出现的一组 “线性空间”
更换为另一组线性空间且两组之间对应的有线性映射相连, 那么这个同构还
和这些线性映射可以交换.

I. 对偶空间 利用对偶空间, 我们可以将有限维线性空间的问题转化到数上,
从而能够更加清楚地写出所需的映射. 从而可以给出有限维线性空间作 ⊗ 和
Hom 之后得到的线性空间的自然同构的 “最简形式”, 见 (3.9).

定义 3.1 (对偶空间) 特别地, 在 (2.5) 中取 W = K, 记 V ∨ = Hom(V,K) 为

全体线性函数, 称为对偶 (dual) 空间 .

推论 3.2 对于有限维空间 V , 如果 V 有一组集 {ei}Ii=1, 则 V ∨ 有对偶基

{f i}i=1
I , 满足

f i(ej) = δij =

1 i = j

0 i ̸= j

特别地 dimV ∨ = dimV .

命题 3.3 对于有限维空间 V , 则有自然同构

φ : V −→ (V ∨)∨ x 7−→
[
f 7→ f(x)

]
换言之, φ(x) 对应的 V ∨ 的操作是 “带入 x”.

证明 不难直接通过定义知道 φ 是单射, 根据维数的断言 (3.2), 是同构. �

推论 3.4 对于有限维线性空间 V,W , 有同构

φ : V ∨⊗W∨ ∼−→ (V ⊗W )∨

φ⊗ψ 7−→ [x⊗ y 7→ φ(x)ψ(y)]
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证明 根据 (2.12), 再结合同构 K ⊗K x⊗ y 7→xy→K 知. �

定理 3.5 对于有限维线性空间 V,W , 则有同构

φ : V ∨⊗W ∼−→ Hom(V,W ) f ⊗w 7−→ [v 7→ f(v)w]

证明 选定 V,W 的一组基, 根据 (3.2), (2.8) 基的选取, 这个映射实际上给出
了一一对应. �

推论 3.6 对于有限维线性空间 V,W , 则有同构

φ : Hom(V,W )
∼−→ (V ⊗W∨)∨ f 7−→ [v⊗ g 7→ g(f(v))]

评注 3.7 (对偶技巧) 倘若对任意有限维线性空间 U , 根据 (3.3) 采取等同
U ∼= (U∨)∨, 可以让所有向量都变成函数, 这样把所有值带入之后将是一个数,
这非常便于控制, 映射也很容易写出来. 例如说 (3.5), 假如作等同

Hom(V,W ) ∼= Hom(V, (W∨)∨) V ∨⊗W ∼= (V ⊗W∨)∨

那么映射是

φ : (V ⊗W∨)∨
∼−→ Hom(V, (W∨)∨)

f 7−→
[
v 7→

[
w∗ 7→ f(v⊗w∗)

]]
逆映射

ψ : Hom(V, (W∨)∨)
∼−→ (V ⊗W∨)∨

f 7−→
[
v⊗w∗ 7→ [f(v)](w∗)

]
而 (3.6) 可以看出这是标准化的过程, 就是把如下的 f“所有能带入都带

入直到得到一个数 ” 的这个函数创造出来,

φ : Hom(V, (W∨)∨)
∼−→ (V ⊗W∨)∨ f 7−→ [v⊗w∗ 7→ (f(v))(w∗)]

这样做还有一个好处, 就是根据 (1.6), 实际上

(V ⊗W∨)∨ = {f : V ×W∨→K : f 双线性}

这把难以控制的张量变成一个非常好控制的映射.

13



推论 3.8 在线性映射两边可以来回转换某一空间每次转化方向只需加一次对
偶. 具体来说对于有限维线性空间 U, V,W , 则存在自然同构

Hom(U ⊗V,W ) ∼= Hom(U, V ∨⊗W )

具体映射如何, 请读者按照 (3.7) 的技巧写出.

评注 3.9 通过 (3.6) 等技巧, 任何一串有限维线性空间的张量积和 Hom 一定
可以化成这些线性空间及其对偶空间的张量积, 这就是本节最开始提到的 “最
简形式”.

定义 3.10 (配合) 本节的过程启发我们将空间中的向量和对偶空间的函数同
等看待. 我们约定类似内积的记号,对于任何线性空间 V ,对于 x ∈ V, f ∈ V ∨,
记

⟨f, x⟩ = ⟨x, f⟩ = f(x)

称为 V 和 V ∨ 的配合 (pair) . 不难知道 ⟨−,−⟩ 是一个双线性映射, 所以定
义了 V ∨⊗V →K 的映射 7. 更一般地, 映射

W ⊗V ∨⊗V idW ⊗⟨−,−⟩→W ⊗K ∼=W

也被视作配合.

最后指出一个记号, 不过我们这里不会用到.

记号 3.11 可以记 “待带入” 的记号 ⟨−, f⟩ : x 7→ ⟨x, f⟩. 那么 (3.3) 的同态可
以看做 x 7→ ⟨−, x⟩.
在此记号下, 还可以继续记 ⟨x∗, x⟩ = ⟨x∗|x⟩, 再记 x ∈ V 为 |x⟩, x∗ ∈ V ∨

的元素为 ⟨x∗|. 这样 (3.5) 的映射就是

φ : V ∨⊗W ∼−→ Hom(V,W )

⟨v∗| ⊗ |w⟩ 7−→ [|v⟩ 7→ ⟨v∗|v⟩ |w⟩]

映射就是 “合璧”.
7假如视 V ∨ ⊗V ∼= Hom(V, V ), 这个配合, 就是迹 (trace) , 这是一种不依赖于矩阵定义迹

的方法.
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II. 基变换 下面我们继续探讨有限维空间的张量积, 本节讨论的是当中元
素的计算. 下面固定有限维线性空间 V , 选定其一组基 {ei}ni=1, 其对偶基
{f j}j=1

n . 经过上一小节, 我们知道不论 V 和 V ∨ 如何 ⊗ 或作用 Hom, 最终都
能自然同构到如下形式

V ⊗ r ⊗V ∨⊗ s = V ⊗ . . .⊗V︸ ︷︷ ︸
r

⊗

s︷ ︸︸ ︷
V ∨⊗ . . .⊗V ∨

当中的元素被称为 r, s 型混合张量 . 那么我们知道其有基

{ei1 ⊗ . . . eir ⊗ f j1 ⊗ . . . f js : 1 ≤ i• ≤ n, 1 ≤ j• ≤ n}

那么当中元素可以写成

x =
∑
i• j•

xi1...irj1...js
ei1 ⊗ . . . eir ⊗ f j1 ⊗ . . . f js

下面我们就指出在基发生变化时会有怎样的情况发生.

定理 3.12 记号承上, 另选 V 的一组基 {êi}ni=1 设其对偶基是 {f̂ i}i=1
n , 如果

êi =
∑
j

ajiej f̂ i =
∑
j

bijf
j

则 (aji ) 和 (bij) 互为逆矩阵, 换言之

∑
k

ajkb
k
j =

∑
k

aki b
j
k = δji =

1 i = j

0 i ̸= j

换言之, 对偶基 f j =
∑
j a

j
i f̂
i.

证明 对偶基 f i 满足 f i(ej) = δij =

1 i = j

0 i ̸= j
, 故

f j(êi) = f j

(∑
k

aki ek

)
=
∑
k

aki δ
j
k = aji
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故 f i =
∑
j a

j
i f̂
i. 而

f j =
∑
k

ajkf̂
k =

∑
k,h

ajkb
k
hf

h

对比系数知
∑
k a

j
kb
k
j = δij , 这说明 (aji ) 和 (bij) 互为逆矩阵. �

定理 3.13 记号承上, 另选 V 的一组基 {êι}nι=1 设其对偶基是 {f̂ ȷ}ȷ=1
n , 如果

êι =
∑
i

aiιei ⇒ f̂ ȷ =
∑
i

bȷjf
j

考虑

x ∈ V ⊗ r ⊗V ∨⊗ s = V ⊗ . . .⊗V︸ ︷︷ ︸
r

⊗

s︷ ︸︸ ︷
V ∨⊗ . . .⊗V ∨

若

x =


∑
i• j•

xi1...irj1...js
ei1 ⊗ . . . eir ⊗ f j1 ⊗ . . . f js∑

ι• ȷ•
x̂ι1...ιrȷ1...ȷs êι1 ⊗ . . . êιr ⊗ f̂

ȷ1 ⊗ . . . f̂ ȷs

则

xi1...irj1...js
=
∑
i• j•

x̂ι1...ιrȷ1...ȷsa
i1
ι1 . . . a

ir
ιrb

ȷ1
j1
. . . bȷsjs

证明 直接带入验证. �

评注 3.14 我们必须在这里指出一种更为常用的Einstein 求和约定 , 但我们
不采用的记号. 在这种几号下, 会省去所有的求和号, 想要看出是对那些指
标求和需要检查出现两次 (上下各一次, 就像是 “约分”) 的 “哑指标”. 例如
(3.12) 可以写成

êi = ajiej f̂ i = bijf
j

则

ajkb
k
j = aki b

j
k = δji

(3.13) 可以写成
xi1...irj1...js

= x̂ι1...ιrȷ1...ȷsa
i1
ι1 . . . a

ir
ιrb

ȷ1
j1
. . . bȷsjs

读者会发觉, 如果不吝惜字母的话, 等式几乎总是可以直接写出来的, 推导过
程也非常简洁. 与其说这是一种记号, 倒不如说这就是矩阵运算的推广.
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4 正合性

下面, 我们介绍张量积的正合性, 为了介绍正合性, 我们需要先介绍正合
列, 为了介绍正合列, 我们需要先回顾商空间. 本节的核心定理是 (4.12).

I. 商空间 首先, 先让我们回顾商空间.

定义 4.1 (商空间) 对于线性空间 V , 子空间 W , 可以在 V 上定义等价关系

x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈W

由此确定的商集记为

V /W = {x+W : x ∈ V } x+W = {x+ w : w ∈W}

上面有自然的线性空间结构

k(x+W ) = kx+W (x+W ) + (y +W ) = (x+ y) +W

称 V /W 为商空间 .

定理 4.2 (同态基本定理) 对于线性映射 V
φ→U , 则存在线性同构

φ̂ : V / kerφ ∼−→ imφ x+ kerφ 7−→ φ(x)

使得

ι ◦ φ̂ ◦ π = φ

V

π

��

φ // U

V / kerφ
φ̂

∼ // imφ

ι

OO

其中 imφ
ι→U 是包含映射, V π→V / kerφ 是自然映射.

证明 按照命题构造的映射不难验证是良定义的, 因为

x+kerφ = y+kerφ ⇐⇒ x−y ∈ kerφ ⇐⇒ φ(x−y) = 0 ⇐⇒ φ(x) = φ(y)

这还顺带证明了 φ̂ 是单射, 而满射显然. 根据映射规则, 显然满足条件. �
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定理 4.3 (第一同构定理) 对于线性映射 V
φ→φ(V ), V 的子空间 W , 则存在

满同态

φ̂ : V /W −→ φ(V )/φ(W ) x+W 7−→ φ(x) + φ(W )

当 kerφ ⊆W 时, φ̂ 是同构. 使得

φ̂ ◦ π = ρ ◦ φ

V

π

��

φ // φ(V )

ρ

��
V /W

φ̂
// // φ(V )/φ(W )

其中 π : V →V /W , ρ : φ(V )→φ(V )/φ(W ) 是自然映射.

证明 按照定义直接验证. �

推论 4.4 (第一同构定理 • 经典版本) 若线性空间 VW ⊆W ⊆ V , 则

V

W
∼=

V /VW

W/VW

证明 应用定理于自然映射 V →V /VW . �

定理 4.5 (第二同构定理) 对于线性映射 U
φ→V , V 的子空间 W , 则存在满

同态

φ̂ : U/φ−1(W ) −→ V /W x+ φ−1(W ) 7−→ φ(x) +W

当 W + imφ = V 时, φ̂ 是同构. 使得

φ̂ ◦ π = ρ ◦ φ

U

π

��

φ // V

ρ

��
U/φ−1(W ) �

�

φ̂
// V /W

其中 π : U→U/φ−1(W ), ρ : V →V /W 是自然映射.

证明 按照定义直接验证. �
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推论 4.6 (第二同构定理 • 经典版本) 若线性空间 V,W 是某线性空间的子

空间, 则
V

V ∩W
∼=
V +W

W

证明 应用定理于包含映射 V →V +W . �

II. 正合列

定义 4.7 (正合) 对于一串线性空间的同态

. . .→U
φ→V

ψ→W → . . .

称在 V 处正合 (exact)如果 kerψ = imφ. 称整个同态序列是正合的如果处
处正合.

例 4.8 设零线性空间 0 = {0}, 零同态 0 : V x7→0→W . 则

A
φ→B是单射 ⇐⇒ 0

0→A
φ→B正合

以及

A
φ→B是满射 ⇐⇒ A

φ→B
0→ 0正合

由于由零线性空间 0 出发和结束的同态都只有 0, 时常省略.

例 4.9 对于线性空间 V , 子空间 W , 可做商空间 V /W , 若记 ι : W →V 是

包含映射, π : V →V /W 是自然映射, 那么

0→W
ι→V

π→V /W → 0正合

因为 kerπ =W = im ι.

定义 4.10 (短正合列) 称形如下的正合列是短 (short) 正合列

0→U→V →W → 0

换言之, 在同构意义下 V /U =W .
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评注 4.11 实际上任何正合列都可以拆成短正合列, 例如假设有正合列

. . .→Vi+1
di+1→ Vi

di→Vi−1→ . . .

记 Ki = ker di = im di+1, 则有正合列

0→Ki→Vi→Ki−1→ 0

定理 4.12 对于线性空间 V , 任何正合列张量上 V 还是正合的, 具体来说, 假
如有正合列

. . .→Vi+1
di+1→ Vi

di→Vi−1→ . . .

那么有正合列,

. . .→Vi+1⊗V
di+1→ Vi⊗V

di→Vi−1⊗V → . . .

其中的映射实际上是 di⊗ idV , 但是方便起见仍然记为 di.

证明 根据 (4.11), 实际上我们只需要证明对于短正合列正确即可. 考虑短正
合列

0→A
ι→B

π→C→ 0

得到列

0→A⊗V ι⊗ idV→B⊗V π⊗ idV→C ⊗V → 0

先证明在 C ⊗V 处正合, 即 π⊗ idV 是满射. 因为 C ⊗V 是形如 c⊗ v 的线
性组合, 其中 c ∈ C, v ∈ V , 故只要证明 c⊗ v ∈ im(π⊗ idV ).

再证明在 B⊗V 处正合. 首先 (ι⊗ idV )◦(π⊗ idV ) = 0无疑,故 im(ι⊗ idV ) ⊆
ker(π⊗ idV ). 反之, 若

x =
∑
i

bi⊗ vi ∈ B⊗V s. t. (π⊗ idV )(x) =
∑

π(bi)⊗ vi = 0

根据 (1.3), 存在 aij 和 {v′j} 使得

vi =
∑
j

aijv
′
j 0 =

∑
i

aijπ(bi)
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即 π (
∑
i aijbi) = 0, 换言之,

∑
i aijbi ∈ kerπ = im ι, 这样

x =
∑
i

bi⊗ vi =
∑
i,j

bi⊗ aijv′j =
∑
j

(∑
i

aijbi

)
⊗ v′j ∈ im(ι⊗ idV )

故 im(ι⊗ idV ) = ker(π⊗ idV ).

最后证明在 A⊗V 处正合. 即 ι⊗ idV 是单射. 取 V 的一组基 {vi}i∈I , 任
意 x ∈ A⊗V 都可以整理成 vi 的 A-线性组合

x =
∑
i∈I

ai⊗ vi (有限和) ai ∈ A

这样

(ι⊗ idV )(x) =
∑
i∈I

ι(ai)⊗ vi = 0

而所有非零的 ι(ai)⊗ vi 皆线性无关,与求和为 0矛盾,故 ι(ai) = 0,即 ai = 0,
即 x = 0, 这说明 ι⊗ idV 是单射. �

推论 4.13 对于线性空间 V , 线性映射 A
φ→B.

• 若 φ 是单射, 则 φ⊗ idV 也是单射.

• 若 φ 是满射, 则 φ⊗ idV 也是满射.

推论 4.14 对于线性空间 V , 若 A ⊆ B, 则

• A⊗V 可以看做是 B⊗V 的子空间.

• (B⊗V )/(A⊗V ) ∼= B/A.

5 例子与应用

I. 线性映射张量积的核 下面我们考虑这样一个问题, 对于 V
φ→N,W

ψ→M ,
诱导出 V ⊗W φ⊗ψ→ N ⊗M , 其核与 kerφ, kerψ 有何关系?
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命题 5.1 记号承上, 有

ker(φ⊗ψ) = kerφ⊗W + V ⊗ kerψ

具体来说, ker(φ⊗ψ) = im(ι⊗ idW ) + im(idV ⊗ ȷ), 其中 ι : kerφ→V , ȷ :

kerψ→W 是包含映射.

证明 首先, 不妨假设 φ,ψ 都是满射 8, 可以绘制如下交换图

kerφ⊗ kerψ ι⊗ id //

id⊗ ȷ

��

V ⊗ kerψ φ⊗ id //

id⊗ ȷ

��

N ⊗ kerψ //

id⊗ ȷ

��

0

kerφ⊗W ι⊗ id //

id⊗ψ

��

V ⊗W

φ⊗ψ

&&

φ⊗ id //

id⊗ψ

��

N ⊗W //

id⊗ψ

��

0

kerφ⊗M ι⊗ id //

��

V ⊗M
φ⊗ id //

��

N ⊗M //

��

0

0 0 0

注意到 [V ⊗W φ⊗ψ→ N ⊗M ] = [V ⊗W id⊗ψ→ V ⊗M φ⊗ id→ N ⊗M ].

• 若 x ∈ V ⊗W 满足 (φ⊗ψ)(x) = 0.

• 设 y = (id⊗ψ)(x) ∈ V ⊗M , 则 (φ⊗ id)(y) = 0.

• 根据正合性, 存在 z ∈ kerφ⊗M 使得 (ι⊗ id)(z) = y.

• 根据正合性, 存在 w ∈ kerφ⊗W 使得 (id⊗ψ)(w) = z.

• 设 u = (ι⊗ id)(w), 则 (id⊗ψ)(x− u) = y − y = 0.

• 根据正合性, 存在 v ∈ V ⊗ kerψ 使得 (φ⊗ id)(v) = x− u

这样 x = (ι⊗ id)(w)+(φ⊗ id)(v). 而我们早就知道 ker(φ⊗ψ) ⊇ im(ι⊗ idW )+

im(idV ⊗ ȷ). 命题得证. �
这种技巧被称为追图 (chasing graph) , 其特点是直接动手验证快比阅

读证明快得多, 与之对应的表达过程于笔端远不如画图形象, 相比之下, 画图
反而成为最花时间的项目.

8这是因为 imφ⊗ imψ→N ⊗M 是单射, 参见 (4.12).
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II. 重看线性代数 回忆 (3.5), 而选定一组基的同时会将 Hom(V,W ) 变成矩

阵, 见 (2.9). 故我们希望能从 V ∨⊗W 中一窥矩阵论的概念. 倘若选取 V 的

一组基 {vi}Ii=1, 对应的对偶基 {f i}i=1
I , W 的一组基 {wj}Jj=1. 在 (2.8) 中计

算的 Hom(V,W ) 的基

Eji : V −→W vι 7−→

wj ι = i

0 ι ̸= i

实际上 Eji = f i⊗wj . 故实际上有如下的一一对应

V ∨⊗W Hom(V,W ) Mm×n(K)

f i⊗wj Eji Eji

命题 5.2 (乘法) 记号承上, 如下映射通过同构是一样的

µ : (U∨⊗V )× (V ∨⊗W ) −→ U∨⊗W
(u∗⊗ v, v∗⊗w) 7−→ v∗(v)u∗⊗w

µ : Hom(U, V )×Hom(V,W ) −→ Hom(U,W )

(A,B) 7−→ B ◦A

µ : MI×L(K)×MJ×I(K) −→ MJ×L(K)

(A,B) 7−→ BA

证明 只要验证在对应的基处一样即可. �
下面假设 x ∈ V ∨⊗W 对应于线性映射 A ∈ Hom(V,W ) 对应于矩阵

A ∈MJ×I(K).

命题 5.3 (秩) 记号承上, A 的秩等于 dim imA 等于

inf
{
n : x =

n∑
i=1

v∗i ⊗wi

}

证明 不难发现, 上述值对应到矩阵上是 “将 A 写成秩 1 矩阵之和的最短方

式的长度”. 设 A 的秩是 r, 对应的上述值为 i.

23



注意到 Gauss 消元法断言, 存在可逆矩阵 P ,Q 使得

A = P

(
Ir

0

)
Q = PE11Q+ . . .+ PErrQ

故 r ≥ i. 而我们在线性代数中知道两个矩阵的和的秩小于等于秩的和, 故
r ≤ i, 命题得证. �
下面取 W = V , wi = vi.

命题 5.4 (迹) 记号承上, 如下映射通过同构是一样的

tr : V ∨⊗V −→ K

v∗⊗ v 7−→ v∗(v)

tr : MI×I(K) −→ K

A = (aij) 7−→ trA = a11 + . . .+ ann

证明 只要验证在对应的基处一样即可. �

III. 方形拼接 关于张量有一个很有趣的应用, 我们可以用来解决方形拼接
的问题. 这需要我们在 R⊗Q R 上工作, 为此, 我们赋予其一定的几何意义. 对
于 x⊗ y ∈ R⊗Q R, 我们将其看做是长为 x, 宽为 y 的箱子. 我们将

∑
x⊗ y

看做是这样箱子的堆砌. 回看 (1.2), 三条运算律分别对应于

• 将两个宽相同的箱子合并成一个箱子. 或反之.

• 将两个长相同的箱子合并成一个箱子. 或反之.

第三条是分成有限份, 这和前两条重复了. 这样两组箱子的堆砌是相同的, 当
且仅当可以通过拆分或合并箱子使得一样.

命题 5.5 给定长方形 R, 将其分成有限个内部不重叠的长方形 R1, . . . , Rn.
若 Ri 的边长中至少有一个是有理数, 则 R 亦然.

证明 将长方形变成 “箱子” 放进 R⊗Q R 里, 这样

R = R1 + . . .+Rn
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5⊗ 1

2⊗ 4

3⊗ 3

4⊗ 6

1⊗ 3

Figure 2: 7⊗ 7 = 5⊗ 1 + 4⊗ 6 + 3⊗ 3 + 2⊗ 4 + 1⊗ 3

考虑 π : R→R/Q, 条件化为 (π⊗π)(Vi) = 0, 这样 (π⊗π)(V ) = 0. 根据
(5.1), R ∈ Q⊗R+ R⊗Q. 之后的论证是技术性的.
如果 R 不在某一个之中, 必然可以假设

V = 1⊗ s+ t⊗ 1 s, t ∈ R \Q

记 Qs = Q+ sQ,Qt = Q+ tQ, 这样限制

R ∈ Q⊗Qs +Qt⊗Q ⊆ Qs⊗Qt

上,但 1⊗ 1, 1⊗ s, t⊗ 1, s⊗ t是 Qs⊗Qt 的一组基,前三者是 Q⊗Qs+Qt⊗Q
一组基. 对 R = (a+ bs)⊗(c+ dt) 展开可得 bd = 0. 故 a+ bs, c+ dt 之中有

一个有理数, 矛盾. �

命题 5.6 一个长方形 R 可以将其分成有限个内部不重叠的正方形的充分必

要条件是边长比是有理数.

证明 首先, 充分性是显然的. 反之, 同样放置在 R⊗Q R 里, 不妨假设
R = 1⊗ s, 其中 s 是无理数, 如果可以写成有限个内部不重叠的正方形, 则

1⊗ s =
n∑
i=1

ri⊗ ri

考虑 Q+ = Q+ sQ+
∑
riQ. 这样, 重新放置在 Q+⊗Q Q+ 里. 因为 s 是无理

数, 可以构造有理双线性函数 f : Q+→Q 使得

f(1) = 1 f(s) = −1
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这样考虑 f ⊗ f : Q+⊗Q Q+→Q. 此时,

−1 = f(1)f(s) = (f ⊗ f)(1⊗ s) =
n∑
i=1

(f ⊗ f)(ri⊗ ri) =
n∑
i=1

f(ri)
2

矛盾! �
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