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第一章 点集拓扑 (未完成)

1.1 单位分拆

以后见之明, 我们需要单位分拆作为研究工具.

引理 1.1 (Urysohn, 一般版本) 对于正规空间 (=T2+T4)X, 令 A,B 是

X 的两个分离的闭集, 则他们可以被连续函数分离, 具体来说, 存在连续
函数 f : X→[0, 1] 使得

f(A) = 0 f(B) = 1

证明 取任意一个在 [0, 1] 上稠密的可数集 {ai}∞i=0(例如 Q ∩ [0, 1]), 不妨
假设 a0 = 0, a1 = 1. 下面拟构造一系列开集 (除了 U0){Ui}∞i=0, 使得

ai < aj ⇐⇒ Ui ⊆ Uj

具体来说,令 U0 = A,U1 = Bc,假设 i < n已经构造好,假设 ai < an < aj .
此时根据条件, Ui ⊆ Uj , 即 Ui 与 U c

j 不交, 故存在开集 Un 使得

Ui ⊆ Un ⊆ Un ⊆ Uj

这样, 登高面已经决定好, 下面我们说明其决定了函数. 定义

f : X −→ [0, 1] x 7−→ inf{ai : x ∈ Ui}

下面说明其连续, f(x) < r 当且仅当对 x ∈
∪
ai<r

Ui 是开集. 因为 ai 稠

密, Ui 嵌套的性质, f(x) > s 当且仅当存在 s < ai 满足 x /∈ Ui, 再利

2
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用稠密性知道这还当且仅当存在 s < aj < ai 使得 x /∈ Uj , 这当且仅当
x ∈

∪
s<aj

(Uj)
c 还是开集. 这说明 f 连续. 不难看出 f(A) = 0, f(B) = 1,

命题得证. �

相比之下, 度量空间的 Urysohn 引理更加容易, 且结论更强.

引理 1.2 (Urysohn, 度量空间) 对于度量空间 X, 令 A,B 是 X 的两

个分离的闭集, 则他们可以被连续函数分离, 具体来说, 存在连续函数
f : X→[0, 1] 使得

f−1(0) = A f−1(1) = B

证明 作 g(x) = d(x,A)
d(x,A)+d(x,B)

, 注意, 因为 A 是闭集, 故 d(x,A) = 0 ⇐⇒
x ∈ A, 故分母不为零, 该函数确实被定义, 再根据二者都非负不难得到
g(X) ⊆ [0, 1]. 不难得到此时 g(x) = 1 当且仅当 x ∈ B, g(x) = 0 当且仅

当 x ∈ A. �

作为类比, 局部紧致下的 Urysohn 引理或许更为有用, 注意, 我们所
谈的局部紧已经暗含了 Hausdorff 性.

引理 1.3 (Urysohn, 局部紧空间) 对于局部紧空间 X, 令 A,B 是 X 的

两个分离的闭集, 且其中之一紧致, 则他们可以被连续函数分离, 具体来
说, 存在连续函数 f : X→[0, 1] 使得

f(A) = 0 f(B) = 1

证明 不妨假设 A 是紧致的, Bc 是 A 的邻域, 根据局部紧的假设, 存在
开集 V 使得 A ⊆ V 且 V 是紧致的. 由于对于 Hausdorff 紧致空间一定是
正规的, 这样可以对 A 和 ∂V 用 Urysohn 引理, 有 f(A) = 0, f(∂V ) = 1,
只需要延拓 f 使得在 V 外 f 取值为 1 就是满足条件的连续函数. �

一个自然的问题是上面的连续能否改为可微? 这需要 X 具有微分结

构, 这里不妨假设是欧式空间. 如下的定理已经足够使用了, 这个定理使
用了磨光这一技巧. 更强的版本可见习题1.



4 第一章 点集拓扑 (未完成)

引理 1.4 (Urysohn, 光滑版本) 对于欧式空间 Rn 的两个分离的闭集
A,B, 如果其中之一是紧致的, 则他们可以被光滑函数分离, 具体来说, 存
在光滑函数 f : X→[0, 1] 使得

f(A) = 0 f(B) = 1

证明 证明分几步

构造“肿块” 函数 (bump function) . 考虑

f(x) =

0 x ≤ 0

e−1/x x > 0
g(x) =

f(x)

f(x) + f(1− x)

不难验证, f, g 是光滑函数. 对于 a < b ≤ c < d, 记

h(x) =

g
(
x−a
b−a

)
x ≤ b

g
(
d−x
d−c

)
b ≤ x ≤ d

这个函数光滑且在 (a, d) 以外为 0, 在 [b, c] 上为 1, 记这种性质为

[b, c] ≤ h(x) ≤ (a, d)

任意 ϵ 可以作 {0} ≤ h(x) ≤ (−ϵ, ϵ), 再通过调整 h 前的倍数可以使得存

在光滑函数 χ0
ϵ 满足

χ0
ϵ(x) > 0 ⇐⇒ x ∈ (−ϵ, ϵ)

∫
χ0
ϵ = 1

作 χϵ(x
1, . . . , xn) = χ0

ϵ(x
1) . . . χ0

ϵ(x
n), 则满足

χϵ(x) > 0 ⇐⇒ x ∈ (−ϵ, ϵ)n
∫
χϵ = 1

构造函数. 在这里我们选择距离 d(x, y) = max |xi − yi|, 选择 ϵ > 0 使

得

∀a ∈ A, b ∈ B, 3ϵ < d(a, b)
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记 A∗ = {x : d(x,A) ≤ ϵ}, B∗ = {x : d(x,B) ≤ ϵ}. 记 i = 1− 1A∗ , 1A∗ 是

A∗ 的特征函数, 此时考虑

f(x) = (i∗χϵ)(x) =
∫
R
i(x− t)χϵ(t)dt =

∫
(−ϵ,ϵ)n

i(x− t)χϵ(t)dt

注意到

• x ∈ A 意味着 x− t ∈ A∗, 此时 i(x− t) = 0, 故 f(x) = 0.

• x ∈ B 意味着 x− t ∈ B∗, 此时 i(x− t) = 1, 故 f(x) = 1.

验证光滑. 下面再验证 f(x) 光滑,

f(x+∆x)− f(x)

∆x
=

∫
i(x+∆x− t)− i(x− t)

∆x
χϵ(t)dt

=

∫
χϵ(x+∆x− t)− χϵ(x− t)

∆x
i(t)dt

因为 χϵ 光滑且只生活在一个紧致集上根据中值定理以及控制收敛定理,
∆x→ 0 和积分号可以交换顺序, 故

d
dxf(x) =

∫
i(t)

d
dxχϵ(x− t)dt =

∫
i(x− t)

d
dtχϵ(t)dt

上式是一维情况, 当中 d
dx 在高维可以换成任意偏微分算子, 换言之, 我们

证明了 f(x) 是光滑的. �
下面可以来推导著名的单位分拆定理。

定义 1.5 (单位分拆) 对于拓扑空间 X, 对于连续函数 f : X→R, 记支
集 supp f = {x ∈ X : f(x) ̸= 0}. 对于开覆盖 {Uα}, 称一族函数 {φi} 是
{Uα} 的单位分拆 (partition of unity)如果

• 对任意 i, 存在 α 使得 suppφi ⊆ Uα.

• 对每个 x ∈ X, 存在邻域 U 使得 {i : U ∩ suppφi ̸= ∅} 是有限集.
(suppφi局部有限 )
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• 对任意 x ∈ X 都有
∑

i φi(x) = 1, 以及 φi(x) ≥ 0.

如果 φi 都是光滑的, 就称之为光滑单位分拆 .

当然, 最为基本的就是紧致的情况.

定理 1.6 (单位分拆存在定理, 紧致版本) 对于 Hausdorff紧致空间 X,任
意开覆盖总存在单位分拆.

证明 任意取开覆盖, 对于每一点 x, 假设开覆盖中 x ∈ Ux, 存在开集
Wx, Vx 使得

x ∈Wx ⊆Wx ⊆ Vx ⊆ Vx ⊆ Ux

此时 {Wx} 还是开覆盖, 故存在有限覆盖 {Wxi
}. 此时根据 Urysohn 引

理作 ψi : X→[0, 1] 满足 ψi(Wxi
) = 1 且 ψi(V

c
xi
) = 0, 作 ψ =

∑
ψi, 因为

{Wxi
} 是开覆盖, 故 ψ ≥ 1, 故 φi =

ψi

ψ
≥ 0 的支集 ⊆ Vx ⊆ Ux, 且满足∑

φi = 1, 故满足条件. �

从上面的证明过程知道, 关键并不在于函数如何构造, 而在于如何找
到合适的 “局部有限” 的开覆盖加细, 这样加法才有意义.

推论 1.7 (单位分拆存在定理, 局部紧致版本) 对于 Hausdorff 局部紧致
空间 X, 如果还是第二可数的, 那么任意开覆盖总存在单位分拆.

证明 我们总可以找到可数的开集 {Ui} 和紧致集 Fi 使得

U1 ⊆ F1 ⊆ U2 ⊆ F2 ⊆ . . .
∞∪
i=1

Ui =M

因为根据 Lindelöf 覆盖定理可以取闭包紧致的可数拓扑基 {Bi}. 然后定
义 U1 = B1, F1 = U1, 找充分大的 n 使得 U2 =

∪n
i=1 Ui ⊇ F1 以此类推.

这样 {Ui+1 \ Fi−1} 就是一个局部有限的可数开覆盖. 任意取开覆盖,
对于每一点 x, 假设开覆盖中 x ∈ Ux, 存在开集 Wx, Vx ⊆ Ui+1 \Fi−1 使得

x ∈Wx ⊆Wx ⊆ Vx ⊆ Vx ⊆ Ux
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此时 {Wx} 还是开覆盖, 在每个 Fi \ Ui−1 上选取有限子覆盖再并起来得

到覆盖 {Wx : x ∈ X0}, 则

∀x0 ∈ X0, #{x ∈ X0 : Vx ∩ Vx0
̸= ∅} <∞

因为上面的集合包含在有限个 Fi \ Ui−1 的并上, 根据选择是有限的. 这样
之后一切如同上面的证明 (1.6) 一样. �
将上面的证明稍加改造, 将函数取作光滑, 即可得到光滑版本的单位

分拆.

定理 1.8 (单位分拆存在定理, 光滑版本) 任意 Rn 的开覆盖总存在光滑
单位分拆.

证明 简单来说, 上面的证明中, 将 Vx,Wx 取作小的开正方形. �

1.2 连续函数环

定义 1.9 (连续函数环) 对于拓扑空间 X, 记所有连续的 X→R 组成的
集合为 C (X). 其上有自然的拓扑结构

d(f, g) = sup
x∈X

|f(x)− g(x)|

从而诱导一个距离使得 C (X) 成为一个完备的度量空间, 这种拓扑被称
为一致拓扑 . 其上有自然的 R-代数结构, 其中零元是常函数 0, 单位元是
常函数 1, 加法和乘法都是逐点的

(f + g)(x) = f(x) + g(x) (fg)(x) = f(x)g(x) (kf)(x) = kf(x)

这让 C (X) 成为一个环. 赋予如上拓扑和代数结构的 C (X) 被称为连续

函数环 .

命题 1.10 对于拓扑空间的连续映射 X
f→Y , 诱导了如下的

C (f) : C (Y ) −→ C (X) g 7−→ g ◦ f

这是一个连续的 R-代数同态.
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证明 是 R-代数同态是显然的, 下面验证连续. 任意 ϵ > 0, 只要取 δ = ϵ,
那么就有

d(g1, g2) < δ ⇒ d(g1 ◦ f, g1 ◦ f) < ϵ

根据定义验证, 这是显然的. �

实际上 C (X) 构成一个 Banach 代数, C (f) 实际上是 Banach 代数
同态, 不过这里我们暂且不需要这种视角. 出于上面的定义和命题, 两个
自然的问题是

• 我们能否从 C (X) 中还原出拓扑空间 X 本身?

• 是否任何连续环同态 C (Y )→C (X) 都能来自某个连续函数的诱导?

这个答案部分上是肯定.

定义 1.11 对于拓扑空间 X, 任意点 p ∈ X, 都定义了计算同态

cp : C (X) −→ R f 7−→ f(p)

x X

R C(X)
cx

图 1.1: 计算同态

我们的基本想法是从这个角度把拓扑空间还原出来.

定义 1.12 (谱) 对于 R-代数 R, 定义 R 的谱 (spectrum)

specR = {非零 R-代数同态R f→R}
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定义 R 在 specR 上作用为, 任意 r ∈ R, 区分起见, 记

r̂ : specR −→ R f 7−→ f(r)

赋予 specR 使得每个 r 都连续的最小的拓扑.

命题 1.13 对于 R-代数 R, specR 是 Hausdorff 的.

证明 任意两个点 p ̸= q ∈ specR, 从而存在 r 使得 p(r) ̸= q(r), 即
r̂(p) ̸= r̂(q). 只需要取 U, V ⊆开 R 分离 p(r), q(r), 取 r̂−1(U), r̂−1(V ) 即

可分离 p, q. �

定理 1.14 对于任意拓扑空间 X

φ : X −→ spec[C (X)] p 7−→ [cp : f 7→ f(p)]

是连续的. 且如果 X 是 Hausdorff 紧致的, 则是同胚.

证明 注意到 spec[C (X)] 是由

{f̂−1(U) : f ∈ C (X), U ⊆开 R}

生成的, 要验证 φ 是连续的, 只需要验证 φ−1(f̂−1(U)) 是连续的, 换言之,
我们只需要验证 f̂ ◦ φ 是连续的, 但是直接验证知道 f̂ ◦ φ = f 这显然是

连续的.
当 X 是 Hausdorff 紧致的, 证明分几步.

φ 是单射. 因为任意两个点 p ̸= q, 根据 Urysohn 引理 (1.1), 可以找函
数 f 使得 f(p) = 0, f(q) = 1, 此时 cpf ̸= cqf 故 cp ̸= cq.

φ 是满射. 我们无非是说任何同态都是计算同态. 否则, 假设 p ∈
spec[C (X)] 不是计算同态, 换言之

∀x ∈ X, ∃fx ∈ C (X) s. t. fx(x) ̸= p(fx)
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用 fx − p(fx) 代替 fx, 条件可改为变成 fx ̸= 0, p(fx) = 0. 对每个 fx 都定

义了开集

Ux = {a ∈M : fx(a) ̸= 0} ∋ x

这构成 X 的开覆盖, 从而可以找有限覆盖 {Ux : x ∈ X0}, 考虑

f =
∑
x∈X0

f2
x p(f) =

∑
x∈X0

(pfx)
2 = 0

但此时对任意 y ∈ X, f(y) > 0, 故 1
f
∈ C (X), 产生了矛盾!

φ 是同胚. 因为 X 紧致, spec[C (X)]Hausdorff, 从而一定是同胚. �

关于最后一点, 是拓扑学的日常, 可以参考 [5] P167 习题 8.10.

定理 1.15 如果第二可数的局部紧拓扑空间 X, 上述 (1.14) 定义 φ 也是

同胚.

证明 回顾单位分拆存在定理 (1.7). 不难验证, 可以作覆盖 Ui, 使得 Ui

皆紧致. 考虑其上的可数单位分拆 {φn : n ∈ Z≥0}, 则 suppφn 都是紧致
的. 考虑

f0 =
∑
n≥0

(φn + 2n)

这样对任意 λ ∈ R, f−1
0 (λ) 都是紧致的. 下面效仿 (1.14) 的手段.

φ 是单射. 因为任意两个点 p ̸= q, 根据 Urysohn 引理局部紧致版本
(1.3), 可以找函数 f 使得 f(p) = 0, f(q) = 1, 此时 cpf ̸= cqf 故 cp ̸= cq.

φ 是满射. 我们无非是说任何同态都是计算同态. 如果成立, 那么任意
p ∈ spec[C (X)], p = cx, 其中 x 应该满足对任意的 f 都有 f−1(p(f)). 假
设不成立, 有 p ∈ spec[C (X)] 不是计算同态, 换言之

∀x ∈ X, ∃fx ∈ C (X) s. t. fx(x) ̸= p(fx)
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用 fx − p(fx) 代替 fx, 条件可改为变成 fx ̸= 0, p(fx) = 0. 对每个 fx 都定

义了开集

Ux = {a ∈M : fx(a) ̸= 0} ∋ x

这构成 f−1
0 (p(f0)) 的开覆盖, 从而可以找有限覆盖 {Ux : x ∈ X0}, 考虑

f = [f0 − p(f0)]
2 +

∑
x∈X0

f2
x p(f) = 0 +

∑
x∈X0

(pfx)
2 = 0

但此时对任意 y ∈ X, f(y) > 0, 故 1
f
∈ C (X), 产生了矛盾!

φ 是同胚. 我们证明 φ 是闭映射. 任意闭集 A ⊆ X, 因为根据
Urysohn 度量化引理, 第二可数的 Hausdorff 空间都可以度量化, 作距
离函数 f = d(x,A), 则 f̂−1(0) 根据 spec[C (X)] 拓扑的给法是闭集,
φ−1(f̂−1(0)) = f−1(A) = A, 即 φ(A) = f̂−1(0) 是闭集. �
关于度量化的命题, 参见 [9] 定理 34.1.
下面我们来回答第二个问题.

定理 1.16 对于两个拓扑空间 X,Y , 如果 (1.14) 定义的 φXφY 对各自

都是同胚, 那么任意非零 R-同态 C (Y )
C→C (X), 都存在唯一的连续映射

X
f→Y 使得 C = C (f).

证明 我们先构造

C∗ : spec[C (X)] −→ spec[C (Y )] p 7−→ p ◦ C

为了看到这是连续的,考虑 f ∈ C (Y ), U ⊆开 R,我们要证明 C−1
∗ (f̂−1(U))

是开的, 不难计算 f̂ ◦ g∗ 是计算同态 cC(f), 从而是连续的. 将其照搬回 X

和 Y 上得到 f , 我们验证 C (f) = C.
任意 g ∈ C (Y ), 假如 x ∈ X, y ∈ Y 使得 f(x) = y, 即 C∗cx = cy, 即

cx ◦ C = cy. 带入 g 得到 C(g)(x) = g(y) = g(f(x)), 故 C(g) = g ◦ f . 命
题得证. �
关于这个问题还有更为宽松的回答, 参见 [7] §VI.2 Banach-Stone

Theorem. 本节一个值得注意的问题是, 我们这里似乎只使用了代数论证,
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而丝毫没有用到 C (X) 的拓扑结构, 这一结果是惊人的! 实际上, 习题2指
出, 任何 C ∞(X)→R 的 R-代数同态都是连续的. 这是 Banach 代数的标
准结果.

1.3 同伦与拓扑构造

1.4 CW 复形, 单纯复形和 ∆-复形
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记号表

记号 解释 位置

supp f f 的支集 (1.5)

C (X) X 的连续函数环 (1.9)

C (f) f 诱导的连续函数环的同态 (1.10)

cp 计算同态 (1.11)

specR R 的谱 (1.12)
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习题

问题 1 对于欧式空间 Rn 的两个分离的闭集 A,B, 则他们可以被光滑函
数分离, 具体来说, 存在光滑函数 f : X→[0, 1] 使得

f−1(0) = A f−1(1) = B

(提示: 采取的方法是对每个闭集 A找类似距离函数的光滑函数 ∂(x,A) ≥
0 使得 0 的原像就是 A, 然后为了达成要求只需要 f(x) = ∂(x,A)

∂(x,A)+∂(x,B)
.

可以断言,开集 Ac 是可数个正方形 {xi+(−ϵi, ϵi)n}的并,不妨假设 ϵ ≤ 1.
可以作 χ 在 0 处取 1, χ−1(0) = Rn \ (−1, 1)n, 取 Cn ≥ 1 使得

max
|α|≤n

||∂αχ|| ≤ Cn

作

∂(x,A) =

∞∑
i=1

ϵii
2iCi

χ

(
x− xi
ϵi

)
此时

|∂α∂(x)| ≤
∞∑
i=1

ϵ
i−|α|
i

2iCi
(∂αχ)

∣∣∣∣(x− xi
ϵi

)∣∣∣∣ ≤ |α|∑
i=1

(. . .) +
∞∑

i=|α|+1

1

2i

故各阶导数均一致收敛, 故 ∂(x,A) 无限次可微. 而显然 ∂(x,A) = 0 ⇐⇒
x ∈ A. )

习题 2 对于拓扑空间 X, 证明任何 R-代数同态 C (X)
f→R 都是连续的.

(提示: 只需要证明 ker f 是闭的, 因为 C (X)/ ker f 成为一个 Banach 空
间, 而有限维 Banach 空间的结构是唯一的. 而 ker f 如果不闭, 则其闭包
必定是整个 C (X), 但是我们知道常函数 1 附近以 1 位半径的点都是可逆

的, 于是都不在 ker f 中, 矛盾. )



第二章 曲线曲面

2.1 曲线论

定义 2.1 在 R3 中, 一条曲线指的是 I→R3 的连续可微映射, 其中 I 是

R 的某个开区间. 对于 γ : [I
r(t)→ R3], 我们补充如下定义,

• 若 r(t) 连续可微, 则称 γ 为光滑曲线 .

• 若 |r′(t)| 处处不为 0, 则称这条曲线为正则的.

• 若 r 是单射, 即曲线上没有交叉, 则称 γ 是简单曲线 .

如下图.

图 2.1: 不正则的曲线和不简单的曲线

不正则的曲线一般都意味着有 “尖” 点, 而不简单的曲线意味着有
“交叉” 点.

定义 2.2 (切向量) 对于正则曲线 γ : [I
r(t)→ R3], 对于点 p = r(t0), 定义

• r′(t0) 为 γ 在 p(或 t0) 处的切向量 .

根据正则性, r′(t0) 不为 0.

15
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• 由 r′(t0) 张成的一维空间被称为 p(或 t0) 处的切线 .

画图时, 几何地, 我们常把原点平移到 p 点.

r′

r

Pγ

R

图 2.2: 切向量与切线

运动学的观点看, 上述曲线的定义实际上是一个点的 “运动”, 那么切
向量就是其运动速度.

定义 2.3 (参数变换) 对于正则曲线 γ : [I
r(t)→ R3] 视为关于自变量 t 的因

变量, 那么自然有更换参数的问题.
具体来说, 若有新的参数 s, 有连续可微函数 s(t), t(s) 满足

s = s(t) t = t(s) t ◦ s = id s ◦ t = id

即建立两参数之间的相互依赖关系对应的函数互为反函数. 那么这就定义
了一条自变量为 s 的新的曲线 r(t(s)), 即 r ◦ t. 这被称为 γ 的参数变换 ,
我们仍然认为 r ◦ t 是曲线 γ.
因为 t 有可微的反函数, 故 t′(s) ̸= 0, 且 “切向量”

d(r ◦ t)
ds (s) =

dr
dt (t(s))t

′(s) ̸= 0

从而参数变换下 γ 还是正则的, 且原本的切向量 dr
dt (t) 经过参数变换之后

与 d(r◦t)
ds (s) 共线, 故在参数变换下, 切线不变.
称上述参数变换是同向的如果恒有 t′(s) > 0, 否则则称为反向的 .
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如下图.
(a, b)

r

!!
s

��
(c, d)

r◦t
//

t

OO

R3

t�

  

_

��
s � //_

OO

. . .

t

s
r(t(s))

r(t)

γ

图 2.3: 参数变换

依据变量的观点, r 没有变化 (但是实际上函数变了), 故我们认为这
条曲线还是 γ 本身. 或者说, 我们认为曲线是参数变换下函数的等价类.

定义 2.4 (弧长参数) 对于正则曲线 γ : [I
r(t)→ R3], 可以定义弧长参数

s = s(t) =

∫ t

0

∣∣∣∣drdt (τ)
∣∣∣∣dτ

不难验证在每一点 t0 ∈ I, 都有 ds
dt =

∣∣dr
dt (τ)

∣∣ ̸= 0, 根据反函数定理, 在每
一个局部都存在反函数, 又因为 s 是单调的, 从而存在 t = t(s) 使得

s = s(t) t = t(s) t ◦ s = id s ◦ t = id

通过参数变换得到 γ : [I
r(t(s))→ R3], 这被称为 γ 的弧长参数化 . 事实上,

不难验证, 在相差一个平移和符号下, 弧长参数化是唯一的单位速率参数
化, 即使得切向量是单位向量的参数化, 因为切向量是单位长要求参数化
满足 ∣∣∣∣drdt (t(s)) dt

ds(s)
∣∣∣∣ = 1 且同向 ⇒ ds

dt =

∣∣∣∣drdt (t)
∣∣∣∣
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定理 2.5 (Frenet 标架) 对于弧长参数的正则曲线 γ : [I
r(s)→ R3], 如果 r

是无穷次可微的, 且 r′′ 恒非 0, 那么存在光滑函数
t : [I

t(s)→ R3]

n : [I
n(s)→ R3]

b : [I
b(s)→ R3]

[κ : [I
κ(s)→ R]]

[τ : [I
τ(s)→ R]]

使得 r′ = t, 对任何 s, {t(s),n(s), b(s)} 是 R3 的一组右手单位正交基.
且满足 

d
dst = κn

d
dsn = −κt + τb

d
dsb = − τn

证明 定义

t = r′

因为 d
ds ⟨t, t⟩ = 2

⟨ dt
ds , t

⟩
, 但 ⟨t, t⟩ = 1, 故 dt

ds ⊥ t, 令

κ =

∣∣∣∣dtds

∣∣∣∣ = |r′′| ̸= 0 n =
1

κ

dt
ds

根据构造第一行公式得证. 再令

b = t ∧ n τ =

⟨
dn
ds , b

⟩
根据这一构造第二行公式得证. 不难验证, 对于 x,y ∈ {t,n, b}, 因为
⟨x,yx⟩ = 0, 1 是常数, 故

0 =
d
ds ⟨x,y⟩ =

⟨
dx
ds ,y

⟩
+

⟨
x,

dy
ds

⟩
这说明系数矩阵是反对称的, 根据上面的构造已经可以解出全部系数. �
如下图
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t

n

b

图 2.4: Frenet 标架

定义 2.6 上定理 (2.5) 中, 称 t 为切向量 , n 为主法向量 (principal
normal vector) , b 为次法向量 (binormal vector) , κ 为曲率 (cur-
vature) , τ 为挠率 (torsion) . 称 {t,n, b, κ, τ} 为一套Frenet 标架
(frame) .

2.2 曲面论

定义 2.7 (空间曲面) 仿照空间曲线的定义, 一块单曲面是 U→R3 的单

的可微连续映射, 其中 U 是 R2 中的开集. 例如单曲面 M : [U
r(u,v)→ R3].

定义

• 若 r(u, v) 连续可微, 则称 M 为光滑曲面 .

• 若
∣∣∣∣∂r(u, v)∂u

∧ ∂r(u, v)

∂v

∣∣∣∣ 处处不为 0, 则称这块单曲面为正则的.

即 ∂r(u,v)
∂u

与 ∂r(u,v)
∂v

处处线性无关.

不正则意味着在某些地方, 曲面被 “搓” 成了一个尖, 例如像上图的
圆锥那样.

定义 2.8 (切平面) 对于正则单曲面 M : [U
r(u,v)→ R3], 在每一点 p =

r(u0, v0), 定义

• 由
ru(u0, v0) =

∂r

∂u
(u0, v0) rv(u0, v0) =

∂r

∂v
(u0, v0)
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图 2.5: 不正则的曲面

张成的二维空间 (根据正则性) 为 p 点 (或 (u0, v0)) 的切空间或切
平面 , 记为 TpM 或者更简单的 Tp.

• 这个切平面的单位法向量为

n =
ru ∧ rv
|ru ∧ rv|

这被称为曲面 M 在 p 点 (或 (u0, v0)) 的法向量 . 根据正则性, n

也是可微的.

在图中, 我们通常会把这个空间的原点平移到 P 点, 如下图.

M : r ∂r
∂u

∂r
∂v

n

P

TPM

图 2.6: 切平面
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评注 2.9 (参数变换) 和曲线 (2.3) 一样, 也有更换参数的问题. 对于正则
单曲面 M : r 视为关于自变量 u, v 的因变量, 那么有更换参数的问题. 具
体来说, 若有新的参数 s, t, 有连续可微函数

u(s, t) = (u(s, t), v(s, t)), s(u, v) = (s(u, v), t(u, v))

满足

(u, v) = u(s, t) (s, t) = s(u, v) u ◦ s = id s ◦ u = id

即建立两参数之间的关系使得两函数互为反函数. 那么这就定义了一条自
变量为 s, t 的新的曲面 r(u(s, t), v(s, t)), 即 r ◦ u. 这被称为参数变换 .
如下图.

U

r

  
s

��
V

r◦u
//

u

OO

R3

(u, v)
�

""

_

��
(s, t) � //
_

OO

. . .

因为 u 有可微的反函数, 故 Jacobi 行列式

det ∂(u, v)
∂(s, t)

̸= 0

从而 rs = usru + vsrv

rt = utru + vtrv

使得 rs, rt 依旧线性无关, 从而还是正则曲面. 且参数变换下每一点 P 的

切平面 TPM 不变.

同样, 在参数变换下, 我么依旧认为这块曲面为 M 本身, 或者说, 我
们直接认为曲面是参数变换下函数的等价类.

定义 2.10 (第一, 二基本形式) 正则单曲面 M : [U
r(u,v)→ R3], 定义第一基

本形式

I = ⟨dr, dr⟩ = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2
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其中

E = ⟨ru, ru⟩ = ||ru||2 F = ⟨ru, rv⟩ G = ⟨rv, rv⟩ = ||rv||2

定义第二基本形式

II = −⟨dr, dn⟩ = Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2

其中

L = ⟨ruu,n⟩ F = ⟨ruv,n⟩ G = ⟨rvv,n⟩

定义Weingarten 变换

W : TP −→ TP

xru + yru 7−→ −xnu − ynu

定义Gauss 曲率K 为 detW.
以上字母在本章均被固定下来, 不加声明地使用.

显然, 对于 x, y ∈ {u, v}, 因为 ⟨rx,n⟩ = 0, 故求导知 ⟨rxy,n⟩ =

−⟨rx,ny⟩. 这是第二基本形式的另一种刻画.

评注 2.11 另外, 曲面面积的微元

d面积 =
√
(EG− F 2)du ∧ dv

这是第一基本形式行列式的平方根. 其价值已在微积分中探讨过, 这里不
再赘述. 想要严格地定义还需要定向的概念, 因此不同参数下可能差一个
负号 (例如交换 u, v. ).

如果一个量只和第一基本形式有关, 我们称之为内蕴的 . Gauss 绝
妙定理 (Gauss Theorema Egregium) (2.18) 断言 Gauss 曲率是内蕴
的, 这是本章想要证明的主要内容.
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2.3 自然标架法

评注 2.12 (张量记号) 正则单曲面 M : [U
r(u,v)→ R3], 如果记 u1 = u, u2 =

v, 那么记号变更如下

• 切向量 rα = ruα =
∂r

∂uα
,nα = nuα =

∂n

∂uα
.

• 向量 rαβ = ruαuβ ,nαβ = buαuβ .

• 算子 ∂α =
∂

∂uα
.

• Kronecker 的 δ δαβ = δβα = δαβ =

1 α = β

0 α ̸= β
.

• 第一基本形式的系数 gαβ = ⟨rα, rβ⟩.

• 第一基本形式 I =
∑

α,β gαβduαduβ.

• 第一基本形式的逆矩阵 gαβ. 即
∑

γ g
αγgγβ = δαβ ,

∑
γ gαγg

γβ = δβα.

• 第二基本形式的系数 bαβ = ⟨rαβ,n⟩ = −⟨rα,nβ⟩.

• 第二基本形式 II =
∑

α,β bαβduαduβ.

• Christoffel 记号 Γγαβ =
∑

δ ⟨rαβ, rδ⟩ gδγ.

以上字母在本章均被固定下来, 不加声明地使用.

或许上面的记号定义有些不自然, 但是因为他们实际上是标架导数下
的系数.

定理 2.13 (自然标架) 正则单曲面 M : [U
r(u,v)→ R3], 有

∂

∂uβ
rα =

∑
γ

Γγαβrγ + bαβn

∂

∂uα
n = −

∑
β

(∑
γ

bαγg
γβ

)
rβ = −Wrα
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证明 因为正则性的假设, r1, r2,n 处处线性无关, 假设
∂

∂uβ
rα =

∑
γ

Gγαβrγ +Bαβn

∂

∂uα
n = −

∑
β

Bβ
αrβ

那么

⟨rαβ, rδ⟩ =
∑
γ

Gγαβ ⟨rγ , rδ⟩ =
∑
γ

Gγαβgγδ

两边同时乘以 gδγ̂ 对 δ 求和 (即作用逆矩阵), 即得

Gγ̂αβ =
∑
γ

Gγαβδ
γ̂
γ =

∑
γ,δ

Gγαβgγδg
δγ̂ =

∑
δ

⟨rαβ, rδ⟩ gδγ̂ = Γγαβ

而

bαβ = ⟨rαβ,n⟩ = Bαβ ⟨n,n⟩ = Bαβ

−bαγ = ⟨rα,nγ⟩ = −
∑
β

Bβ
α ⟨rβ, rγ⟩ = −

∑
β

Bβ
αgβγ

同理

Bβ
α =

∑
γ

bαγg
γβ

命题得证. �

显然, 上面这一套方法在模拟 Frenet 标架 (2.5), 但是系数的确定本
质上没有用到 (2.5) 证明中使用的技巧, 如果使用, 那么就会得到如下的
Gauss 公式.

命题 2.14 (Gauss) 考虑正则单曲面 M : [U
r(u,v)→ R3], 则

Γγαβ =
1

2

∑
δ

gγδ
(
∂gβδ
∂uα

+
∂gαδ
∂uβ

− ∂gαβ
∂uδ

)
作为推论, Γγαβ 是内蕴的.
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证明 因为

∂gαβ
∂uγ

=
∂

∂uγ
⟨rα, rβ⟩ = ⟨rαγ , rβ⟩+ ⟨rα, rβγ⟩

故加加减减即得

⟨rαβ, rγ⟩ =
∂gβγ
∂uα

+
∂gαγ
∂uβ

− ∂gαβ
∂uγ

这样把 γ 换成 δ 同时乘以 gδγ̂ 对 δ 求和 (即作用逆矩阵), 即得公式. �

有了标架, 这样怎样求导有有章可循了. 一个自然的问题是 (2.13) 中
用两种方法计算 rαβγ 和 nαβ 的结果是否相同? 这必然导出关于曲面各个
记号新的关系.

评注 2.15 先进行一些计算.

rαβγ =
∂

∂uγ

∑
δ

Γδαβrδ +
∂

∂uγ
(bαβn) ∵ (2.13)

=
∑
δ

∂Γδαβ
∂uγ

rδ +
∑
δ

Γδαβrγδ +
∂bαβ
∂uγ

n+ bαβnγ ∵ Leibniz 律

=
∑
δ

∂Γδαβ
∂uγ

rδ +
∑
δ

Γδαβ

(∑
ξ

Γξγδrξ + bγδn

)
+
∂bαβ
∂uγ

n− bαβ
∑
ξ,δ

bγδg
δξrξ ∵ (2.13)

=
∑
ξ

(
∂Γξαβ
∂uγ

+
∑
δ

ΓδαβΓ
ξ
γδ −

∑
δ

bαβbγδg
δξ

)
rξ

+

(
∂bαβ
∂uγ

+
∑
δ

Γδαβbγδ

)
n ∵整理
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记
∑

δ bαδg
δγ = bγα,

nαβ = − ∂

∂uβ

∑
γ

bγαrγ ∵ (2.13)

= −
∑
γ

∂bγα
∂uβ

gδγrγ −
∑
γ

bγα
∂rγ
∂uβ

∵ Leibniz 律

= −
∑
γ

∂bγα
∂uβ

rγ −
∑
γ

bγα

(∑
ξ

Γξβγrξ + bβγn

)
∵ (2.13)

=
∑
γ

(
∂bγα
∂uβ

−
∑
δ

bδαΓ
γ
βδ

)
rγ +

(∑
δ

bδαbβδ

)
n ∵整理

故可以得到四组方程

∂Γξαβ
∂uγ

+
∑
δ

ΓδαβΓ
ξ
γδ −

∑
δ

bαβbγδg
δξ =

∂Γξαγ
∂uβ

+
∑
δ

ΓδαγΓ
ξ
βδ −

∑
δ

bαγbβδg
δξ

∂bαβ
∂uγ

+
∑
δ

Γδαβbγδ =
∂bαγ
∂uβ

+
∑
δ

Γδαγbβδ

∂bγα
∂uβ

−
∑
δ

bδαΓ
γ
βδ =

∂bγβ
∂uα

−
∑
δ

bδβΓ
γ
αδ∑

δ

bδαbβδ =
∑
δ

bδβbαδ

不难验证, 最后一条是恒成立的, 二三条是等价的. 为了将第一条整理得
更美观, 我们将内蕴的量放在一边, 不内蕴的放在另一边.

定义 2.16 (Riemann 记号) 定义Riemann 记号

Rδαβγ =
∑
ξ

gδξ

(
∂Γξαβ
∂uγ

−
∂Γξαγ
∂uβ

+
∑
η

(ΓηαβΓ
ξ
ηγ − ΓηαγΓ

ξ
ηβ)

)

根据定义 Rδαβγ 是内蕴的.

命题 2.17 有关于结构方程系数的等式

• Gauss 方程
Rδαβγ = −(bαγbβδ − bαβbγδ)
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作为推论

Rδαβγ = Rβγδα = −Rαδβγ = −Rδαγβ

• Codazzi 方程

∂bαβ
∂uγ

− ∂bαγ
∂uβ

+
∑
ξ

(Γξαβbξγ − Γξαγbξβ) = 0

证明 根据计算 (2.15). �

定理 2.18 (Gauss 绝妙定理) 正则单曲面 M : [U
r(u,v)→ R3] 的 Gauss 曲

率 K 是内蕴的, 即只和第一基本形式 I 有关.

证明 根据 (2.13),

W

(∑
α

aαrα

)
=
∑
β

(∑
α,γ

aαbαγg
γβ

)
rβ

故 W 在 r1, r2 的基下,(∑
γ

bαγg
γβ

)
αβ

=

(∑
γ b1,γg

γ,1
∑

γ b2,γg
γ,1∑

γ b1,γg
γ,2

∑
γ b2,γg

γ,2

)
=

(
b11 b12

b12 b22

)(
g11 g12

g12 g22

)

换言之,

K = detW =
b11b22 − b12b12
g11g22 − g12g12

根据 (2.17), 带入 Gauss 方程

K = detW = − R2121

g11g22 − g12g12
=

R2112

g11g22 − g12g12

因为 Riemann 记号是内蕴的, 从而 Gauss 曲率是内蕴的. �

至此, 以上的推导都并未利用任何几何直观, 本质上只是多次求导导
出的恒等式. 想要看到 Gauss 曲率的几何意义, 我们将在后文中介绍.
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2.4 正交标架法

回顾自然标架法 (2.13), 其复杂之处就在于 ru, rv 并不垂直. 假如我
们通过恰当选取切向量 (而不在意是否是对某个变量的导数), 那么或许会
更加豁然开朗. 例如通过施以 Schmidt 正交化过程, 对于正则曲面的某个
局部, 我们可以选择

{e1, e2, e3} e3 = n

且在每一点都构成单位正交基, 即每一点 e1,e2 都是改曲面的切向量.

定理 2.19 (正交标架) 正则单曲面 M : [U
r(u,v)→ R3], 如果选择了正交标

架 {e1, e2, e3}, 使得 e3 = n 且在每一点都构成单位正交基. 那么
dr = ω1e1 +ω2e2

de1 = ω12e2 +ω13e3

de2 = ω21e1 +ω23e3

de3 = ω31e1 +ω32e2

且 ωij + ωji = 0, 其中 ωij 是 U 上的一次微分形式.

证明 不难发现对 dr 除以 du 或者 dv, 都应该落在切空间之中, 故没有
e3 分量. 对于之后只需要注意到

0 = d ⟨ei, ej⟩ = ⟨dei, ej⟩+ ⟨ei, dej⟩ = ωij + ωji

命题得证. �

命题 2.20 条件承上 (2.19), 其中 ω1, ω2 是无关的, 即 ω1 ∧ ω2 ̸= 0. 换言
之, 在每一点, dω1 和 dω2 是一次微分形式的一组基, dω1 ∧ dω2 是二次微

分形式的一组基.

证明 假设 ru = ae1 + be2, rv = ce1 + de2, 根据正则性假设
( a b

c d

)
非退

化, 那么
ω1 = adu+ bdv ω2 = cdu+ ddv
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也不相关. �

同样, 也有一些需要满足的方程.

命题 2.21 条件承上 (2.19), 各个微分形式需满足dω1 = ω12 ∧ ω2

dω2 = ω21 ∧ ω1

证明 因为

0 = ddr = d(ω1e1 + ω2e2)

= dω1e1 − ω1 ∧ de1 + dω2e2 − ω2 ∧ de2 ∵带符号的 Leibniz 律
= (dω1 − ω2 ∧ ω21)e1 + (dω2 − ω1 ∧ ω12)e1 ∵ (2.19)

命题得证. �

命题 2.22 条件承上 (2.19), 各个微分形式还需满足

• Gauss 方程
dω12 = ω13 ∧ ω32

• Codazzi 方程 dω13 = ω12 ∧ ω23

dω23 = ω21 ∧ ω13

证明 同样也是计算

0 = dde1 = d(ω12e2 + ω13e3)

= dω12e2 − ω12 ∧ de2 + dω13e3 − ω13 ∧ de3 ∵带符号的 Leibniz 律
= (dω12 − ω13 ∧ ω32)e2 + . . .

命题得证. �

推论 2.23 条件承上 (2.19), 几个几何量满足
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(1) 第一基本形式
I = ⟨dr, dr⟩ = ω1ω1 + ω2ω2

(2) 第二基本形式

II = −⟨dr,de3⟩ = ω1ω13 + ω2ω23

(3) 面积元
d面积 = ω1 ∧ ω2

(4) Gauss 曲率
K = − dω12

ω1 ∧ ω2

证明 (1) 和 (2) 就是定义. 为了看到 (3), 假设

ru = ae1 + be2

rv = ce1 + de2

, 那么ω1 = adu+ bdv

ω2 = cdu+ ddv
. 这样 ω1 ∧ ω2 = (ad − bc)dudv. 而第一基本形式的

系数容易计算出就是


E = a2 + b2

F = ac+ bd

G = c2 + d2

. 这样根据复数的几何意义导出的

恒等式,
(a2 + b2)(c2 + d2)− (ac+ bd)2 = (ad− bc)2

根据 (2.11) 得证.
为了看到 (4), 注意到 W(dr) = −de3, 故

ω1We1 + ω2We2 = W(ω1e1 + ω2e2) = −ω31e1 − ω32e2

假设

We1 = a11e1 + a12e2

We2 = a21e1 + a22e2

,这样上式变为

a11ω1 + a12ω2 = −ω31

a21ω1 + a22ω2 = −ω32

,

将两式作外积

(a11a22 − a21a12)︸ ︷︷ ︸
=detW=K

ω1 ∧ ω2 = ω31 ∧ ω32 = −ω12
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因为根据 (2.20), ω1 ∧ ω2 ̸= 0, 故

K = − dω12

ω1 ∧ ω2

命题得证. �

评注 2.24 不难知 ω1, ω2 只和第一基本形式有关, 因为 ω1 ∧ ω2 ̸= 0, 根据
(2.21), ω12 也只和第一基本形式有关, 这样 (2.23) 给出的

K = − dω12

ω1 ∧ ω2

实际上再一次证明了 Gauss 绝妙定理, 这次的证明路径显然比 (2.18) 简
单很多.

2.5 曲面上的曲线

定义 2.25 考虑一张单曲面 M : [U
r(u,v)→ R3]. 曲面 M 上的一条曲线是

一个曲线 I
r(t)→ R3, 使得其可以分裂成

I
u(t)→ U

r→R3

且 u(t) 是可微的.

评注 2.26 对于曲面上的点 p0, 假设这条曲线通过 p0, 设 t
∈(a,b)
0 7→

(u0, v0)
∈U 7→ p0

∈M , 假设 u(t) = (u(t), v(t)). 其切向量在 p0 点根据

链式法则为

rt(t0) = ut(t0)ru(u0, v0) + vtrv(u0, v0) 简单记为rt = utru + vtrv

这样, 可以认为这个曲线的切向量落在这个曲面的切空间之中. 反之, 不
难验证 p0 点的切空间中任何一个元素都可以写成曲面上某个经过 p 点的

曲线的切向量.

评注 2.27 在经典意义下, 例如一张单曲面 M : U
r(u,v)→ R3, 在 p0 点处给

出
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• 一个切向量 x = aru(u0, v0)+brv(u0, v0) = a
∂r

∂u
(u0, v0)+b

∂r

∂v
(u0, v0).

假设 M 上通过 p 点的曲线 γ : [I
u→U

r→R3] 在 p 点的切向量是 x.

• 假设 t
∈(a,b)
0 7→ (u0, v0)

∈U 7→ p0
∈M

假设 u(t) = (u(t), v(t)), 那么根据 (2.26) 知道 ut(t0) = a, vt(t0) = b.

• 一个光滑函数 f̂ :M→R, 假设 f : U
r→M

f̂→R.

那么其方向导数应该规定为

lim
t→ 0

f̂(r(u(t0 + t)))− f̂(r(u(t0)))

t

=
∂

∂t
f̂(r(u(t)))

∣∣∣∣
t=t0

=
∂

∂t
f(u(t))

∣∣∣∣
t=t0

= ut(t0)
∂f

∂u
(u0, v0) + vt(t0)

∂f

∂v
(u0, v0) ∵链式法则

= a
∂f

∂u
(u0, v0) + b

∂f

∂v
(u0, v0)

这样,

f 对 a
∂r

∂u
(u0, v0) + b

∂r

∂v
(u0, v0) 方向导数为 a

∂f

∂u
(u0, v0) + b

∂f

∂v
(u0, v0)

简单粗暴地看, 即将 r 换成 f .

例 2.28 (u-曲线, v-曲线) 曲面 M : [U
r(u,v)→ R3] 上两条特殊的曲线值得

注意, 对固定的 v = v0, r(u, v0) 是 M 上的曲线, 这倍称为u-曲线 , 其
切向量为 ru(u, v0). 对固定的 u = u0, r(u0, v) 是 M 上的曲线, 这倍称
为 v-曲线 , 其切向量为 rv(u0, v). 故两族曲线在 M 上织成一张网. 如下
图.

对于一条曲面上的曲线, 其曲率 (2.6) 也被相应的定义, 利用曲线来测
量曲面是几何学的一个方法论.
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r

M
u

v

图 2.7: u-曲线, v-曲线

定义 2.29 已知一张单曲面 M : [U
r(u,v)→ R3] 和曲面 M 上的一条曲线

I
r(t)→ R3. 不妨假设这条曲线是弧长参数的. 那么其 “曲率向量”

r′′ =
dt
dt =

d
dt

(
dr
dt

)

分解到切平面和法向量上, 定义法 (normal) 曲率和测地 (geodesic)
曲率

κn = ⟨r′′,n⟩ κg = ⟨r′′,n ∧ r′⟩

假设 r 的曲率为 κ, 则满足 κ2 = κ2n + κ2g. 下面我们会看到, 实际上在某
一点处的法曲率只和曲面在这点的性质和曲线在这点的切向量有关. 故我
们也会对切向量谈法曲率.

记号 2.30 下面我们指出第一二基本形式在切空间上的作用. 实际上
du2, dudv, dv2 都是二次型, 假设

I = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2 II = Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2
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对于切向量

X = aru + brv

Y = cru + drv
, 记

I(X,Y ) =
(
a, b
)(E F

F G

)(
c

d

)
II(X,Y ) =

(
a, b
)(L M

M N

)(
c

d

)
评注 2.31 不难发现根据定义 (2.10),

I(X,X) = ||X||2 II(X,Y ) = ⟨X,WY ⟩ = ⟨WX,Y ⟩

命题 2.32 已知一张单曲面 M : [U
r(u,v)→ R3] 和曲面 M 上的一条曲线

I
r(t)→ R3. 那么其法曲率

κn =
II(r′, r′)

I(r′, r′)

证明 首先, 先假设 r = r(s) 是单位速率曲线, 此时 I(r′, r′) = 1, 故只需
要证明 κg = II(r′, r′). 计算知

d2r

ds2 =

(
du
ds

)2

ruu + 2
du
ds

dv
dsruv +

(
dv
ds

)2

rvv

故

κn =

⟨
d2r

ds2 ,n
⟩

∵定义

= L

(
du
ds

)2

+ 2M
du
ds

dv
ds +N

(
dv
ds

)2

= II
(

du
ds ru +

dv
dsrv ,

du
ds ru +

dv
dsrv

)
= II (r′, r′)

这说明曲线曲面上一点处的切向量只和这一点的切向量和曲面第二基本

形式有关. 一般情形只需要在某一点处将 r′ 单位化为 r′

||r′|| =
r′√

I(r′,r′)
, 找

任意的单位速率曲线经过这一点即可. 这样计算得到的法曲率是

II
(

r′√
I(r′, r′)

,
r′√

I(r′, r′)

)
=

II(r′, r′)

I(r′, r′)

命题得证. �
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定义 2.33 定义主曲率为 W 的特征值, 对应的单位切向量被称为对应
的主方向 . 显然两个主曲率的乘积就是 Gauss 曲率.
注意到 (2.31) 表明 Weingarten 变换 W 是自伴的, 这表明其特征值

都是实的, 当两个主曲率不同时, 则主方向是垂直的, 如果相同, 那么 W
是一个数乘.

命题 2.34 (Euler) 已知一张单曲面 M : [U
r(u,v)→ R3], 固定某一点. 设

κ1, κ2 是该点的主曲率, e1, e2 为相应的的主方向, 若切向量 X 与 e1 夹

角为 θ, 则 X 对应的法曲率为

κn = κ1 cos2 θ + κ2 sin2 θ

作为推论, 主曲率是法曲率的极大极小值.

证明 当 e1 和 e2 不垂直时, W 是数乘, 故可以改变 e2 使得 e1 ⊥ e2. 不
妨假设 X 是单位向量, 则 X = cos θe1 + sin θe2, 则

κn = II(X,X) ∵ (2.32)

= cos2 θII(e1, e1) + 2 cos θ sin θII(e1,e2) + sin2 θII(e2,e2)

= cos2 θ ⟨We1, e1⟩++2 cos θ sin θ ⟨We1, e2⟩+ sin2 θ ⟨We2,e2⟩
= κ1 cos2 θ + κ2 sin2 θ ∵ e1 ⊥ e2

命题得证. �

图 2.8: 中式椰丝火腿菠萝披萨

例 2.35 下面我们来解释 (2.18) 的绝妙之处, 考虑一张披萨, 平放在桌面
上时任何一点的任何一个切向量对应的法曲率都为 0(例如考虑直线), 故
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Gauss 曲率 K 为零. 一旦沿着边将披萨拿起来, 虽然披萨垂了下去产生
了弯曲, 但是第一基本形式不变 (因为第一基本形式是距离的微元这一操
作又是保距的) 根据 Gauss 绝妙定理 (2.18), K 依旧是 0, 换言之, 必定
有某个主曲率为 0. 如果不想要披萨垂下来, 可以将披萨沿卷成 ⌣ 形, 让
一个方向产生弯曲, 根据 (2.18), 迫使与 “弯曲方向” 垂直的方向上不发
生弯曲.

2.6 曲面上的内蕴几何

定义 2.36 (协变微分) 已知一张单曲面 M : [U
r(u,v)→ R3], 可以在形如

f1e1 + f2e2 f1, f2关于是关于 u, v 的光滑函数 (∗)

上定义一个新的微分 D, 定义为

D(f1e1 + f2e2) = d(f1e1 + f2e2)在切平面 span{e1, e2} 上的投影

这被称为 M 上的协变 (covariant) 微分 .

上述协变微分实际上可以视作是 “生活在曲面上生物” 发展出的微积
分理论. 因为 “生活在曲面上的生物” 活在曲面 “上”, 并不能感受到 “切
向量”, 所以一切都是在切平面的投影.

评注 2.37 协变微分 D 也有一些和 d 一样的性质

• D(v + w) = Dv +Dw.

• D(fv) = (df)v + fDv

• d ⟨v, w⟩ = ⟨Dv,w⟩+ ⟨v,Dw⟩.

其中 v, w 形如 (∗).



2.6 曲面上的内蕴几何 37

评注 2.38 先进行一阵计算倘若用 (2.13) 的记号,

d
(∑

α

fαrα

)
=
∑
α

dfαrα +
∑
α

fαdrα ∵ d 的符号 Leibniz 律

=
∑
α

dfαrα +
∑
α,β,γ

fαΓγαβrγduβ + (. . .)n ∵ dx = xudu+ xvdv

=
∑
γ

(
dfγ +

∑
α,β

fαΓγαβduβ
)
rγ + (. . .)n

故

D

(∑
α

fαrα

)
=
∑
γ

(
dfγ +

∑
α,β

fαΓγαβduβ
)
rγ

倘若延续 (2.19) 的记号,

d(f1e1 + f2e2)

= df1e1 + f1de1 + df2e2 + f2de2 ∵ d 的符号 Leibniz 律
= df1e1 + f1(ω12e2 + ω13e3)

+df2e2 + f2(ω21e1 + ω23e3) ∵ (2.19)

= (df1 + f2ω21)e1 + (df2 + f1ω12)e2 + (. . .)e3

故

D(f1e1 + f2e2) = (df1 + f2ω21)e1 + (df2 + f1ω12)e2

定理 2.39 已知一张单曲面 M : [U
r(u,v)→ R3] 和曲面 M 上的一条弧长参

数曲线 γ : [I
r(s)→ R3]. 下列条件是等价的

• γ 在每一点的测地曲率 κg = 0.

• D(r′)

ds = 0.

• γ 的主法向量 (2.6) 和曲面的法向量 n 共线.
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• 假设 γ 分裂为 [I (u1(s),u2(s))→U
r→R3], 那么 u1, u2 满足

d2u1

ds2 +
∑
α,β

Γ1
αβ

duα
ds

duβ
ds = 0

d2u2

ds2 +
∑
α,β

Γ2
αβ

duα
ds

duβ
ds = 0

证明 前三条根据定义 (2.29) 是等价的, 因为

D(r′)

ds =
dr′

ds在切平面的投影 =曲率向量
d2r

ds2在切平面的投影

而根据 (2.5), γ 主法向量和 d2r
ds2 只相差一个曲率. 我们证明他们满足的方

程都是最后一条.

d2r

ds2 =
d
ds

(∑
α

duα
ds rα

)
∵链式法则

=
∑
α

d2uα

ds2 rα +
∑
α,β

duα
ds

duβ
ds rαβ ∵链式法则

=
∑
γ

d2uγ

ds2 rγ +
∑
α,β,γ

duα
ds

duβ
ds Γγαβrγ + (. . .)n ∵ (2.13)

=
∑
γ

(
d2uγ

ds2 +
∑
α,β

duα
ds

duβ
ds Γγαβ

)
rγ + (. . .)n

故根据测地曲率的定义 (2.29),

κg = 0 ⇐⇒ ∀γ∈{1,2} d2uγ

ds2 +
∑
α,β

duα
ds

duβ
ds Γγαβ = 0

命题得证. �

定义 2.40 满足 (2.39) 的曲线被称为测地线 (Geodesics) .

等于说, 测地线实际上是 “曲面上生物” 认为没有弯曲的线.
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定理 2.41 一张单曲面 M : [U
r(u,v)→ R3] 上任何一点 p, 任意一个非零单位

切向量 X, 在 p 点附近总存在唯一的经过 p 点, 在 p 点切向量是 X 的测

地线.

证明 在 (2.39) 最后的方程中, 给出 X 和 p 实际上给出了初值位置和初

值条件, 因为各个函数都光滑, 根据常微分的理论, 这是存在且唯一的. �

定理 2.42 一张单曲面M : [U
r(u,v)→ R3]. 则M 上任何一点 p,存在 r−1(p)

开集 V , 使得任意 q ∈ r(V ), p, q 之间都有测地线相连.

证明 上述 (2.41) 实际上定义了

êxp : R2 × R −→ U (a, b, s) 7−→ (u(s), v(s))

其中 (u(s), v(s)) 使得

u(0) = 0, v(0) = 0

r(u(0), v(0)) = p
, r(u(s), v(s)) 是在 p 点切向

量是 aru + brv 的测地线 (换作弧长参数后), 即 us(0) = a, vs(0) = b. 如
果 (a, b) = 0, 那么 exp(0, s) = p. 将 a, b 视为参数, 根据常微分方程的光
滑依赖性, êxp 也是光滑的, 当中一些点可能没有定义, 但是根据常微分方
程的光滑依赖性, êxp 定义在一个 R2 × R 的一个开集上. 注意到

êxp(a, b, s) = êxp(sa, sb, 1)

这说明

∂êxp
∂a

(0, 0, 1)

= lim
a→ 0

êxp(a, 0, 1)− 0

a

= lim
a→ 0

êxp(1, 0, a)− 0

a
= (us(0), vs(0))|a=1,b=0

= (1, 0)

∂êxp
∂b

(0, 0, 1)

= lim
b→ 0

êxp(0, b, 1)− 0

b

= lim
b→ 0

êxp(0, 1, b)− 0

b
= (us(0), vs(0))|a=0,b=1

= (0, 1)

从而 exp : (a, b) 7→ êxp(a, b, 1) 在 (0, 0) 处的 Jacobi 就是单位阵. 这样根
据反函数定理, 命题就得证了. �
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记号表

记号 解释 位置

I R 的某个开区间 (2.1)

U R2 的某个开集 (2.7)

⟨x,y⟩ 欧式空间内积

x ∧ y 欧式空间外积

[x,y,z] 欧式空间混合积

Tp 在 p 点的切空间 (2.8)

Tp(M) 在 p 点的切空间 (2.8)

E 第一基本形式系数 (2.10)

F 第一基本形式系数 (2.10)

G 第一基本形式系数 (2.10)

I 第一基本形式 (2.10)

L 第二基本形式系数 (2.10)

M 第二基本形式系数 (2.10)

N 第二基本形式系数 (2.10)

II 第二基本形式 (2.10)

W Weingarten 变换 (2.10)

K Gauss 曲率 (2.10)

rα 一个切向量 (2.12)

nα 一个切向量 (2.12)

rαβ 一个向量 (2.12)

nαβ 一个向量 (2.12)
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∂i 一个算子 (2.12)

δαβ Kronecker 的 δ (2.12)

δβα Kronecker 的 δ (2.12)

δαβ Kronecker 的 δ (2.12)

gαβ 第一基本形式系数 (2.12)

bαβ 第二基本形式系数 (2.12)

gαβ 第一基本形式系数之逆 (2.12)

Γγαβ Christoffel 符号 (2.12)

Rαβγδ Riemman 记号 (2.16)

ω1 ∧ ω2 微分形式的外积

dω1 微分形式微分

κn 法曲率 (2.29)

κg 测地曲率 (2.29)

I(X,Y ) 第一基本形式在切空间上作用 (2.30)

II(X,Y ) 第二基本形式在切空间上作用 (2.30)
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习题

问题 3 (非单位速率曲线) 已知一般正则曲线 γ : [I
r(t)→ R3], 假设

{t,n, b, κ, τ}

是其化为单位速率曲线的 Fernet 标架再重新用 t 参数化得到的标架, 这
被成为 γ(不必弧长参数) 的Frenet 标架 . 求证:

dr
dt (t)

d2r
dt2 (t)
d3r
dt3 (t)

 =


∣∣dr

dt

∣∣
∗ κ

∣∣dr
dt

∣∣2
∗ ∗ κτ

∣∣dr
dt

∣∣3



t

n

b


作为推论

t =
dr
dt∣∣dr
dt

∣∣ n = b ∧ t b =
dr
dt ∧

d2r
dt2∣∣∣dr

dt ∧
d2r
dt2

∣∣∣
κ =

dr
dt ∧

d2r
dt2∣∣dr

dt

∣∣3 τ =

[
dr
dt ,

d2r
dt2 ,

d3r
dt3

]
∣∣∣dr

dt ∧
d2r
dt2

∣∣∣2
(提示: 通过计算

dr
dt (t) = t(s(t))s′(t) =

∣∣∣∣drdt (t)
∣∣∣∣ t(t)

d2r

dt2 (t) =
dt
ds(s(t))(s

′(t))2 + t(s(t))s′′(t) = s′′(t)t(t) +

∣∣∣∣drdt (t)
∣∣∣∣2 κn(t)

d3r

dt3 (t) = . . . = (s′′′ − κ2s′
3
)t(t) + (κs′s′′ + (κs′

2
)′)n+ κτ

∣∣∣∣drdt (t)
∣∣∣∣3 b

得证. )

习题 4 计算半径为 R 的圆周的曲率和挠率. (提示: 考虑 r(t) =

(R cos(t/R), R sin(t/R), 0),计算知 t = (− sin(t/R), cos(t/R), 0), κ = 1/R,n =

(− cos(t/R),− sin(t/R), 0), b = (0, 0, 1), κ = 0. )
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习题 5 如果正则曲线 γ : [I
r(t)→ R3] 取 {t,n, b, κ, τ} 是 Frenet 标架. 假设

p = r(t0) 的曲率是 κ, 那么以 p+ 1
κ
n 为圆心, 1

κ
为半径的圆与曲线二次相

切 (即速度和加速度都相同). (提示: 实际上根据 (2.5), 只需要验证弧长
参数下, r, t,n, κ 在 t0 处相同即可. 注意到对于半径为 R 的圆 n = − 1

R
r.

)

习题 6 验证 (2.15) 中的 “不难得到, 最后一条是恒成立的, 二三条是等价
的”. (提示: 对

∑
γ g

αγgγβ = δαβ 两边同时求导, 可以把 g∗∗ 的导数转移到

g∗∗ 上. )

问题 7 一类 R3 中很常见的曲面是由某个光滑函数 f : R3 →R 某个
点的原像组成的, 例如球面 S2 = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1} 就是
一例. 考虑光滑函数 f : R3 →R 满足任何 f(x, y, z) = 0 的点, 都有

∇f =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
̸= 0. 求证: {(x, y, z) : f(x, y, z) = 0} 在局部是一

个正则单曲面, 在 (x, y, z) 处的法向量和 ∇f =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
共线. (提

示: 隐函数定理. )

习题 8 求半径为 a 的球面 {x2 + y2 + z2 = a2} 的第一, 二基本形式和
Gauss 曲率. (提示:

r(u, v) = ( a cosu cos v , a cosu sin v , a sinu )

ru = ( −a sinu cos v , −a sinu sin v , a cosu )

rv = ( −a cosu sin v , a cosu cos v , 0 )

故

I = a2du2 + a2 cos2 udv2

且

n = ( cosu cos v , cosu sin v , sinu ) = 1
a
r

故

II = adu2 + a cos2 udv2



44 习题

故根据 (2.18) 过程中得到 detW 的表达式 K = det II
det I , 故 Gauss 曲率是

1
a2

, 这根据 (2.34) 也是不难刻画的. )

习题 9 求球面上的所有测地线. (提示: 根据 (2.39), 可以验证, 所有大圆
(球面上圆心在球心的圆) 都是测地线, 因为球面 r 的法向量 (不必单位)
就是 r 自身. 而根据 (2.41), 任何测地线都是他们的一部分. )



第三章 解析几何 (未完成)

(待补)
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第二部分

代数拓扑 (未完成)
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第四章 基本群

(待补)
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第五章 同调论

(待补)

定理 5.1 (维数不变性)
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第六章 同伦论

(待补)
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第三部分

微分几何
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第七章 光滑流形

7.1 光滑流形和光滑映射

I. 光滑流形 所谓流形直观来说, 就是由欧式空间粘合而来的拓扑空间.

定义 7.1 (拓扑流形) 对于拓扑空间 M , 称其是一个 n 维拓扑流形

(topological manifold) , 如果 M 是 Hausdorff 的, 且任意 p ∈ M ,
都存在 p 开领域 U 使得 U 同胚于 Rn 的某个非空开集.

评注 7.2 以下是一些评注

• 根据代数拓扑部分切除定理的推论 (5.1), 一个拓扑流形的维数是唯
一确定的, 记为 dimM .

• 可以将定义中的条件减弱为 U 同胚于 Rn, 因为任何一个 Rn 的开
集都在一点附近可以缩小为一个开球, 而开球和 Rn 是同胚的. 所以
其实定义还可以增强为在 p 点有同胚于 Rn 的邻域基.

• Hausdorff 空间的条件是不能删去的, 考虑如下双点实数轴

R× {±1}
/

∼: (x,±1) ∼ (y,±1) ⇐⇒ x = y ̸= 0

即将两根实数轴原点以外的点粘起来. 他符合除了 Hausdorff 之外
的定义, 但是不是 Hausdorff 的.

51
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M
U

V

Rn ϕ

图 7.1: 流形与 Euclid 的凝视

称之为拓扑流形是因为其不过是欧式空间 Rn 按照拓扑意义粘黏而来
的. 而为了将微分结构搬到拓扑流形中, 我们还需要更多附加的结构.
以分析学的经验来看, 想要谈论微分, 仅仅有导数定义出现的极限, 减

法, 除法结构是不够的. 我们必须在一个欧式空间的开集上谈论微分才能
得到干净的结论. 采取分析学的记号, 用 C k 表示 k 次连续可微, C ∞ 表

示无穷次可微, C ω 表示解析.

定义 7.3 (微分流形) 对于 n 维拓扑流形 M , 一个C k-微分结构F 是

• (U,φ) ∈ F, 其中 U 是 M 的开集, φ : U→φ(U) ⊆开 Rn 是同胚.

称 (U,φ) 为坐标卡 (cart) , φ 是 U 的局部坐标 .

• {U : (U,φ) ∈ F} 是 M 的开覆盖.

• {φ : (U,φ) ∈ F} 是相容的.

即对于 (U,φ), (V, ψ) ∈ F, 在有定义的区域内, ψ ◦φ−1 和 φ ◦ψ−1 是

C k 的.

• F 是满足上述性质极大的集合.
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一张拓扑流形配上 C k-微分结构就称为一个C k-微分流形 . 我们更经常称
C ∞-微分流形为光滑 (smooth) 流形 , C ω-微分流形为解析 (analytic)
流形 .

Uj Ui

ϕj ϕi

ϕi ◦ ϕ−1j

M

∈ C∞

图 7.2: 相容性

评注 7.4 不难验证的是, 如果删去上述定义中满足极大性的条件, 只满足
前三条, 那么一定可以唯一地扩充为一个微分结构. 要求极大性只是为了
在技术上避免 “本质相同” 的微分结构. 具体来说, 对于 F′, 定义其生成
的微分结构是{

(U,φ) :
U ⊆开 M

∀(V, ψ) ∈ F′, φ ◦ ψ−1 ∈ C k, ψ−1 ◦ φ ∈ C k

}

上述定义不妨说是将所有 “可能的参数变换” 都收集在一起了.

约定 7.5 之后为了方便起见, 流形皆假设第二可数, 即存在可数拓扑基.
此时, 流形可以被可数个同胚于欧式空间的开集覆盖.

例 7.6 (欧式空间) 对于欧式空间 Rm, 取坐标卡 (Rm, id). 这唯一决定了
其上的微分结构.
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例 7.7 (开集) 任意一张流形 M , 开集 U ⊆ M . 那么 U 具有自然的微分

结构, 因为总可以缩小 M 的坐标卡使得其落入 U 内.

例 7.8 (经典曲线曲面) 我们称 1 维流形为曲线 . 回忆经典的曲线论
(2.1). 对于经典的正则简单曲线 γ : [(a, b)

r→R3], 滥用记号记 γ 是 r 的

像, 因为 r 是单射, 可以按照 (a, b) 的拓扑结构赋予 γ 以拓扑结构和微分

结构, 这无疑是一个曲线.
称 2 维流形为曲面 . 同样回忆 (2.7), 可以对单曲面类似上面赋予拓

扑结构和微分结构, 这无疑是一个曲面.
但是, 和 R3 上诱导的拓扑有可能不同, 例如下面的卧倒的 ρ 型.

γ ϕ

图 7.3: 卧倒的 ρ 型

例 7.9 (n 维球面 Sn) 在 Rn+1 空间中考虑单位球面

Sn = {x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 : (x1)2 + . . .+ (xn+1)2 = 1}

我们可以取 2(n+ 1) 个坐标卡U i = {x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Sm : xi > 0} φi = (x1, . . . , x̂i, . . . , xn+1)

V i = {x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Sm : xi < 0} ψi = (x1, . . . , x̂i, . . . , xn+1)

其中 ∗̂ 表示跳过, 即按照坐标将 Sm 分成 2 半, 每一半都投影到切面上.
容易验证, 在 U i ∩ U j 上,
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x1

x2
S1

图 7.4: S1

xi =

√
1− (x1)2 − . . .− (̂xi)2 − (xm+1)2 ∗̂ 表示跳过

这是 C ∞ 函数, 类似地, 可以得到任何 U i ∩ V j , V i ∩ V j 的情形. 故这给
出了 Sn 的一个微分结构.

图 7.5: P1

例 7.10 (n 维射影空间 Pn) 在 Rn+1 的全体一维子空间构成了 n 维射影
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空间 Pn. 射影空间中任何一个点都是 Rn+1 的一个 1 维子空间, 其由这
个子空间中的一个非零向量唯一决定, 故可以约定射影坐标,

[(x1, . . . , xn+1)] ↔ {(λx1, . . . , λxn+1) : λ ∈ R}

其中 x1, . . . , xn+1 不全为 0. 容易验证

[(x1, . . . , xn+1)] = [(y1, . . . , yn+1)] ⇐⇒ ∃λ ∈ R \ {0}, s. t. xi = λyi

例如, P1 可以看做 R ⊔ {∞}, 具体来说,

x ∈ R ↔ [(x, 1)] ∞ ↔ [(1, 0)]

P2 可以看做给 R2 给每一组平行直线添加一个 “无穷远处交点”, 具体来
说,

(x, y) ∈ R ↔ [(x, y, 1)] 平行于过 (0, 0), (x, y) 的直线交于 {(x, y, 0)}

受此启发, 我们可以作 n+ 1 个坐标卡

Ui = {[(x1, . . . , xn+1)] : xi ̸= 0}

φi : [(x
1, . . . , xn+1)] 7→

(
x1

xi
, . . . ,

x̂i

xi
, . . . ,

xm+1

xi

)
∈ Rm ∗̂ 表示跳过

这 n+ 1 个坐标卡覆盖了 Pn. 且容易验证, 其成为一个微分结构.

II. 光滑映射 如同几乎所有数学结构, 我们要研究流形间的映射. 下面
我们称的流形都是光滑流形.

定义 7.11 对于流形的开子集到流形的映射 M⊇开S
f→N , 称其在 p ∈ S

处光滑 , 如果存在 p 附近的坐标卡 (U,φ), 和 f(p) 附近的坐标卡 (V, ψ)

使得 ψ ◦ f ◦ φ−1 是光滑的. 定义

C ∞(S,N) = {U f→N : f 在 U 每一点光滑}

特别地, 对于 M
f→N , f 被称为光滑映射如果 f 在 M 的每一点光滑.
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定义 7.12 对于光滑映射 M
f→N , 称 f 是微分同胚或微分态射 (diffeo-

morphism) ,如果存在光滑映射 g : N→M 使得 f ◦g = idN , g◦f = idM .

评注 7.13 有如下评注

• 显然, 上述定义对于欧式空间都是成立的. 因为他们的坐标卡都可以
取作 id.

• 因为相容性, 实际上上述定义中挑选的坐标卡可以是任意的.

• 显然, f 光滑当且仅当 M 有某个坐标卡覆盖 {(Ui, φi)}, N 有某个
坐标卡覆盖 {(Vj , ψj)}, 使得任意 i, j, 映射 ψj ◦ f ◦ φ−1

i 是光滑的.

f

ϕ ψ

ψ ◦ f ◦ ϕ−1

∈ C∞

U V

M N

Rm Rn

图 7.6: 光滑映射

鉴于点集拓扑学中连续函数环 (1.9) 所具备的良好代数结构, 我们定
义如下的光滑函数环.

定义 7.14 (光滑函数环) 对于流形的开集 M⊇开U ,记 C ∞(U) = C ∞(U,R),
其中 R 作为流形就是通常的微分结构 (7.6). 这是一个 R-代数, 其中零元
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是常函数 0, 单位元是常函数 1, 加法和乘法都是逐点的

(f + g)(x) = f(x) + g(x) (fg)(x) = f(x)g(x) (kf)(x) = kf(x)

评注 7.15 (单位分拆存在定理, 光滑版本) 在定义了流形上的光滑性之
后, 我们可以对流形谈光滑单位分拆. 事实上, 流形上的任意开覆盖都存
在光滑单位分拆. 因为根据 (7.5), 流形都被假设是第二可数的, 证明可以
照搬 (1.7).

以分析的直觉, 可微性是局部性质, 换言之, 某点处的可微性之后附近
的性质有关, 所以我们迫不及待定义如下的函数芽. 将 “附近” 的概念从
流形本身推广到函数环上.

定义 7.16 (函数芽) 对于流形 M , p ∈M , 定义这一点的函数芽 (germ)

C ∞
p =

{
(U, f) :

U 是包含 p 的开集

f ∈ C ∞(U)

}/ (U, f) ∼ (V, g) ⇐⇒
存在包含 p 的开集 W

W ⊆ U ∩ V, f |W = g|W

换句话说是 C ∞(U) 的余极限, 其中 U 是包含 p 的开集, 按照包含关系.
当强调是在流形 M 上构造时, 会记作 C ∞

p (M).
方便起见, 对于含 p 的开集 U , 对于 f ∈ C ∞(U), 记 f |p 为 (f, U) 在

C ∞
p 中的像. 反之, 任何 C ∞

p (M) 的元素也形如 f |p. 不难验证, C ∞
p 具有

自然的环结构, 假如 f |p, g|p ∈ C ∞
p , 假设 f 活在 U 上, g 活在 V 上, 定义

f |p+g|p = ((f +g)|U∩V )|p f |p ·g|p = ((fg)|U∩V )|p k(f |p) = (kf)|p

例 7.17 对于流形 M , p ∈ M , 选定 p 点附近的坐标卡 (U,φ), 假设
φ = (x1, . . . , xn), 则 xi ∈ C ∞(U), 从而 xi|p ∈ C ∞

p .

评注 7.18 有如下评注

• 上述定义的 C ∞
p 可以解释为所有定义域含 p 的函数, 而两个函数相

同当且仅当在某个含 p 的开集 U 上相同, 换言之, 在 p 附近的表现

相同.
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图 7.7: 函数芽

• 不难验证, 如果有 p 的开邻域基 U , 那么定义中 U 可以改为取 U 中
的成员, 而不必取所有含 p 的开集.

• 因为流形局部上都是欧式空间, C ∞
p 在同构意义下只和维数有关.

• 对于光滑函数, 因为总存在单位分拆 (7.15), 所以任何 f |p ∈ C ∞
p , 都

存在 g ∈ C ∞(M) 使得 g|p = f |p.

或许令人疑惑, 既然上述的 C ∞
p 在同构意义下只和维数有关, 其存在

是否必要? 下面我们会看到, 这实际上提供了一种回到欧式空间的手段.

7.2 切空间和切映射

I. 切空间 下面我们来推广切空间的概念, 回顾古典的 (2.2), (2.8). 想要
直接进行推广, 一大困难就是我们并不知道在一个抽象的流形上如何 “求
导”, 更无法把流形典范地嵌入欧式空间, 使得切空间在经典意义下和流形
“相切”.

定义 7.19 (切空间) 对于流形 M , p ∈M , 一个 R-线性映射 ∂ : C ∞
p →R,

是一个 p 点的导数如果满足如下 p 点的Leibniz 律

∂(f |p · g|p) = ∂(f |p) · [g(p)] + [f(p)] · ∂(g|p)
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将所有这样的导数收集起来构成一个向量空间, 称为 p 点的切空间

(tangent space) , 记为 Tp. 如果为了强调是在 M 上构造的, 记为
Tp(M). 显然, 切空间是一个 R-线性空间.
方便起见, 对某个含 p 的开集 U , 对于 f ∈ C ∞(U), 直接记 ∂f =

∂(f |p).

命题 7.20 对于流形 M , p ∈M , ∂ ∈ Tp(M), 有

• 如果 f |p ∈ C ∞
p 是常函数, 则 ∂f = 0.

• 如果 f |p, g|p ∈ C ∞
p 满足 f(p) = g(p) = 0, 则 ∂(fg) = 0.

证明 对于前者, 只需要考虑常数 1 的导数, 因为

∂(1|p) = 1 · ∂(1|p) + ∂(1|p) · 1 = 2∂(1|p)

故 ∂(1|p) = 0. 对于后者, 直接验证

∂(fg) = ∂f · g(p) + f(p) · ∂g = 0

命题得证. �
换言之, 我们希望用切向量的方向导数 (2.27) 模拟 “切向量”, 问题在

于这是否能够包含所有的切向量? 我们将从维数上论证这件事.

定义 7.21 对于流形 M , p ∈ M , 选定 p 点附近的坐标卡 (U,φ), 假设
φ = (x1, . . . , xn), 不难验证

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

: C ∞
p −→ R f |p 7−→

∂(f ◦ φ−1)

∂xi
(φ(p))

是 p 点的导数.

定理 7.22 对于流形 M , p ∈ M , 选定 p 点附近的坐标卡 (U,φ), 假设坐
标卡的分量 φ = (x1, . . . , xn), 则{

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

: i = 1, . . . , n

}
是 Tp 的一组基. 作为推论, dimR Tp = dimM .
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证明 不妨假设 φ(p) = 0. 任意取 ∂ ∈ Tp, 对任意 f ∈ C ∞(M), 考虑函数
f ◦ φ−1, 这是定义在 0 附近的光滑函数, 考虑其 Taylor 展开

(f ◦ φ−1)(x) = (f ◦ φ−1)(0) +

n∑
i=1

∂(f ◦ φ−1)

∂xi
(0)xi + r(x)

再复合 φ 回到流形上得到

f(x) = f(p) +

n∑
i=1

∂(f ◦ φ−1)

∂xi
(0)xi + r(φ(x))

= f(p) +

n∑
i=1

xi
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

f + r(φ(x))

注意: 上式的 xi 已经是一个映射了. 这样

∂(f) = 0 +
n∑
i=1

∂(xi) · ∂

∂xi

∣∣∣∣
p

f + 0

首尾两项得 0, 是因为 (7.20), 注意到 r(x) 是 xig(x), 且 g(0) = 0 这样函

数的线性组合. 因为 f 是任意的, 这就说明

∂ =

n∑
i=1

∂(xi) · ∂

∂xi

∣∣∣∣
p

这说明 Tp 由
{

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

}n
i=1

张成. 为了看到其是线性无关的, 只需注意到

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

xj =

1 i = j

0 i ̸= j

这就很容易地可以说明线性无关. �

例 7.23 对于欧式空间 Rn, 不妨选择坐标卡就是 (Rn, id), 这样对于点
p ∈ Rn, 可以作同构

σ : Tp(Rn) ∼−→ Rn
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

7−→ ei
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其中 ei 是 Rn 的标准基. 写得更明确就是

σ : Tp(Rn) ∼−→ Rn ∂ 7−→ (∂x1, . . . , ∂xn)

其中 xi : Rn→R 的投影, 也是坐标卡的分量. 此时, 如果 ∂ 对应于

a = (a1, . . . , an), 则其中 ai = ∂xi. 那么对于 f |p ∈ C ∞
p (R), 其作用是

∂f = a1
∂f

∂x1
(p) + . . .+ an

∂f

∂xn
(p) = f 在 p 处对 a 的方向导数

所以一种构造 Rn 切空间的直观方法就是形式地对每一个点指定一个 Rn.

现在我们或许需要改变一下对于切空间的看法, 与其将切空间晦涩地
理解为抽象的切线切面, 不如说一个切向量就是代表曲面上一种 “延展趋
势”, 或者说就是我们在分析学中苦苦寻求的那个实实在在的 “无穷小变
化”, 在光滑函数环 C ∞

p 的作用无非是因自变量的变化引起因变量变化而

产生的变化率. 故切空间反映了某一点的局部的行为.
以此之见, 切空间如果 “画出来”, 应该是微缩于某一点的 R-线性空

间. 这或许就是佛家 “一花一世界” 的数学原理.

Tp

p
M

图 7.8: 切空间和 Leibniz 的微笑
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定义 7.24 (余切空间) 以后见之明, 我们需要定义如下两个和切空间密切
相关的概念, 对于流形 M , p ∈M ,

• 记 Ap = T∨
p , 即切空间的对偶空间, 称为余切空间 .

• 记 Akp = ∧kT∨
p , 即余切空间的外代数的 k 次部分. 故

A0
p = R A1

p = Akp m>dimM⇒Amp = 0

关于外代数, 本质上与本书所讨论内容无关, 相关知识请移步 [6] P10
至 15 或 [3] P269 §7.6.

定义 7.25 对于流形 M , p ∈ M , 对于 ∂ ∈ Tp, 以及 f |p ∈ C ∞
p , 定义其微

分

df |p : Tp −→ R ∂ 7−→ ∂f

不难验证, df |p 是线性的, 从而 df |p ∈ T∨
p = Ap, 这被称为 f 的微分.

定理 7.26 选定 p 点附近的坐标卡 (U,φ), 假设坐标卡的分量 φ =

(x1, . . . , xn), 那么
{dxi|p : i = 1, . . . , n}

是 Ap 关于
{

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

}n
i=1

的对偶基.

证明 因为

(dxi|p)
(

∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
=

∂

∂xj

∣∣∣∣
p

xi =

1 i = j

0 i ̸= j

从而是对偶基. �

推论 7.27 选定 p 点附近的坐标卡 (U,φ), 假设坐标卡的分量 φ =

(x1, . . . , xn), 那么

{dxi1|p ∧ . . . ∧ dxik|p : 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n}

是 Akp 的一组基.
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II. 切映射 既然介绍了切空间, 光滑映射必然会诱导出切空间的映射. 以
多元微积分学的哲学, 光滑映射在某一点都近似是线性映射, 那么作为曲
面极限状态的切空间之上必定也是线性映射.

f

M N

df

图 7.9: 切映射

定义 7.28 对于流形的开子集到流形的映射 M⊇开S
f→N , 如果 f 在 p ∈ S

处光滑, 定义

df |p : TpM −→ Tf(p)N ∂ 7−→ [φ|p 7→ ∂(φ ◦ f)]

这被称为切映射 . 显然, 这是 R-线性的. 当然, 由之自然诱导了余切映
射Akf(p) →Akp.

评注 7.29 以下是一些评注.

• 上述定义的 df |p 和 (7.25) 的 df |p 实际上是一致的. 具体来说, 对
于 f ∈ C ∞

p , 假如将 R 在 f(p) 点的切空间按照 (7.23) 等同于 R, 那
么作为 f 的微分的 df |p 的作用是

(df |p)∂ = ∂f

而作为切映射的 df |p 的作用是

(df |p)∂ = [φ 7→ ∂(f ◦ φ)] 对应于 ∂(f ◦ x1) = ∂(f ◦ id) = ∂f
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• 假如在 p 附近有坐标卡 (U,φ = (x1, . . . , xm)), f(p) 附近有坐标卡
(V, ψ = (y1, . . . , ym)). 那么[

(df |p)
(

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)]
(yj |f(p)) =

∂(yj ◦ f)
∂xi

(p) := cji

故
m∑
i=1

ai
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

df |p7−→
m∑
i=1

n∑
j=1

cjia
i ∂

∂yj

∣∣∣∣
f(p)

=

n∑
j=1

(
m∑
i=1

cjia
i

)
∂

∂yj

∣∣∣∣
f(p)

其中

(
∂(yj ◦ f)
∂xi

(p)

)j
i

就是传说中的 Jacobi 矩阵, 其本质是链式法

则.

• 不难验证对于光滑映射 M
f→N

g→P , df(p)g ◦ dpf = dp(gf).

• 不难验证余切映射 dg|f(p) 7→ d(gf)|p. 因为根据定义余切映射

dg|f(p) 7→ [∂ 7→ (dg|f(p))(df |p∂) = (df |p∂)(g) = ∂(gf)] = d(gf)|p

例 7.30 回忆经典的曲线 (2.1) 的定义, 对于光滑曲线 γ : [I
r(t)→ R3], 对于

t0 ∈ I, r 诱导了 dr|t0 : Tt0 →Tf(t0), 满足

d
dt

∣∣∣∣
t0

7→

[
f 7→ d(f ◦ r)

dt (t0) =
∑
x

x′(t0)
∂f

∂x
(r(t0))

]
=
∑
x

x′(t0)
∂

∂x

∣∣∣∣
r(t0)

按照 (7.23) 等同下来就成为 1 7→ dr
dt (t0). 这就是经典的切向量 (2.2), 其

像就是切线. 关于曲面也有一样的结论.

例 7.31 一般地, 对于可微映射 Rn ⊇ U
f→Rm, 假如 f = (y1, . . . , ym), 在

p ∈ U , 则按照 (7.23) 等同下切映射就是

(a1, . . . , an) 7−→

(
n∑
i=1

∂y1

∂xi
ai, . . . ,

n∑
i=1

∂ym

∂xi
ai

)
换句话说, 这是方向导数

a 7−→ lim
t→ 0

f(p+ ta)− f(p)

t
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定义 7.32 (曲线, 道路) 对于流形 M , 如果有光滑映射 s : I→M , 其中
I 是 R 上某个开区间, 称 s 为 M 上的曲线 . 这在每一点 t0 ∈ I, 诱导了

切映射 ds|p : Tt0R→Ts(t0)M , 称 ds|p

(
d
dt

∣∣∣∣
t0

)
∈ Ts(t0)M 为这条曲线在

t0 处的切向量 , 记为 ṡ(t0).
对于流形 M , 对于映射 I

p→M , 其中 I 是 R 上某个闭区间, 如果 p

在 I 上连续, 在 I 在内部是光滑的, 则称 p 是 M 上的道路 . 假如闭区间
I = [a, b], 称 p(a) 为起点 , p(b) 为终点 .

评注 7.33 根据 (7.30), ṡ 的记号和其作为导数的记号是一致的. 更加具
体地来说, 如果在 s(t0) 附近的坐标卡 (U,φ = (x1, . . . , xn)), 则

d
dt

∣∣∣∣
t0

7−→ ṡ(t0) 7−→ dφ|s(t0)(ṡ(t0)) 假设对应到 (a1, . . . , an)

那么 φ ◦ s : I→Rn 根据 (7.31) 将有

(a1, . . . , an) =
d(φ ◦ s)

dt (t0)

一般地, 这样还可以得到更为实用的链式法则 , 如果有 I
s→M

f→Rn,
不妨假设 0 7→ p, 则

d(f ◦ s)
dt (0) =

d(f ◦ φ−1)(φ ◦ s)
dt (0) 选取局部坐标 φ = (x1, . . . , xn)

=
n∑
i=1

∂(f ◦ φ−1)

∂xi
(φ(p))

d(φ ◦ s)
dt (0) ∵链式法则

=

n∑
i=1

ai
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

f

= (ṡ(0))(f)

定理 7.34 关于流形 M 上, p ∈ M , 任何一个切向量 ∂ ∈ TpM 都存在

一条过 p 的 M 上的曲线 s : I→M , 以及 t0 ∈ I 使得 s(t0) = p 且

ṡ(t0) = ∂.
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证明 通过找 p 附近的坐标卡, 将问题转化到欧式空间中, 这样问题就化
成了一个经典的常微分方程的问题, 甚至可以选择直线段. �
鉴于上面的刻画, 一种构造切空间的方法就是将曲线的等价类找出

来, 这将在下小节介绍.

III. 切空间的其他构造方法 下面我们介绍一下切空间的其他构造途径.
详细可见于 [8] P71.

评注 7.35 (曲线的等价类) 对于流形 M , p ∈ M , 考虑所有过 p 点

的 M 上的曲线 I→M , 为了标准化, 假设 0 7→ p. 认为两条曲线
[I
f(t)→ M ], [I ′

g(t)→ M ] 是等价的, 当且仅当在 p 的附近的某个坐标卡 (U,φ)

下,
d(φ ◦ f)

dt (0) =
d(φ ◦ g)

dt (0)

实际上, 因为相容性和链式法则, 坐标卡的选择可以是任意的. 根据
(7.34), 这样构造的空间同构于 Tp.

以上的构造来自于几何直观, 实际上是 “相切曲线” 的等价类.

评注 7.36 (余切空间) 对于流形 M , p ∈M , 记

mp = {f ∈ C ∞
p : f(p) = 0} m2

p =

{∑
i

figi : fi, gi ∈ mp

}
注意到任何一个 ∂ ∈ Tp, 根据 (7.20), ∂(m2

p) = 0, 故自然诱导了映射

∂ : mp/m
2
p −→ R f |p mod m2

p 7−→ ∂f

这样实际上 f ∈ C ∞
p 可以作用在 Tp 上通过

f · ∂ = ∂

[(
f − f(p)

)∣∣
p

mod m2
p

]
= ∂f − ∂(f(p)) = ∂f = df(∂)

这个作用和余切空间的作用是一致的. 利用和 (7.22) 证明本质相同的论
证, 可以得到 mp/m

2
p 在一个坐标卡 (U,φ = (x1, . . . , xn)) 的一组基就是

x1 mod m2
p , . . . , x

n mod m2
p
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这就说明上述构造的 mp/m
2
p
∼= Ap. 想要得到切空间再取一次对偶即可回

到.

评注 7.37 以上的构造实际上来自 Taylor 展开. 我们可以一直将 {mi
p}

构造下去. 令 U 是 Rn 中含 0 的开集, 一个光滑函数 f : U→R, 如果按
照 Taylor 展开展到 k 次项

f(x) = f(0)+
n∑
i=1

∂f

∂xi
(0)xi + . . .+

n∑
i1,...,ik

∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
(0)xi1 . . . xik + . . .︸︷︷︸

∈mk+1
p︸ ︷︷ ︸

∈mk
p︸ ︷︷ ︸

∈mp

代数地, 总有如下的裂正合列

0→mi+1
p →mi

p→mi
p/m

i+1
p → 0 mi

p/m
i+1
p

“n 次型逼近”→mi
p

这样我们得到

C ∞
p

∼= C ∞
p /mp︸ ︷︷ ︸
=R

⊕mp/m
2
p︸ ︷︷ ︸

=Ap

⊕ . . .⊕mk
p/m

k+1
p ⊕mk+1

之后那些项可以用来构造高阶的切向量. 如果把切向量看成是 “一阶无穷
小”, 那么高阶就是 “高阶无穷小”, 但是我们并不需要这些.

评注 7.38 (坐标卡切向量的选取) 我们曾经指出 (7.23) 欧式空间的切空
间可以看做形式地在指定一个线性空间, 因此, 如果在每个点 p 附近的坐

标卡 (U,φ) 都配以一个 φ(U) 上 φ(p) 的切向量, 然后在坐标变换下不变.
这也是一种构造方法.

7.3 浸入, 淹没和子流形

I. 浸入, 淹没和常秩映射 我们之前提到, 切空间反映了局部的行为, 但
是这种局部是一种 “趋势”, 为了让其回到 “大千世界”, 我们需要一些他们
之间关系的刻画.
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定义 7.39 (浸入, 淹没) 对于流形的开子集到流形的光滑映射 M⊇开S
f→N ,

p ∈ S, 定义

• f 在 p 处是浸入 (immersion) , 如果 df |p 是单射.

• f 在 p 处是淹没 (submersion) , 如果 df |p 是满射.

• f 在 p 处是平展的 (étale) , 如果 df |p 是同构.

• f 在 p 处是常秩的 (constant rank) , 如果 rank df |x 是在 p 附近

是和 x 无关的常数.

称 f :M→N 是浸入, 淹没, 平展或常秩如果在每一点处如此.

例 7.40 对于流形 M , 任意开集 U ⊆ M , 回忆 (7.7), 其具有微分结构.
此时包含映射 ι : U→M 诱导的切映射 dι = id, 故既是浸入也是淹没.

下面的一系列刻画摘自 [11] P83 §10.

定理 7.41 (反函数定理) 对于流形的开子集到流形的光滑映射 M⊇开S
f→N ,

p ∈ S, 如果 f 在 p 处是平展的, 即 df |p 是同构, 那么存在含 p 开集 U ,
含 f(p) 开集 V 使得 f : U→V 是微分同胚.

证明 这个问题是局部的, 通过选定坐标卡, 问题变到欧式空间中, 在欧式
空间中, 这就是反函数定理. �

反函数定理的证明可见 [10] P221 9.24.

推论 7.42 对于 m 维流形 M , 假设 p ∈M , f1|p, . . . , fk|p ∈ C ∞
p ,

(1) 假如 {df i|p} 是 Ap 的一组基, 则 k = m, 在某个充分小的含 p 开集

U 上, (U, f1, . . . , fm) 是一个坐标卡.

(2) 假如 {df i|p}是线性无关的,那么 k ≤ m,可以添加一些 fk+1|p, . . . , fm|p ∈
C ∞
p , 在某个充分小的含 p 开集 U 上, (U, f1, . . . , fm) 是一个坐标卡.
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图 7.10: 反函数定理

(3) 假如 {df i|p} 张成了 Ap, 那么 k ≥ m, 可以删去一些 f i|p ∈ C ∞
p , 使

得在某个充分小的含 p 开集 U 上, (U, f i1 , . . . , f im) 是一个坐标卡.

证明 (1) 选择 f i 们共同生活的含 p 开集 U , 考虑

φ : U −→ Rn x 7−→ (f1(x), . . . , fm(x))

则 dφ 是同构, 因为选择 TpU 的一组基 ∂1, . . . , ∂k, 根据 {df i|p} 线性无
关, {∂if j} 是非退化的, 即 dφ(∂) 是一组基.

(2) 和 (3) 是线性代数, 注意到任意 Ap 的元素都形如 df |p. �

定理 7.43 对于流形的开子集到流形的光滑映射 M⊇开S
f→N , p ∈ S, 其中

dimM = m,dimN = n, 下列条件是等价的,

(1) f 在 p 处是浸入, 即 df |p 是单射.

(2) 存在含 p 开集 U , 含 f(p) 的开集 V , 满足 f(U) ⊆ V , Rn−m 中含 0

开集 W , 以及 g 是 U ×W 到 V 微分同胚. 使得 f 局部上分裂为

U ∗×{0}→U ×W
∼→
g
V ⊆ N

(3) 存在 p 附近的坐标卡 (U,φ), f(p) 的坐标卡 (V, ψ), 使得在有定义的
地方, ψ ◦ f ◦ φ−1 是单的线性映射.
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(4) 存在 p附近的局部坐标 x1, . . . , xm 和 f(p)附近的局部坐标 y1, . . . , yn

使得

yi ◦ f =

xi 1 ≤ i ≤ m

0 m+ 1 ≤ i ≤ n

(5) 存在含 p 开集 U , 含 f(p) 开集 V , 满足 f(U) ⊆ V , 以及光滑映射
g : V →U 使得 g ◦ f |U = idU

证明 (1)⇒(2). 由于这个问题是局部的, 通过选定坐标卡, 问题变到欧式
空间中, 此时 M = Rm, N = Rn, 考虑

g : Rm × Rn−m −→ Rn (u,w) 7−→ f(u) + w

直接计算知道 dg|(p,0) 非退化, 根据反函数定理, 知 (2) 成立.
(2)⇒(3) 是因为上述的 dg : T(p,0)(U ×W ) = TpU × T0W →Tf(p)N

是同构, 根据 (7.42), 其像可以扩充为一个局部坐标, 这样在这组坐标下成
为了单线性映射.

(3)⇒(4) 只需要对坐标卡再复合一个线性同构即可.
(4)⇒(5) 转化到欧式空间是显然的.
(5)⇒(1) 说明对应的切映射有左逆, 自然切映射是单射. �

定理 7.44 对于流形的开子集到流形的光滑映射 M⊇开S
f→N , p ∈ S, 其中

dimM = m,dimN = n, 下列条件是等价的,

(1) f 在 p 处是淹没, 即 df |p 是满射.

(2) 存在含 p 开集 U , 含 f(p) 的开集 V , 满足 f(U) ⊆ V , Rn−m 中含 0

开集 W , 以及 g 是 U 到 V ×W 微分同胚. 使得 f 局部上分裂为

U→V ×W
投影→ V ⊆ N

(3) 存在 p 附近的坐标卡 (U,φ), f(p) 的坐标卡 (V, ψ), 使得在有定义的
地方, ψ ◦ f ◦ φ−1 是满的线性映射.
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(4) 存在 p附近的局部坐标 x1, . . . , xm 和 f(p)附近的局部坐标 y1, . . . , yn

使得

yi ◦ f = xi i = 1, . . . , n

(5) 存在含 p 开集 U , 含 f(p) 开集 V , 满足 f(U) ⊆ V , 以及光滑映射
g : V →U 使得 f ◦ g = idV

证明 和上面的证明是类似的. �

推论 7.45 淹没必是开映射.

定理 7.46 (秩定理) 对于流形的开子集到流形的光滑映射 M⊇开S
f→N ,

p ∈ S, 其中 dimM = m, dimN = n, 下列条件是等价的,

(1) f 是常秩的, 即 rank df |x 是在 p 附近是和 x 无关的常数.

(2) 存在 p 附近的坐标卡 (U,φ), f(p) 的坐标卡 (V, ψ), 使得在有定义的
地方, ψ ◦ f ◦ φ−1 是线性映射.

(3) 存在含 p 开集 U , Rr 中含 0 的开集 W , 以及 0 处的浸入 g :W →N ,
p 处的淹没 h : U→W , 满足 h(p) = 0, 使得, f = g ◦ h.

(4) 存在 p附近的局部坐标 x1, . . . , xm 和 f(p)附近的局部坐标 y1, . . . , yn

使得

yi ◦ f =

xi 1 ≤ i ≤ r

0 r + 1 ≤ i ≤ n

证明 (2)⇒(3)⇒(4)⇒(1) 是显然的. 下面说明 (1)⇒(2). 假设 r =

rank df |p. 同样, 因为问题是局部的, 所以不妨 M = Rm, N = Rn, p = 0,
f(p) = 0. 还可以假设 im df |p 的像就是 Rn 的前 r 位, 通过复合投影
Rn π→Rr 可知 π ◦ f 是淹没, 根据 (7.44) 的刻画, 可以重新调整 M 的坐

标, 复合之后, f 在 0 附近具有形式

f(x1, x2) = (x1, f̂(x1, x2))
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不难根据 Jacobi 矩阵发现常秩的条件迫使 f̂ 对 x2 各分量的导数为 0, 这
就意味着 f̂ 和 x2 无关, 故

f(x1, x2) = (x1, f̂(x1))

再重新调整 N 的后 n − r 位的坐标, 具体来说, 假如原来的坐标卡是
(y1, y2), 那么新的坐标卡就是 (y1, y2 − f̂(y1)). 复合之后, 在 0 附近

f(x1, x2) = (x1, 0)

这是一个线性映射, 命题得证. �
上述过程是无非是利用矩阵化到对角形的抽象化表述, 上述命题

无非是说浸入 ⇐⇒ “局部如同单线性映射” ⇐⇒ 存在局部左逆; 淹没
⇐⇒ “局部如同满线性映射” ⇐⇒ 存在局部右逆; 常秩 ⇐⇒ “局部如同线
性映射” ⇐⇒ 局部是浸入和淹没的复合.

推论 7.47 如果光滑映射 f :M→N ,

• 如果 f 是浸入, 对于 g : L→M , 如果 g 连续, 则

g 光滑 ⇐⇒ f ◦ g 光滑

• 如果光 f 是淹没, 对于 g : N→L, 如果 f(M) = N , 则

g 光滑 ⇐⇒ g ◦ f 光滑

证明 取左/右逆即可, 连续性和满射性结合 (7.45) 用在寻找开集上. �

II. 子流形, 嵌入 或许有些迟, 我们下面提子流形的概念.

定义 7.48 (子流形, 嵌入) 令 f :M→N 是流形间的光滑映射. 定义

• f 是子流形 (submanifold) , 如果 f 是浸入且是单射.

• f 是嵌入 (imbedding) , 如果 f 是浸入且是拓扑嵌入.
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例 7.49 考虑覆叠映射

π : R −→ S1 x 7−→ e2πix

这显然是浸入, 但显然不是单射, 从而不是子流形.

例 7.50 如图

图 7.11: 浸入但不是子流形, 子流形但不嵌入, 嵌入

例 7.51 对于轮胎面 T2 = S1 × S1, 考虑映射

f : R −→ T2 t 7−→ (e2πit, e2πiγt)

其中 γ 是一个无理数. 这是一个子流形,但不是嵌入. 假如视 T2 = R2/Z2,
那么画出来将是如此.

图 7.12: 轮胎纹

命题 7.52 对于光滑映射 M
f→N , 如果 P ⊆ M,Q ⊆ N 具有微分结构使

得包含映射 P
i→M 是子流形, Q j→N 是嵌入, 且 f(P ) ⊆ Q, 则集合论上

诱导的 P
f̂→Q 也是光滑的.
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证明 用 P 代替 M , f ◦ i 代替 f . 然后注意到嵌入意味着 f̂ 是连续的,
根据 (7.47), 说明这是光滑的. �

推论 7.53 对于流形 M , S ⊆ M , 如果 S 具有微分结构使得包含映射是

嵌入, 则这种微分结构是唯一的.

评注 7.54 但是子流形结构却并不唯一, 考虑下图. 这同时还给出 (7.52)
的反例.

图 7.13: 两个微分结构不同的子流形和两只小蜜蜂

定理 7.55 假如光滑映射 M
f→N 是常秩的, 如果 M 是连通的, 对于

q ∈ N , 如果 f−1(q) 非空, 则 f−1(q) 具有唯一光滑结构使得包含映射

f−1(q)→M 是嵌入. 假设 df |p 的秩为常数 r, 那么

dim f−1(q) + r = dimM

证明 秩定理 (7.46) 断言, 在任意一点 p ∈ f−1(q), p 和 q 附近分别存在

局部坐标 φ = (x1, . . . , xm) 和 ψ = (y1, . . . , yn) 使得

yi ◦ f =

xi 1 ≤ i ≤ r

0 r + 1 ≤ i ≤ n

换言之, (ψ ◦ f ◦φ−1)(x1, x2) = (x1, 0). 假设 ψ(m) = (a1, 0), 则 f−1(q) 形

如 {a1} × U , 其中 U 是 RdimM−r 的开集, 通过投影到 U 上, 这就给出了
一个坐标卡, 不难根据原本的相容性得到现在的相容性. �
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例 7.56 回忆球面 (7.9), 我们可以利用上面的定理构造得更加简单一些,
考虑映射

f : Rn \ 0 −→ R (x1, . . . , xn) 7−→ (x1)2 + . . .+ (xn)2

显然, 因为 df 不消失, 故秩始终为 1, 这样, f−1(1) 就具有唯一的微分结

构, 这个结构就是球面.

评注 7.57 有的作者喜欢用 “切片 (slice) ” 的语言来表述一些微分几何
问题. 对于流形M , p ∈M ,假设附近有坐标卡 (U,φ),不妨假设 φ(p) = 0,
那么一个切片就是

{x ∈ U : φ(x) ∈W}

其中 W ⊆ Rm 是一个线性子空间. 当然, 等价地, 这个线性子空间本质上
只和维数有关, 那么可以取 W 是后 k 位, 此时如果删去 φ(p) = 0 的条

件, 即后 k 位为 p 后 k 位的那些点.

7.4 向量丛和向量场

I. 切向量场与 k-形式 下面我们要来看一些切向量的整体行为.

定义 7.58 (切丛) 对于 n 维流形 M , 定义

TM =
⊔
p∈M

TpM

如果 (U,φ = (x1, . . . , xn)) 是坐标卡, 那么作

φ̂ :
⊔
p∈U TpM −→ R2n

(q, ∂∈Tp
) 7−→ (x1(q), . . . , xn(q), dx1(∂), . . . , dxn(∂))

实际上就是把坐标和

{
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

}n
i=1

的坐标并在一起. 这是一个到 R2n 开

集的同胚, 他们, 诱导了 TM 上的拓扑和微分结构. 这样得到的 2n 维流

形被称为切丛 (tangent bundle) .
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类似地, 可以定义余切丛 (cotanent bundle) AM =
⊔
p∈M ApM ,

外 k 从 (exterior k bundle) AkM =
⊔
p∈M AkpM . 他们所具有的流形结

构类似上面.

简单来说, TM 就是在局部赋予乘积流形的结构.

定义 7.59 (切向量场) 对于 n 维流形 M , 一个开集 S ⊆ M , 映射 X :

S→TM 被称为 S 上的切向量场 (field) , 如果

• 对任意 p ∈ S, Xp ∈ Tp.

• 任意 S 里的坐标卡 (U,φ = (x1, . . . , xn)) 之下, p ∈ U , Xp 写成{
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

}n
i=1

的系数是关于 p 光滑的. 等价地, 根据上面 TM 坐标

卡的选取, X 本身作为映射是光滑的.

将全体切向量场记为 X(S). 任意 X ∈ X(S), f ∈ C ∞(S), 显然, 逐点的数
乘

fX : S −→ TM p 7−→ f(p)Xp

仍然还是切向量场, 即 fX ∈ X(S), 这使得 X(S) 成为一个 C ∞(S)-模. 还
可以定义方向导数,

Xf : S −→ R p 7−→ Xpf

仍然还是光滑函数, 即 Xf ∈ C ∞(S). 这样, 换句话说 (Xf)(p) = Xpf .

切向量场等价地, 就是 S 的每个点光滑地指定一个切向量.

定义 7.60 (k-形式) 对于 n 维流形 M , 一个开集 S ⊆ M , 类似地, 映射
ω : S→AkM 被称为 S 上的 k-形式 (k-form) , 如果

• 对任意 p ∈ S, ωp ∈ Ap.

• 任意 S 里的坐标卡 (U,φ = (x1, . . . , xn)) 之下, p ∈ U , ωp 写成

{dxi1|p ∧ . . . ∧ dxik|p : 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n}

的系数是关于 p 光滑的. 等价地, ω 本身作为映射是光滑的.
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TM

∈ X(M)

图 7.14: 向量丛和向量场

将全体 k 形式记为 Ek(S). 他们也是 C ∞(S)-模. 显然, E0(S) = C ∞(S).

定义 7.61 对于 n 维流形 M , 坐标卡 (U,φ = (x1, . . . , xn)), 定义

∂

∂xi
: U −→ TM p 7−→ ∂

∂xi

∣∣∣∣
p

不难验证
∂

∂xi
∈ X(U). 对于 f ∈ C ∞(U), 定义

df : U −→ AM p 7−→ df |p

不难验证 df ∈ E(U). 对于 f1, . . . , fk ∈ C ∞(U), 逐点定义

df1 ∧ . . . ∧ dfk : U −→ AkM p 7−→ df1|p ∧ . . . ∧ dfk|p

不难验证 df1 ∧ . . . ∧ dfk ∈ Ek(U).

定理 7.62 对于 n 维流形 M , 坐标卡 (U,φ = (x1, . . . , xn)), 那么 X(U)

是自由 C ∞(U)-模, 其基是 {
∂

∂xi

}n
i=1

E(U) 是自由 C ∞(U)-模, 其基是{
dxi
}n
i=1

Ek(U) 是自由 C ∞(U)-模, 其基是{
dxi1 ∧ . . . ∧ dxik : 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n

}n
i=1
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定义 7.63 (Poisson 括号) 对流形 M , 开集 S ⊆M , X,Y ∈ X(S), 记

[X,Y ] : S −→ TM p 7−→ [f |p 7→ Xp(Y f)− Yp(Xf)]

不难验证, [X,Y ]p ∈ Tp, 加之不难验证的光滑性, 这定义了一个切向量场,
这被称为Poisson 括号或Lie 括号 .
换言之, [X,Y ]f = X(Y f)− Y (Xf). 自然有

[X,X] = 0 [X,Y ] = −[Y,X] [X, [Y, Z]] = [[X,Y ], Z] + [Y, [X,Z]]

最后一个恒等式被称为Jacobi 恒等式 .

例 7.64 假如在 R2 中有切向量场

X = x
∂

∂x
+ x2

∂

∂y
Y = xy

∂

∂x

那么

[X,Y ] =

(
x
∂

∂x
+ x2

∂

∂y

)(
xy

∂

∂x

)
−
(
xy

∂

∂x

)(
x
∂

∂x
+ x2

∂

∂y

)
∵定义

= x
∂

∂x

(
xy

∂

∂x

)
+ . . .

= x
∂

∂x
(xy)

∂

∂x
+ x(xy)

∂

∂x

∂

∂x
+ . . . ∵ Leibniz 律

= x
∂

∂x
(xy)

∂

∂x
+ . . . ∵二阶导必抵消

= xy
∂

∂x
+ x3

∂

∂x
− xy

∂

∂x
− 2x2y

∂

∂y

= (x3 − 2x2y)
∂

∂y

命题 7.65 对于流形 M , 切向量场 X ∈ X(M), 如果点 p ∈ M 使得

Xp ̸= 0, 则 p 附近存在局部坐标 φ = (x1, . . . , xn), 使得

X =
∂

∂x1
(在 p 附近)
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证明 先取一个坐标卡 (x1, . . . , xn), 此时将 X 在 p 附近写出来

X = f1 ∂

∂x1
+ . . .+ fn

∂

∂xn

不妨假设 f1(p) ̸= 0. 想要更换 x1 为 y1, 使得 X =
∂

∂y1
. 设

y1 = y1(x1, . . . , xn) y2 = x2 . . . yn = xn

此时根据链式法则

∂

∂y1
=

n∑
i=1

∂xi

∂y1
∂

∂xi
⇒ ∂xi

∂y1
= f i

这看似是一个偏微分方程, 由于 Jacobi 矩阵
(
∂xi

∂yj
(p)

)
非退化, 根据反函

数定理, 实际上可以将各 xi 看做是 yi 的函数, 这样因为只对一个变量进
行了微分, 将 y2, . . . , yn 视作参量, 这就是一个常微分方程, 根据常微分方
程的光滑依赖性, 那么带入初值可以解出光滑的

xi = xi(y1, . . . , yn)

再次根据 Jacobi 矩阵非退化的条件, 用反函数定理反过来确定 y1 =

y1(x1, . . . , xn). 这样命题就得证了. �
关于光滑依赖性的证明, 可见 [4] P74 定理 8.3.

II. 流动 切向量场相当于在每一点指定一个 “运动趋势”, 那么按着切向
量的标识的运动趋势走, 会如何?

定义 7.66 对于流形 M , 切向量场 X ∈ X(M), 称曲线 I
s→M 是 X 的积

分曲线如果

∀t ∈ I ṡ(t) = Xs(t)

定理 7.67 对于流形 M , 切向量场 X ∈ X(M), 任意点 p ∈ M , 都存在
过 p 的曲线 I

s→M 满足 s 是 X 的积分曲线. 且如果技术性地要求
0 ∈ I, s(0) = p, 这样的曲线在 p 附近是唯一的.



7.4 向量丛和向量场 81

证明 根据 (7.33), 选取 p 点的坐标卡, 通过复合并替代 s, 问题转化到欧
式空间上, 此时 ṡ = s′, X 变为二维光滑映射, 这根据常微分方程的理论可
以唯一地解出 s. �

当然, 根据 (7.65), 和下面 (7.72) 的计算, 上述定理是不言自明的.

定义 7.68 对于流形 M , 切向量场 X ∈ X(M), 任意点 p, 如果在其附近
有过 p 的曲线 I

s→M , 满足 0 ∈ I, s(0) = p. 那么对于任意 t ∈ I, 定义流
动 (flow)或称为单参数变换群

p+ tX = s(t)

显然, p+ 0X = p.

称之为单参数变换群是因为如果在离散的情况, 切向量作为 “运动趋
势” 应该类比一个 “运动”, 运动到下一个又有下一个点的运动, 一直下去
就好像是 “生成子群” 的概念.

命题 7.69 对于流形 M , 切向量场 X ∈ X(M), 在有定义的前提下,

(p+ tX) + sX = p+ (t+ s)X

证明 根据常微分方程的唯一性, 曲线 [s 7→ p + (t + s)X] 和 [s 7→
(p+ tX) + sX] 具有相同的方程和初值条件. �

定理 7.70 对于流形 M , 切向量场 X ∈ X(M), 定义映射

Ft(X) : D −→M (p, t) 7−→ p+ tX

其中 D = {(p, t) ∈ M × R : p + tX得以定义}. 则 D 是一个含 M × {0}
的开集, Ft(X) 是一个光滑映射.

证明 根据常微分方程的光滑依赖性, 这是容易的. �



82 第七章 光滑流形

定义 7.71 (整体流动) 上述定理 (7.70) 定义的 Ft(X) 被称为整体流动 ,
对于定义域中的 (p, t), 记 f : [p 7→ p+ tX] 是 p 附近的光滑映射, 这自然
诱导了

[+tX] : Tp −→ Tp+tX ∂ 7−→ ∂[+tX] := df |p(∂)

如果 S × (−ϵ, ϵ) 在定义域中, 那么对于向量场 Y ∈ X(S), |t| < ϵ 那么也

逐点定义了

Y [+tX] : S + tX = {s+ tX : s ∈ S} −→ TM
p+ tX 7−→ Yp + tX

类似地, 也自然诱导了 [−tX] : Ap+tX →Ap, 对于 k-形式 ω ∈ Ek(S),
也定义了 ω[−tX] ∈ Ek(S − tX). 特别地, 对于 f ∈ C ∞(S) = A0(S),
f [−tX] : p 7→ f(p+ tX).

例 7.72 对于欧式空间 Rn, 如果有切向量场 X =
∂

∂x1
, 那么对于点 p, 那

么过 p 点的积分曲线 I
s→Rn 若 0 ∈ I, s(0) = p 根据 (7.33) 需要满足

ds
dt = (1, 0, . . . , 0)

这说明 s(t) = p+ (t, 0, . . . , 0), 换言之,

p+ t
∂

∂x1
= p+ (t, 0, . . . , 0) = p+ t(1, 0, . . . , 0)

故实际上整体流动就是平移. 因为平移的 Jacobi 矩阵是单位阵, 故在切向
量上的作用是(
a1

∂

∂x1

∣∣∣∣
p

+ . . .+ an
∂

∂xn

∣∣∣∣
p

)[
+t

∂

∂x1

]
= a1

∂

∂x1

∣∣∣∣
p+tX

+ . . .+ an
∂

∂xn

∣∣∣∣
p+tX

从而在切向量场上的作用是(∑
f i

∂

∂xi

)[
+t

∂

∂x1

]
:

[
p+ tX 7→

∑
f i(p)

∂

∂xi

∣∣∣∣
p+tX

]

=

[
p 7→

∑
f i(p− tX)

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

]
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定义 7.73 (Lie 导数) 注意到我们可以赋予对偶空间, 外代数以自然的拓
扑结构. 对于对于流形 M , 切向量场 X ∈ X(M), 对于 f ∈ C ∞(M), 定义[

LXf : p 7−→ lim
t→ 0

(f(p+ tX))− f(p)

t

]
∈ C ∞(M)

对于 Y ∈ X(M), 定义[
LXY : p 7−→ lim

t→ 0

(Yp+tX [−tX])(g)− Yp(g)

t

]
∈ X(M)

对于 ω ∈ Ek(M), 定义[
LXω : p 7−→ lim

t→ 0

(ωp+tX [−tX])(g)− ωp(g)

t

]
∈ Ek(M)

以上分别被称为 f, Y, ω 的Lie 导数 . 需要注意的是, 如果将 E0(M) =

C ∞(M), 上述定义是相合的, 因为一个数平移不会发生改变, 故 f(p +

tX)[−tX] = f(p+ tX).

例 7.74 对于欧式空间 Rn, 如果有切向量场 X =
∂

∂x1
, 那么根据 (7.72)

以及定义, 任意 f ∈ C ∞(Rn) 有

LXf =
∂f

∂x1

再假如 Y = f1 ∂

∂x1
+ . . .+ fn

∂

∂xn
∈ X(Rn), 那么根据 (7.72) 以及定义

LXY =
∂f1

∂x1
∂

∂x1
+ . . .+

∂fn

∂x1
∂

∂x1

同样,

LX(df) = LX

(∑ ∂f

∂xi
dxi
)

=
∑ ∂2f

∂x∂xi
dxi

一般地, 根据 (7.65), 任意 M 上的向量场 X 在局部都是
∂

∂x1
, 这对于计

算非常有好处.
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定理 7.75 对于流形 M , 切向量场 X ∈ X(M), f ∈ C ∞(M), Y ∈ X(M),
则

LXf = Xf LXY = [X,Y ] LXdf = d(Xf)

证明 根据 (7.65), X 在局部都是 ∂

∂x1
, 根据 (7.74), 在局部验证即可. �

换句话说, 所谓的 Poisson 括号或者 Lie 括号就是希望将方向导数推
广到向量场上面, 其几何意义就是沿着 X 方向, Y 的变化率, 定义就是将
p+ tX 处的 X“拉回”p 处作差求变化率.

图 7.15: Lie 导数和 Possion 与 Lie 深沉

关于 Lie 括号另外的解释, 参见习题17.

III. Frobinus 定理 回顾 (7.65), 我们发现这一定理在使用中将大大简
化问题. 问题是这能否推广到高维?

定义 7.76 (分布) 对于流形 M , 一个 k 维分布 (distribution) D 是在

每个 p ∈ M 指定一个 Tp 的 k 维线性子空间 Dp, 且局部上看, 存在切向
量场 X1, . . . , Xk 在每点张成了他们. 记向量场 X ∈ D 如果 Xp ∈ Dp.

以上这就是高维 “切向量场” 的样本.
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定理 7.77 (Frobenius) 对于流形 M , k 维分布 D , 任意点 p ∈ M 附近

存在局部坐标 φ = (x1, . . . , xn), 使得

D = span
⟨

∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xk

⟩
(在 p 附近)

当且仅当

∀X,Y ∈ D , [X,Y ] ∈ D

证明 必要性是显然的, 因为[
f
∂

∂xi
, g

∂

∂xj

]
= f

∂g

∂xi
∂

∂xj
− g

∂f

∂xj
∂

∂xi
∈ D

先取一个坐标卡 (x1, . . . , xn), 假设 D 由 X1, . . . , Xk 张成, 此时将 Xi 在

p 附近写出来

Xi = f1
i

∂

∂x1
+ . . .+ fni

∂

∂xn

因为线性无关, 不妨假设 “左上角”(f ji )1≤i,j≤k 非退化, 通过复合逆矩阵不
妨假设

f ji =

1 1 ≤ i = j ≤ k

0 i ̸= j, 1 ≤ i, j ≤ k
i. e. Xi =

∂

∂xk
+

n∑
j=k+1

f ji
∂

∂xj

想要更换 x1, . . . , xk 为 y1, . . . , yk, 使得 X1 =
∂

∂y1
, . . . , Xk =

∂

∂yk
. 设

1≤i≤k⇒yi = yi(x1, . . . , xn) k+1≤i≤n⇒yi = xi

此时根据链式法则

∂

∂yi
=

n∑
j=1

∂xj

∂yi
∂

∂xj
⇒ ∂xj

∂yi
= f ji

这看似是一个偏微分方程, 其实确实是一个偏微分方程, 由于 Jacobi 矩阵(
∂xi

∂yj
(p)

)
非退化, 根据反函数定理, 实际上可以将各 xi 看做是 yi 的函
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数. 将 yk+1, . . . , yn 视作参量, 这就是一个一次偏微分方程. 计算知道

[Xi, Xj ] =
n∑

s=k+1

[
∂fsj
∂xi

− ∂f si
∂xj

+
n∑

t=k+1

(
f ti
∂f sj
∂xt

− f tj
∂f si
∂xt

)]
∂

∂xs

根据对 Lie 括号封闭的条件得到[
∂f sj
∂xi

− ∂f si
∂xj

+

n∑
t=k+1

(
f ti
∂f sj
∂xt

− f tj
∂f si
∂xt

)]
= 0

根据偏微分方程的理论这确保原方程总有解, 然后再次根据 Jacobi 矩阵
非退化的条件, 用反函数定理反过来确定 yi = yi(x1, . . . , xn). 这样命题就
得证了. �
实际上 Frobenius 断言的就是这个偏微分方程的可解性定理, 参见 [2]

定理 4.4. 另有归纳的证明, 参见 [1] P36 4.4 或 [12] P42 1.60.

定义 7.78 (积分流形) 对于流形 M , k 维分布 D , 如果子流形 N
f→M 使

得

∀p ∈ N df |p(Tp) = Df(p)

作为 Frobenius 定理的推论, 自动有如下的存在定理.

推论 7.79 对于流形 M , k 维分布 D , 如果

∀X,Y ∈ D , [X,Y ] ∈ D

则任意点 p ∈M , 都存在过 p 的子流形 I
f→M 满足 f 是 D 的积分流形.

7.5 在流形上积分

I. 微分形式 作为本章的主要目的, 我们下面开始介绍如何在流形上积
分. 如数学分析所介绍, 我们要对 “微分形式” 作积分. 他们就是我们之前
定义的 k-形式 Ek. 显然, Ek 不是简简单单的线性空间而已, 下面我们来回
顾一些线性代数.
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定义 7.80 对于 n 维流形 M , 定义 E(M) =
⊕n

k=1 Ek(M), 这是一个分次
代数, 当中元素被称为微分形式.

定义 7.81 下面将一系列外代数的运算搬运到 k-形式上, 对于流形 M

• 对于 ω1 ∈ Ek(M), ω2 ∈ Eℓ(M), 逐点定义外积

[ω1 ∧ ω2 : p 7−→ (ω1)p ∧ (ω2)p] ∈ Ek+ℓ

特别地, 如果将 E0 视作 C ∞, 那么 f ∧ ω = fω. 这一乘法延拓到
E(M) 上, 使之成为一个环.

• 对于 ω ∈ Ek(M), X1, . . . , Xk ∈ X(M), 逐点定义配合

[ω(X1, . . . , Xk) : p 7−→ ωp((X1)p, . . . , (Xk)p)] ∈ C ∞(M)

如果 ω = df1 ∧ . . . ∧ dfk, 那么配合将是

ω(X1, . . . , Xk) = det(Xjfi)

• 对于 ω ∈ Ek(M), X ∈ X(M), 逐点定义内乘

[X yω : p 7−→ Xp yωp] ∈ Ek−1(M)

具体来说, 如果将 (X yω)p 视作 k − 1 元反对称函数, 那么

Xp yωp : (∂1, . . . , ∂n−1) 7→ ωp(Xp, ∂1, . . . , ∂n−1)

如果 ω = df , 那么 X ydf = Xf .

• 对于光滑映射 M
f→N , ω ∈ Ek(N), 可以定义其原像

ω ◦ f : M −→ Ak(M)

p 7−→ f∗(ωf(p))

其中 f∗ 是 f 诱导的余切映射 Akf(p)(N)→Akp(M).
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如果 k = 0, ω = g, 那么根据定义 g ◦ f = g ◦ f .

如果 k = 1, ω = dg, 那么根据 (7.29), dg ◦ f = d(g ◦ f).

一般地, 根据线性代数诱导外代数的方法, (ω1 ∧ ω2) ◦ f = (ω1 ◦ f) ∧
(ω2 ◦ f).

命题 7.82 对于流形 M , X ∈ X(M), ω1 ∈ Ek, ω2 ∈ Eh, 有

X y (ω1 ∧ ω2) = (X yω1) ∧ ω2 + (−1)kω1 ∧ (X yω2)

证明 根据线性代数代数余子式有如下结果 X y (df1 ∧ . . . ∧ dfk) =∑k
i=1(−1)i(Xfi)df1 ∧ . . . ∧ d̂f i ∧ . . . ∧ dfk, 其中 ∗̂ 表示跳过. �

定义 7.83 (微分) 对于流形 M , ω ∈ Ek, 可以定义其微分 dω ∈ Ek+1, 满
足如果在局部坐标 φ = (x1, . . . , xn) 下, ω = fdxi1 ∧. . .∧ dxik , 则

dω = df ∧ dxi1 ∧. . .∧ dxik =
n∑
i=1

∂(f ◦ φ−1)

∂xi
dxi ∧ dxi1 ∧. . .∧ dxik

不难用线性代数验证, 这是坐标卡相容的, 从而是良定义的. 特别地, 如果
E0 视作 C ∞, 那么 df = df . 不难交换求微分顺序知道, d ◦ d = 0.

命题 7.84 对于流形 M , ω1 ∈ Ek, ω2 ∈ Eh, 有

d(ω1 ∧ ω2) = (dω1) ∧ ω2 + (−1)kω1 ∧ (dω2)

证明 局部在

ω1 = fdxi1 ∧ . . . ∧ dxik ω2 = gdxj1 ∧ . . . ∧ dxih

处逐项验证即可, 后面的 (−1)h 是为了将 dx 交换放到后方. �
再回顾之前介绍的 Lie 导数 (7.73).

命题 7.85 对于流形 M , X ∈ X(M), ω1 ∈ Ek, ω2 ∈ Eh, 有

LX(ω1 ∧ ω2) = (LXω1) ∧ ω2 + ω1 ∧ (LXω2)
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证明 根据 (7.65), X 在局部都是 ∂

∂x1
, 从而 Lie 导数就是对系数的 x1

求导, 然后局部在

ω1 = fdxi1 ∧ . . . ∧ dxik ω2 = gdxj1 ∧ . . . ∧ dxjh

验证. �

注意到

d 满足带符号的 Leibniz 律
LX 满足 Leibniz 律
X y 满足带符号的 Leibniz 律
LXdf = d(Xf)
LXf = X ydf = Xf

Ek+1(M)

Ek(M)

X y %%

LX
//

d
99

Ek(M)

Ek−1(M)

定理 7.86 (Cartan 魔术公式) 对于流形 M , X ∈ X(M), ω ∈ Ek, 那么

LXω = X y (dω) + d(X yω)

证明 对于 k = 0 时, 上式变为

LXf = X ydf + 0

这根据 (7.75) 和 (7.81) 是显然的. 然后开始归纳, 对于

ω = fdxi1 ∧ . . . ∧ dxik

不妨假设 i1 = 1, . . . , ik = k. 设 β = fdx2 ∧ . . . ∧ dxk 此时

LXω = LX(dx1 ∧ β) ∵定义
= LX(dx1) ∧ β + dx1 ∧ LXβ ∵ Leibniz 律
= d(Xx1) ∧ β + dx1 ∧ [X y (dβ) + d(X yβ)] ∵归纳假设
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另一反面

X y (dω) + d(X yω)
= X y (d(dx1 ∧ β)) + d(X y (dx1 ∧ β)) ∵定义
= X y (0− dx1 ∧ dβ) + d((Xx1) ∧ β − dx1 ∧ (X yβ)) ∵ Leibniz 律
= −(Xx1) ∧ dβ + dx1 ∧ (X ydβ)

+ d(Xx1) ∧ β + (Xx1) ∧ dβ
+ dx1 ∧ d(X yβ) ∵ Leibniz 律

= d(Xx1) ∧ β + dx1 ∧ [X y (dβ) + d(X yβ)] ∵消元

这就完成了证明. �

推论 7.87 对于流形 M , X ∈ X(M), Lie 导数 LX 和微分 d 可以交换;
Lie 导数 LX 和内乘 X y 可以交换;

证明 根据 (7.86), 带入验证, 利用 d ◦ d = 0, 以及根据定义不难验证的
X y (X yω) = 0. �

当然, 根据 (7.65), X 在局部都是 ∂

∂x1
, 根据 (7.74), 在局部验证即可

得到 LX 和 d 可以交换.

II. 积分 下面我们来定义积分.

定义 7.88 (可定向) 对于 n 维连通光滑流形 M 称为可定向的 , 如果将
An(M) 在每点的 0 都删去, 有两个连通分支. 一个定向的选择是连通分
支的选择.

命题 7.89 对于 n 维连通光滑流形 M , 则下列命题是等价的

(1) M 可以定向.

(2) 在 M 上存在处处 n-形式 ω ∈ En 满足对所有 p ∈M , ωp ̸= 0.
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(3) M 存在同向坐标卡覆盖 . 即存在坐标卡覆盖, 使得在任意两个其中
成员

(
U,φ = (x1, . . . , xn)

)
和
(
V, ψ = (x1, . . . , xn)

)
相交处,

det
(
∂yi

∂xj

)
> 0

且 M 微分结构按照是否同向划分为两个部分, 选择了 M 的一个定向, 就
选择了其中一个部分.

证明 论证方便起见, 记删去之后的从未 An \ 0. (2)⇒(1). 选取在每点都
不消失的 ω, 作 A+ =

⊔
p∈M{aωp : a > 0}. 不难通过局部坐标验证这是连

通开集, 同理其补给也是连通开集, 从而有两个连通分支. (1)⇒(3)⇒(2).
选择一个连通分支, 在每个局部坐标卡上选择连通分支内的 n-形式, 再通
过单位分解加起来. �

在数学分析中使用了 “法向量” 来定义可定向, 我们的目的就是用 n-
形式来模拟 “法向量”. 因为在局部坐标下 n-形式都形如 fdx1 ∧ . . . ∧ dxn,
因为外积的几何意义, 这在每一点是 “垂直” 于 M 的余切空间的.
更为拓扑地看法是将流形像双面胶一样撕开 (两面分别是 A 的正负

半轴), 看是否还连通, 如果还连通说明只要一个面, 如果撕成了两个连通
分支, 那么当然可以区分正反面.

定义 7.90 (流形上的积分) 对于 n 维可定向流形 M , n-形式 ω, 假设具
有紧支集 (support) 即 suppω = {p ∈M : ωp ̸= 0} 紧致. 可以选择
有限, 同向的坐标卡覆盖

{(
Uj , φi = (x1j , . . . , x

n
j )
)}m

j=1
, 假设在 Uj 上,

ω = fjdx1j ∧ . . . ∧ dxnj . 再寻找对应的光滑的单位分拆 {uj : j = 1, . . . ,m}
满足

suppuj ⊆ Uj

m∑
j=1

ui = 1

这样把问题化到局部, 定义 ω 的积分为∫
M

ω =

m∑
j=1

∫ (
ujfj

)(
φ−1
j (t1, . . . , tn)

)
dt1 ∧ . . . ∧ dtn
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图 7.16: Möbius 带和 Möbius 的睿智

因为右边是欧式空间的重积分, 因为右侧函数具有紧支集, 故得以定义.
下面还要验证, 这一定义和坐标卡选择无关. 证明分几步

在同一个开集上两个不同的坐标卡结果相同. 这来自变量替换公式.
具体来说, 不妨首先用 ujω 代替 ω 在某一个开集上验证. 如果 U 上有

φ = (x1, . . . , xn) 和 ψ(y1, . . . , yn) 两副同向的坐标卡, 假设在 U 上

fdx1 ∧ . . . ∧ dxn = gdy1 ∧ . . . ∧ dyn

这样, 记 Jacobi 矩阵 J =

(
∂yj

∂xi

)
, 那么根据外代数, f = g detJ . 因为同

向, det J = | detJ |, 根据变元替换定理∫
f
(
φ−1(x1, . . . , xn)

)
dx1 . . . dxn =

∫
g
(
ψ−1(y1, . . . , yn)

)
dy1 . . . dyn

不同覆盖结果相同. 如果另有覆盖, 将覆盖合并加细 (即两两相交) 得
到更精细的有限覆盖, 将单位分拆两两相乘得到对应的单位分拆, 因此验
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证相等, 无非是交换求和交换顺序, 以及在欧式空间中的积分可加性.
最后, 注意到定向如果相反, 则积分值相差一个负号.

上述方法无非是欧式空间的积分局部地搬到流形上, 对每个函数用单
位分拆将其分散到各个局部上, 求出局部的积分, 最后加起来粘合成整体
的积分.

定理 7.91 对于 n 维可定向流形 M , n-形式 ω1, ω2, c ∈ R, 则∫
M

ω1 + cω2 =

∫
M

ω1 + c

∫
M

ω2

III. Stokes 公式 我们想要在流形上推广 Stokes 公式. 其断言对于有光
滑边界的区域 Ω, 有

∫
Ω

dω =
∫
∂Ω
ω. 但是这涉及一个边界的概念, 但一般

不便谈论其微分结构, 为此我们需要专门指定其边界的微分结构, 这一部
分的处理借鉴的是 [1].

定义 7.92 (带边区域) 令 M 是 n 维光滑流形, D ⊆ M 被称为一个带边

区域 , 如果任意 p ∈ ∂D, 都存在 p 附近的坐标卡 (U,φ) 使得

φ(U ∩D) ⊆ {(x1, . . . , xn) : xn ≥ 0}
φ(U ∩ ∂D) ⊆ {(x1, . . . , xn) : xn = 0}

这样的坐标卡被称为适用坐标卡 .

例 7.93 (上半空间) 欧式空间 Rn 中最典型的带边区域莫过于闭上半空
间

Hn
= {(x1, . . . , xn) : xn ≥ 0}

∂Hn
= {(x1, . . . , xn) : xn = 0}, 内部 Hn = {(x1, . . . , xn) : xn > 0} 是上

半空间 .

评注 7.94 注意到在 Hn = {(x1, . . . , xn) : xn ≥ 0} 中任意一点 p, 要么存
在同胚于 Hn

的邻域基, 要么存在同胚于 Rn 的邻域基. 前者位于 ∂Hn
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图 7.17: 带边区域与 Cartan 和 Stokes 的微愠

上, 后者位于 Hn
内部. 否则可以找 U ⊆ V ⊆ W 使得 U,W 同胚于 Rn,

V 同胚于 Hn, 包含映射诱导

Hn(U,U \ {p})→Hn(V, V \ {p})→Hn(W,W \ {p})

根据切除定理他们的复合是同构, 但是中间的同调群消失了, 矛盾!
故上述定义的第二条是多余的, 因为

U ∩ (D \ ∂D) = φ−1(Hn \ ∂Hn)

定理 7.95 令 M 是 n 维光滑流形, D 是带边区域, 则 ∂D 具有微分流形

使成为 n− 1 维光滑流形, 使得包含映射 ∂D→M 是嵌入.

证明 选取适用坐标卡, 剔除最后一位, 不难验证相容性, 从而得到一个微
分结构. 根据构造其是拓扑嵌入. 为了看到是嵌入, 只需注意到在每个局
部 ∂Hn→Rn 是嵌入. �

定义 7.96 对于可定向光滑流形M ,带边区域 D,则 ∂M 也可定向1,我们
自然地赋予 ∂M 的定向如下: 选定 M 的同向坐标卡覆盖, 对于 p ∈ ∂M ,

1因为我们没有假设其连通, 因此, 我们是在每个连通分支上指定定向.
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选择包含 p 的同向坐标卡

(U,φ = (x1, . . . , xn))

则 p 在 ∂M 上的坐标卡选作

(U ∩ ∂M, ((−1)nx1, . . . , xn−1))

等价地, 根据 (7.89) 如果 U 上选择的 n 形式是

fdx1 ∧ . . . ∧ dxn

那么 U ∩ ∂D 选择的 n− 1 形式是

(−1)nf |U∩∂D dx1 ∧ . . . ∧ dxn−1

上述选择 (−1)n 只是为了后文 Stokes 表述的简洁.

定理 7.97 (Stokes 公式) 对于 n 维可定向光滑流形的带边区域 D, U
是包含 D 的开集, ω 是 U 上具有紧支集的 n− 1 形式, 则∫

D

dω =

∫
∂D

ω

关于上述记号, 左侧
∫
D
可以类似 (7.90) 的方法定义, 是将定义 (7.90) 中

拉回欧式空间积分的积分区域换为 D 的像. 右侧的 ω 则是 ω 在包含映

射下的原像 (7.81).

证明 根据定义 (7.90), 通过找单位分拆, 问题可以化到局部, 问题变成如
下. 对于 n 维欧式空间 Rn, ω 是包含 Hn

的开集, ω 是 U 上具有紧支集

的 n− 1 形式, 则 ∫
xn≥0

dω =

∫
xn=0

ω

假设

ω =
n∑
i=1

(−1)i−1fidx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn
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其中 ∗̂ 表示跳过. 则

dω =
n∑
i=1

∂fi
∂xi

dx1 ∧ . . . ∧ dxn

则 ∫
xn≥0

dω

=

∫
{xn≥0}

n∑
i=1

∂fi
∂xi

(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn ∵定义

=

n∑
i=1

∫
{(x1,...,x̂i,
...,xn):xn≥0}

(∫
∂fi
∂xi

dxi
)

dx1 . . . d̂xi . . . dxn ∵重积分换序

=

∫
−fn(x1, . . . , xn−1, 0)dx1 . . . dxn−1 ∵

具有紧支集Newton-Leibniz 公式

先考虑赋予 ∂D 的坐标卡 (x1, . . . , xn−1), 设包含映射为 ı 根据 (7.81),

ω ◦ ı = (−1)n−1fn(x
1, . . . , xn−1, 0)dx1 ∧ . . . ∧ dxn−1

但是选取的定向下的坐标卡是 ((−1)ndx1, . . . ,dxn−1), 故因此∫
xn=0

ω

= (−1)n
∫
(−1)n−1fn(x

1, . . . , xn−1, 0)dx1 . . . dxn−1 ∵定向

=

∫
−fn(x1, . . . , xn−1, 0)dx1 . . . dxn−1

命题得证. �
当然, Stokes 公式有很多版本, 我们证明的版本是最为简单的, 注意到

在此情形下, 我们甚至不能要求边界 “分段可微”. 我们甚至可以定义 “带
边流形”, 将其边界指定出来, 具体来说, 我们允许有的点附近是同胚于 Hn

的, 且该点落在 ∂Hn. 想要继续展布上面的理论, 需要再次定义边界处的
微分形式, 这并不困难, 但很繁琐. 更多请参见 [12] P144 4.7, P148 4.8, 以
及 P151 上方的正文.
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7.6 De Rham 理论 (未完成)

引理 7.98 (Poincaré) 对于欧式空间 Rn, 则 ω ∈ Ek(Rn), 则

dω = 0 ⇐⇒ ∃β ∈ Ek+1(Rn) s. t. dβ = ω

更具体来说, 存在同伦 Sk : Ek(Rn)→Ek−1(Rn) 使得

Sk+1 ◦ d + d ◦ Sk = id

证明 充分性是显然的. 第一个论断是具体论断的推论, 只需要取 β =

Skω. 下面说明必要性, 物理的想法是证明积分与路径无关. 考虑在每点都
指向自己的切向量场

X = x1
∂

∂x1
+ . . .+ xn

∂

∂xn

满足 LXdxi = d(Xxi) = dxi. 作

Ik : Ek(Rn) −→ Ek(Rn)

f(∗)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik 7−→
(∫ 1

0

tk−1f(t∗)dt
)

dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

我们断言, Ik ◦ LX = id. 因为

LX (fdxi1 ∧ . . . ∧ dxik)
= (LXf)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

+

k∑
j=1

fdxi1 ∧ . . . ∧ (LXdxij ) ∧ . . . ∧ xik ∵ (7.85)

=

(
k∑
i=1

xi
∂f

∂xi
+ kf

)
dxi1 ∧ . . . ∧ dxik
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再作用 Ik 得到

(Ik ◦ LX) (fdxi1 ∧ . . . ∧ dxik)

=

[∫ 1

0

tk−1

(
k∑
i=1

xi
∂f

∂xi
(t∗) + kf(t∗)

)
dt
]

dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

=

[∫ 1

0

d
dt(t

kf(t∗))dt
]

dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

= f(∗)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

得证.

我们再断言 Ik+1 ◦ d = d ◦ Ik. 因为

(Ik ◦ d) (fdxi1 ∧ . . . ∧ dxik)

= Ii

(
n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

)
∵定义

=

(∫ 1

0

tk
n∑
i=1

∂f

∂xi
(t∗)dt

)
dxi ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik ∵定义

=
∂

∂xi

(∫ 1

0

tk−1

n∑
i=1

f(t∗)dt
)

dxi ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik ∵ ∂f(t∗)
∂xi

= t
∂f

∂xi
(t∗)

= d
(∫ 1

0

tk−1

n∑
i=1

f(t∗)dt
)

dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

= (d ◦ Ik)
(
fdxi1 ∧ . . . ∧ dxik

)
我们断言 Sk = Ik−1 ◦ (X y ) 满足条件. 此时将带入 Ik ◦ LX = id 得到

id = Ik ◦ LX ∵第一段
= Ik ◦ (X y ) ◦ d + Ik ◦ d ◦ (X y ) ∵ Cartan 魔术公式 (7.86)
= Ik ◦ (X y ) ◦ d + d ◦ Ik−1 ◦ (X y ) ∵第二段
= Sk+1 ◦ d + dSk

命题得证. �
(有关同调的内容将和代数拓扑部分一同完成)
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记号 解释 位置

dimM 流形 M 的维数 (7.2)

Rn n 维欧式空间 (7.6)

Sn n 维球面 (7.9)

Pn n 维射影空间 (7.10)

C ∞(U) 定义在 U 上的光滑函数 (7.16)

C ∞
p p 点的函数芽 (7.16)

Tp p 点的切空间 (7.19)

Tp(M) p 点的切空间 (7.19)

∂f ∂f |p 的简记 (7.19)

f |p p 点的一个函数芽 (7.16)
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

p 点的一个切向量 (7.21)

Ap p 点的余切空间 (7.24)

Akp p 点的余切空间的外代数的 k 次部分 (7.24)

∧ 外代数的外积

df |p p 点的一个余切向量 (7.25)

df |p p 点的切映射 (7.28)

ṡ(t0) 曲线 s 在 t0 处的切向量 (7.32)

TM 流形 M 的切从 (7.58)

AM 流形 M 的余切从 (7.58)

AkM 流形 M 的外 k 从 (7.58)

X(U) U 上的向量场 (7.59)
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fX f 和 X 的逐点数乘 (7.59)

Xf X 在 f 上的逐点作用 (7.59)

Ek(U) U 上的 k 形式 (7.60)
∂

∂xi
一个切向量场 (7.61)

df 一个 1-形式 (7.61)

[X,Y ] Lie 括号或 Poisson 括号 (7.63)

p+ tX p 沿着向量场 X 流动 (7.68)

[+tX] 场的沿着 X 的流动 (7.71)

LX X 的 Lie 导数 (7.73)

X ∈ D 场 X 含于分布 D (7.76)

ω1 ∧ ω2 微分形式的外积 (7.81)

ω(X1, . . . , Xk)微分形式和切向量场的配合 (7.81)

X yω 切向量到微分形式的内乘 (7.81)

ω ◦ f ω 在光滑映射 f 下的原像 (7.81)

dω ω 的微分 (7.83)∫
M
ω 流形上的积分 (7.90)

∂D 带边区域 D 的边界 (7.92)

Hn
闭上半空间 (7.93)

Hn 上半空间 (7.93)
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习题

习题 10 证明: 对于流形而言, 连通等价于道路连通. (提示: 因为流形是
局部道路连通的, 类比欧式空间开集连通等价于道路连通的证明. )

习题 11 对于流形间的光滑映射 M
f→N , ω ∈ Ek(N), 求证:

dω ◦ f = d(ω ◦ f)

(提示: 选取坐标卡局部验证. 具体来说, 不妨直接置于欧式空间, 假设
M = Rm, N = Rn, 假设 f = (f1, . . . , fn), 这样

d((g ◦ f)d(y1 ◦ f) ∧ . . . ∧ d(yk ◦ f))

=

m∑
i=1

(
∂(g ◦ f)
∂xi

)
dxi ∧ d(y1 ◦ f) ∧ . . . ∧ d(yk ◦ f) ∵ d 的 Leibniz 律

=

m∑
i=1

n∑
j=1

[
∂f j

∂xi

(
∂g

∂yj
◦ f
)]

dxi ∧ (. . .) ∵链式法则

=

n∑
j=1

(
∂g

∂yj
◦ f
)
·

(
m∑
i=1

∂f j

∂xi
dxi
)

∧ (. . .)

=
n∑
j=1

(
∂g

∂yj
◦ f
)

d(yj ◦ f) ∧ (. . .) ∵ f j = yj ◦ f

=

(
n∑
j=1

∂g

∂yj
dyj ∧ dy1 ∧ . . . ∧ dyk

)
◦ f

上述过程实际上也适用于 (7.83) 的 “不难验证”. )

习题 12 (Grassman 流形) 记欧式空间 Rn 全体 k 维子空间为 G(k, n),
注意到根据 (7.10), G(1, n) = Pn−1. 我们希望任意 k, G(k, n) 上也有流
形的结构, 这被称为Grassman 流形 . 考虑

ψ : Mn×k(R) −→ {Rn 的子空间} A 7−→ A 列向量生成的子空间

则

ψ(A) ∈ G(k, n) ⇐⇒ rankA = k
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ψ(A) = ψ(B) ⇐⇒ ∃U ∈ GLk(R), s. t. A = BU

故可以赋予 G(k, n) 以 Mn×k ∼= Rn×k 的子拓扑的商拓扑. 设重指标

I = (i1, . . . , ik) 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n

记 AI 为抽取矩阵 A 的 i1, . . . , ik 行得到的方阵, AcI 为剩余行组成的矩
阵, 记

UI = {A ∈ Mn×k(R) : detAI ̸= 0}

可以作

φI : M(n−k)×k(R) −→ UI

X 7−→ φI(X) s. t.

[φI(X)]I =单位阵Ik

[φI(X)]cI = X

证明 ψ ◦ φI : M(n−k)×k(R)→ψ(UI) 是同胚. 这就赋予了 G(k, n) 以

k(n− k) 维流形的结构. (提示: 不难验证 ψ ◦ φI 单满连续, 再验证逆映射
是连续的. )

习题 13 对于流形 M , C ∞(M) 能否还原出 M 的拓扑结构? 给出类似
(1.15) 的命题, 并证明. 再问能否还原出 M 的微分结构? (提示: 可能会
在最后用到习题1. 对于后者先通过局部化找到 C ∞

p ,再根据 (7.36), (7.42).
)

习题 14 我们想要对流形的任意子集提光滑的概念.

定义. 对于流形 M,N , 子集 S ⊆ M , 如果 f : S→N 满足任

意一点 p ∈ S, 都存在 p 的开邻域 U 和光滑函数 fp : U→N

使得 fp|S∩U = f |S∩U , 则称 f光滑 . 换言之, 称在一个子集上
光滑如果在任意点附近都可以延拓为光滑函数.

(1) 求证: 如果 S ⊆ M 是紧致的, f : S→N 是光滑的, 当且仅当存
在 S 的邻域 U 和光滑函数 f̃ : U→N 使得 f̃ |S = f . (提示: 使用单位分
解. )
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(2) 求证: 对于流形 M , 嵌入 N→M , 视作 N ⊆ M . 对于任何
f ∈ C ∞(N), 将其视为 M 子集上的函数, 证明在此意义下 f 也是光滑的.
(提示: 根据 (7.43), 可以选择 M 的坐标卡使得 N 的坐标卡是前 n 位, 然
后延拓将是自然的. )

问题 15 (Borel 引理) 令 U ⊆开 Rn, 给一系列上面的光滑函数 {fn :

Rn→R}, 则存在光滑函数 F (t, ∗) : R× U→R 使得

∂kF

∂tk
(0, x) = fk(x)

(提示: 不妨假设 f1, . . . , fn 仅仅生活在一个紧致集中. 作一个光滑函数 χ

在 (−1, 1) 外为 0, 在 0 附近为 1, 作

Fm(t, x) =
tm

m!
χ

(
t

ϵm

)
fm(x) F (t, x) =

∞∑
m=1

Fm(t, x)

取 ϵm 充分小使得 (注意此时 tm−k ≤ ϵm−k
m )

∀k ≤ m ⇒
∥∥∥∥∂kFm∂tk

∥∥∥∥
∞
<

1

2m

这样确保 F 收敛并且可以逐项求导. )

习题 16 利用 Borel 引理 (问题15) 证明: 函数 f : [0, 1]→R 是光滑的
(在习题14意义下) 当且仅当 f 在 (0, 1) 光滑, 在 0 处有任意阶右导数, 在
1 处有任意阶左导数. (提示: 利用 Borel 引理做出在 0 处 k 阶导数恰好

是那些右导数的函数, 然后将左半边直接 “黏” 上 f . )

问题 17 回忆广义的链式法则 (7.33), 对于流形 M , 切向量场 X,Y ∈
X(M), 光滑函数 f ∈ C ∞(M), 求证:

∂

∂t
f(p+ tX) = (Xf)(p+ tX)

并证明
∂2

∂x∂y
f((p+ xX) + yY )

∣∣∣∣
t=s=0

= X(Y f)
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并证明

lim
(x,y)→ 0

f((((p+ xX) + yY )− xX)− yY )

xy
= ([X,Y ]f)(p)

这是 Lie 括号的另一种解释. (提示: 前两者的计算需要仔细, 第二个公式
的证明时需要注意

∂

∂x
f(p+xX+yY ) = [X(f(∗+yX))](p+xX) ̸= (Xf)(p+xX+yY )

对于最后的公式构造

H(u, v, s, t) = f((((p+ uX) + vY ) + sX) + tY )

则欲求的结果等于(
∂2H

∂u∂v
− ∂2H

∂u∂t
− ∂2H

∂s∂v
+
∂2H

∂s∂t

) ∣∣∣∣
u=v=s=t=0

利用第二个公式逐项计算即可. )

X

Y

Y

p

p+ xX

((p+ xX) + yY )− xX

X

(((p+ xX) + yY )− xX)− yY

(p+ xX) + yY

图 7.18: Lie 导数

问题 18 对于流形 M , ω ∈ Ek(M) 是 k-形式, X,X1, . . . , Xk ∈ X(M) 是

切向量场, 求证:

LX [ω(X1, . . . , Xk)] = (LXω)(X1, . . . , Xk) +
k∑
i=1

ω(X1, . . . , LXXi, . . . , Xk)
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从而根据 Cartan 魔术公式 (7.86) 有

dω(X0, . . . , Xk) =

k∑
i=0

(−1)iXiω(X0, . . . , X̂i, . . . , Xk)

+
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj ], X0, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xk)

这里 ∗̂ 表示跳过. (提示: 第一个等式可以用和 (7.75) 一样的证明技巧.
第二个等式则需要归纳, k = 1 时,

LX(ω(X1)) = (LXω)(X1) + ω[X,X1]

带入魔术公式

X(ω(X1)) = [((X y ) ◦ d + d ◦ (X y ))ω](X1) + ω[X,X1]

= ((X y )dω)(X1) + (d(X yω))(X1) + ω[X,X1]

= dω(X,X1) +X1ω(X) + ω[X,X1]

之后, 任意的 k, 带入魔术公式

X[ω(X1, . . . , Xk)]

= (LXω)(X1, . . . , Xk) +

k∑
i=1

ω(X1, . . . , LXXi, . . . , Xk)

= [((X y ) ◦ d + d ◦ (X y ))ω](X1, . . . , Xk) + (. . .)

= dω(X,X1, . . . , Xk) + [d(X yω)](X1, . . . , Xk) + (. . .)

= dω(X,X1, . . . , Xk)

+

k∑
i=1

(−1)i−1Xiω(X,X1, . . . , X̂i, . . . , Xk)

+
∑

1≤i<j≤k

(−1)i+jω(X, [Xi, Xj ], . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xk)

+

k∑
i=1

ω(X1, . . . , [X,Xi], . . . , Xk)

然后利用反对性整理即得. )
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问题 19 (微分理想) 对于 n 维流形 M , 熟知 E(M) =
⊕n

k=0 Ek(M) 以外

积 ∧ 为乘法构成一个环, 实际上这是一个 C ∞(M)-代数. 如果一个理想
I ⊆ E(M) 满足

dI ⊆ I

则称 I 为微分理想 (differential ideal) . 对于分布 D , 定义

I(D) =

n∑
k=0

{
ω ∈ Ek(M) :

∀X1, . . . , Xk ∈ X(M),

ω(X1, . . . , Xk) = 0

}
求证: D 满足条件 X,Y ∈ D ⇒ [X,Y ] ∈ D 当且仅当 I(D) 是微分理想.
(提示: 利用恒等式

ω[X,Y ] = −dω(X,Y ) +X(ω(Y ))− Y (ω(X))

这样可以证明必要性. 为了看到充分性, 注意到, 在局部上, I(D) 能反过

来决定 D , 这只需要在每一点查看维数. )

习题 20 对于流形间的光滑映射 M
f→N , 如果切向量场 X ∈ X(M), Y ∈

X(N) 满足

∀p ∈M, (df |p)Xp = Yf(p)

则称 X,Y 是 f-相关的. 求证: 如果 X 和 X ′ 相关, 对于 g ∈ C ∞(M),
X ′g ◦ f = X(g ◦ f). 如果 X 和 X ′ 相关, Y 和 Y ′ 相关, 则 [X,Y ] 和

[X ′, Y ′] 相关. (提示: 直接计算, 第一条

X ′g ◦ f(p) = X ′
f(p)g = (df |pXp)g = Xp(f ◦ g) = (X(f ◦ g))(p)

对于第二条, 任意 g ∈ C ∞
f(p)(N),

((df |p)[X,Y ]p)g = [X,Y ]p(g ◦ f) ∵定义
= Xp(Y (g ◦ f))− Yp(X(g ◦ f)) ∵定义

[X ′, Y ′]f(p)g = X ′
f(p)(Y

′g)− Y ′
f(p)(X

′g) ∵定义
= [(df |p)Xp](Y

′g)− [(df |p)Yp](X ′g) ∵定义
= Xp(Y

′g ◦ f)− Yp(X
′g ◦ f)

然后把第一条带进去. )
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问题 21 对于连通的流形 M , 证明任意两个点 x, y ∈ M , 存在微分同胚
φ : M→M 使得 φ(x) = y 且 φ 和 id 同伦. (提示: 不难发现, 只需要对
局部作, 证明在 Rn 中, 存在 0 附近某个开集 U ⊆ [−1, 1]n, 任意 x ∈ U ,
可以作 φ : Rn→Rn 使得 φ 在 [−1, 1]n 外是 id, 且 φ(0) = x. 考虑光滑函
数 0 ≤ χ ≤ 1 使得在 [−1, 1]n 外为 0, 在 0 附近 [−1/2, 1/2]n 上恒取 1. 对
于任意 c = (c1, . . . , cn) ∈ Rn, 记 Xc =

∑n
i=1 c

iχ
∂

∂xi
, 每一个点 p ∈ Rn, 证

明 p+ tXc 对所有 t 都得以定义, 因为 s : t 7→ p+ tXc 的方程是

dxi
dt = ciχ(x1, . . . , xn)

不难发现, 不可能出现趋于无穷的情况, 故这个方程的最大存在区间是 R.
根据 (7.72), 不难验证, 开集 U 可以取作 (−1/2, 1/2)n. )

图 7.19: 是空间的扭曲还是切空间的沦丧?



第八章 Riemann 流形

8.1 Riemann 流形与等距映射

I. Riemann 流形 下面, 我们为了推广第二章所陈述的 R3 中的曲线曲

面的几何, 我们引入 Riemman 流形.

记号 8.1 不过在此之前, 我们先回顾 (7.58) 和 (7.59) 的构造, 我们可以
类似造出

(T⊗T)p = Tp⊗
R

Tp (T⊗T)(M) =
⊔
p∈M

Tp⊗
R

Tp

对于开集 S ⊆M ,

(X⊗X)(S) =



全体 X : S→(T⊗T)(S) 使得

• ∀p ∈ S,Xp ∈ Tp⊗Tp,

• 在 S 内的任何坐标卡 (U,φ = (x1, . . . , xn))

上, p ∈ U , Xp 写成

{
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

⊗ ∂

∂xj

∣∣∣∣
p

}
的系数

关于 p 是光滑的.


类似地 (T⊗A)p, (T⊗A)(M), (X⊗E)(S) 一类记号也被自然地定义, 这样
一类的构造分别统称作 p 点的张量空间 , 张量丛 , 张量场 . 特别地, 记

(T⊗ r ⊗A⊗ s)p = Tp⊗ . . .⊗Tp︸ ︷︷ ︸
r

⊗
s︷ ︸︸ ︷

Ap⊗ . . .⊗Ap

108
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(T⊗ r ⊗A⊗ s)(M) = (T⊗ . . .⊗T︸ ︷︷ ︸
r

⊗
s︷ ︸︸ ︷

A⊗ . . .⊗A)(M)

(X⊗ r ⊗E⊗ s)(S) = (X⊗ . . .⊗X︸ ︷︷ ︸
r

⊗
s︷ ︸︸ ︷

E⊗ . . .⊗E)(M)

另外, 诸如张量, 配合等线性代数概念也被逐点定义, 具体来说, 对于
X ∈ X(M), Y ∈ X(M), ω ∈ E(M), 那么

X ⊗Y : [p 7→ Xp⊗Yp] ∈ (X⊗X)(M) ⟨ω,X⟩ : [p 7→ ⟨ωp, Xp⟩] ∈ C ∞(M)

定义 8.2 (Riemann 流形) 一张光滑流形M ,一个映射 g :M→A⊗ 2(M)

被称为是Riemman 度量 (Riemannian metric) , 如果

• 在每个点 p ∈M , gp 是切空间 Tp 上的正定二次型.

• 任何坐标卡 (U,φ = (x1, . . . , xn)) 上, p ∈ U , gp 关于
{

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

}
的系

数都是关于 p 光滑的.

等价地, 等价于说 g ∈ E⊗ 2(M), 且 gp 都是正定的. 一张流形指定一个
Riemann 度量就被称为Riemann 流形 .
之后, 除非特别声明 g 都用来指代 Riemann 度量. 同时对于 ∂,ð ∈

Tp, 简单记
g(∂,ð) = gp(∂,ð)

对于切向量场 X,Y ∈ X(U), 记

[g(X,Y ) : p 7→ gp(Xp, Yp)] ∈ C ∞(M)

例 8.3 回顾 (7.8), 我们赋予了经典曲线曲面流形的意义. 此时, 对于单曲
面 M : [U

r(u,v)→ R3], 我们赋予了 U 以流行的结构. 考虑 M 的第一基本形

式

I = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2
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就成为一个 Riemann 度量, 具体来说, 例如在 p ∈ U 点, 根据 (2.30) 的
法则,

I
(
f
∂

∂u
+ g

∂

∂v
, h

∂

∂u
+ k

∂

∂v

)
=
(
f, g
)(E F

F G

)(
h

k

)
或者用微分流形的语言,

dxdy : (∂, ð) 7→ ∂(x)ð(y) x, y ∈ {u, v}, ∂, ð ∈ Tp

I 定义了一个二次型, 由于 EG−F 2 = ⟨ru, ru⟩ ⟨rv, rv⟩− ⟨ru, rv⟩2 ≥ 0, 加
之 ru, rv 不共线, 故第一基本形式是正定二次型.

例 8.4 对于欧式空间 Rn, 因为 (7.23), 每点的切空间都可以等同于 Rn,
可以赋予通常内积如下,

g

(
n∑
i=1

ai
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

,
n∑
i=1

bi
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
=

n∑
i=1

aibi

这令 Rn 称为 Riemann 流形.

例 8.5 一般地, 对于欧式空间的子流形 f : M→Rn, 因为 Rn 每点的切
空间都可以等同于 Rn, 可以将其限制在 Tp(M) 上得到新的内积. 具体来
说, 对于 p ∈M , 任意 ∂,ð ∈ Tp(M), 可以定义 Riemann 度量

g(∂, η) = gRn(df(∂), df(ð))

于是球面 Sn 一类的 Riemann 度量均可被自然地赋予.

II. 距离 有了度量我们就可以谈论距离了.

定义 8.6 (长度) 对于一张 Riemann 流形 M , 如果上面有道路 I
s→M ,

其中 I 是闭区间则可以定义这条道路的长度为

length(s) =
∫
I

√
g(ṡ(t), ṡ(t))dt
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评注 8.7 任何曲线都可以更换为弧长参数使之成为单位速率的. 这点的
论证和 (2.4) 如出一辙.

例 8.8 在欧式空间 Rn 中的一条道路 I
s→R, 假设 s = (s1(t), . . . , sn(t)),

那么根据 (7.33),

ṡ =
n∑
i=1

(si)′
∂

∂xi
g(ṡ, ṡ) =

n∑
i=1

[(si)′]2

故

length(s) =
∫
I

√√√√ n∑
i=1

[(si)′(t)]2dt

这正是我们通常定义的道路长度.

定义 8.9 对于 Riemann 流形 M , 任意两点 p, q ∈M , 可以定义之间的曲
线距离

d(p, q) = inf{length(s) :曲线 I
s→M 以 p 为起点 q 为终点}

不难验证这是一个距离, 这让 M 形成一个距离空间, 根据下面的结论, 其
上诱导的拓扑和流形上的拓扑是一致的.

定理 8.10 上述 (8.9) 定义的 d 诱导的拓扑和流形上的拓扑是一致的.

证明 我们只需要证明邻域基互相包含即可, 故这是一个局部问题. 对于
0 ∈ Rn, 因为 g 在 0 处正定, 利用矩阵的方法, 可以作用一个线性变换, 不
妨假设 g 具有如下形式

g

(
n∑
i=1

ai
∂

∂xi
,

n∑
i=1

bi
∂

∂xi

)
= f1a

1b1 + . . .+ fna
nbn

其中 fi ∈ C ∞
p 满足 f(0) > 0. 取充分小的邻域 U 使得 0 < a ≤ fi(U) ≤ b,

假如记欧式空间通常 Riemann 度量为 g′, 则在 U 上

ag′ (X,Y ) ≤ g (X,Y ) ≤ bg′ (X,Y )
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这样, U 内部任意一点 p, 任意曲线 s 连接 0, p 都有

a length′(s) ≤ length(s) ≤ b length′(s)

假如记欧式空间的通常距离为 d′, 则

a length′(s) ≤ length(s) ≤ d(p, 0) length(s) ≤ b length′(s) ≤ bd′(p, 0)

取下确界得到估计

ad′(p, 0) ≤ d(p, 0) ≤ bd′(p, 0)

于是不难得到邻域基互相包含. �

下面我们定义保持 Riemann 度量的映射.

定义 8.11 (等距映射) 两张黎曼曲面 M,N , 如果光滑映射 f :M→N 满

足在任何点 p ∈M , ∂, ð ∈ Tp, 都有

g(∂, ð) = g(df(∂), df(ð))

则称 f 为等距映射 . 如果仅仅保持两个切向量的夹角, 我们称为共形映
射 (conformal) , 显然, f 是共形映射当且仅当存在光滑函数 h 使得任何

点 p ∈M , ∂, ð ∈ Tp, 都有

g(∂, ð) = h(p)g(df(∂), df(ð))

评注 8.12 在此意义下, 例如下图, 两张流形虽然是微分同胚, 但不是等距
映射. 而共形映射最为典范的例子就在复变函数之中, 如果一个全纯函数
f : U→C, 且 f ′ 在 U 内不为 0, 那么 f 就是一个共形映射. 因为复可导
意味着各个方向的变化率是在一阶无穷小下是相同的 (当然, 严格的论证
是使用 Cauchy-Riemann 方程). 既然角度不发生变化这意味着互相垂直
的曲线被映射为互相垂直的, 所以经常用下述网格来描述共形映射,
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图 8.1: 微分同胚, 但不是等距映射与 Riemann 的智慧

图 8.2: 共形映射

8.2 联络, 第二基本形式, 协变导数

I. 联络 回顾 (2.19), 我们不难发觉微分 d 的重要性, 尽管我们在 (7.61)
已经定义了对连续函数的 d, 但是尚未定义对向量场的 d. 实际上, 在微分
流形的框架下, 无法做到微分的自然. 且我们的证明高度依赖于如下恒等
式

d(fv) = (df)v + fdv d ⟨v, w⟩ = ⟨dv, w⟩+ ⟨v, dw⟩

下面我们来制造这样一个 “微分”.
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定义 8.13 (联络) 对于流形 M , 一个联络 (connection)是一个映射
∇ : X(M)→E(M)⊗X(M) 满足

• 对任意 X,Y ∈ X(M), ∇(X + Y ) = ∇X +∇Y .

• 对任意 f ∈ C ∞(M), X ∈ X(M), ∇(fX) = df ⊗X + f∇X.

对于点 p ∈M , 对于 ∂ ∈ Tp, 可以定义

∇∂ : X(M) −→ Tp Y 7−→ ∇∂Y = ⟨∂,∇Y |p⟩

其中 ⟨∗, ∗⟩ 是 Tp 和 A 之间的配合. 对于 X ∈ X(M), 可以定义

∇X : X(M) −→ X(M) Y 7−→ ∇XY = ⟨X,∇Y ⟩

其中 ⟨∗, ∗⟩ 是 X(M) 和 E(M) 之间的配合.

评注 8.14 通过局部取一组基可知, 只要对每个 X ∈ X(M) 指定了 ∇X ,
就完全确定了 ∇. 这样定义下, 联络的定义变成了

• ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ.

• ∇X(fY ) = ∇Xf + (Xf)Y .

• ∇(fX+Y )Z = f · ∇XZ +∇Y Z.

另外注意到, 这样定义出来的 ∇XY 在 p 点的取值只取决于 Y 在 p 附近

的取值和 Xp.

例 8.15 对于欧式空间 Rn, 定义联络

∇ : X(Rn) −→ E(M)⊗X(M)
n∑
i=1

f i
∂

∂xi
7−→

n∑
i=1

(
n∑
j=1

∂f i

∂xj
dxj
)
⊗ ∂

∂xi
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这就是我们在 (2.19) 用的微分, 只不过那时没有写张量记号. 对于 p ∈M

处的切向量 ∂ =
∑
ai

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

, 有

∇∂

(
n∑
i=1

f i
∂

∂xi

)
=

n∑
i=1

⟨
n∑
j=1

∂f i

∂xj
(p)dxj ,

n∑
k=1

ak
∂

∂xk

∣∣∣∣
p

⟩
⊗ ∂

∂xi

=

n∑
i=1

(
ai
∂f i

∂xj
(p)

)
∂

∂xi

按照 (7.23) 的等同, 这相当于

∇a(f
1, . . . , fn) =

(
∂f1

∂a
, . . . ,

∂fn

∂a

)

其中
∂

∂a
=

n∑
i=1

ai
∂

∂xi
是方向导数.

定义 8.16 (无挠联络) 对于流形M ,一个联络∇被称为是无挠的 (torsion-
free) , 如果对于任何切向量场 X,Y ∈ X(M), 都有

∇XY −∇YX − [X,Y ] = 0

定理 8.17 对于 Riemman 流形 M , 存在唯一的无挠联络 ∇ 使得任何切
向量场 X,Y, Z ∈ X(M), 都有

Xg(Y,Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

证明 先证明唯一性. 此时, 有

Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

= g(∇XY, Z) + g(Y,∇ZX) + g(Y, [X,Z])

Y g(Z,X) = g(∇Y Z,X) + g(Z,∇Y Z)

= g(∇Y Z,Z) + g(Z,∇XY ) + g(Z, [Y,X])

Zg(X,Y ) = g(∇ZX,Y ) + g(X,∇ZY )

= g(∇ZX,Y ) + g(X,∇Y Z) + g(X, [Z, Y ])
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将前两式相加减去第三式得到

Xg(Y,Z) + Y g(Z,X)− Zg(X,Y ) =

2g(∇XY, Z) + g(Y, [X,Z]) + g(Z, [Y,X])− g(X, [Z, Y ])

故

g(∇XY,Z) =
1

2

(
Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X,Y )

−g(Y, [X,Z])− g(Z, [Y,X]) + g(X, [Z, Y ])

)

右边的表达式和 ∇ 无关, 故 g(∇XY, Z) 和 ∇ 无关, 局部取一组基加之 g

非退化, 可知这令 ∇ 是唯一的. 反之, 我们就按上式定义 ∇, 这样, 线性不
难验证,

g(∇Z(X + Y ),W ) = . . . = g(∇ZX,W ) + g(∇ZY,W )

故 ∇(X + Y ) = ∇X +∇Y . 注意到, 对于 X,Y ∈ X(S), f ∈ C ∞(S),

[X, fY ]pg = Xp(fY g)− f(p)(Yp(Xg))

= XpfYpg + f(p)XpY g − f(p)(Yp(Xg))

= XpfYpg + f(p)[X,Y ]pg

⇒ [X, fY ] = (Xf)Y + f [X,Y ]

从而

2g(∇Y (fX), Z)

= Y g(fX,Z) + f
(
Xg(Z, Y )

)
− Zg(Y, fX)

−g(fX, [Y, Z])− g(Z, [fX, Y ]) + g(Y, [Z, fX]) ∵定义
= Y

(
fg(X,Z)

)
+ f

(
Xg(Z, Y )

)
− Z

(
fg(Y,X)

)
−fg(X, [Y, Z])− fg(Z, [X,Y ]) + fg(Y, [Z,X]) ∵ g 是 C ∞-线性的
+(Y f)g(Z,X) + (Zf)g(Y,X) ∵关于 Lie 括号的计算

= f
(
Y g(X,Z)

)
+ f

(
Xg(Z, Y )

)
+ f

(
Zg(Y,X)

)
−f
(
g(X, [Y,Z])

)
− f

(
g(Z, [X,Y ])

)
+ f

(
g(Y, [Z,X])

)
+2(Y f)g(Z,X) ∵ Leibniz 法则

= 2g(∇YX,Z) + 2g((Y f)X,Z)
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不难验证 ∇(fX) = df ⊗X + f∇X 成立. �

定义 8.18 (Riemann 联络) 上述 (8.17) 通过

g(∇XY,Z) =
1

2

(
Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X,Y )

−g(Y, [X,Z])− g(Z, [Y,X]) + g(X, [Z, Y ])

)

确定的联络被称为 Levi-Civita 联络 , 或被称为Riemann 联络 .

换言之, 实际上联络就是 “生活在 Riemann 流形上生物” 发明的微分
算子和方向导数.

∇XY

图 8.3: Riemann 流形上的联络和苹果树

II. 子流形上的联络 下面, 我们来研究子流形上的 Riemann 联络, 并由
此得到第二基本形式.

定义 8.19 考虑 Riemann 流形 M , 考虑嵌入子流形 S→M , 不妨假
设 S ⊆ M , 对于任何 p ∈ S ⊆ M , 那么可以认为 Tp(S) ⊆ Tp(M),
将 Riemann 度量限制在上面, 使得 S 也成为 Riemann 流形, 这被
称为Riemann 嵌入子流形 , 下面我们简称嵌入子流形. 定义法空
间Np = Np(S) = Tp(S)⊥, 故

Tp(M) ∼= Tp(S)⊕ Np(S)

这定义了两个映射 ∗⊤, ∗⊥, 使得 ∂ = ∂⊤︸︷︷︸
∈Tp(S)

+ ∂⊥︸︷︷︸
∈Np(S)

.
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同时这还定义了法从

NM =
⊔
p∈M

Np(M)

类似的 S 上的法向量场也被类似地定义, 记为 X⊥(S).

引理 8.20 对于流形 M , 嵌入子流形 S→M , 任意 S 的光滑函数 f ∈
C ∞(S), 切向量场 X ∈ X(S) 都存在局部延拓, 即任意 p ∈ S, 存在 p 的开

邻域 U 和 f̂ ∈ C ∞(U), X̂ ∈ X(U) 使得

∀q ∈ S ∩ U f̂(p) = f(p) X̂q = Xq

其中 f̂ , X̂ 被称为在 f,X 在 p 处的局部延拓 .

证明 根据 (7.43), 局部上, 子流形的坐标卡可以取作坐标卡的前几位, 所
以延拓很容易. 实际上这就是上一章习题14. �

引理 8.21 对于流形 M , 嵌入子流形 S
ι→M , 如果在某个点 ∗ ∈ S 附近,

X,Y ∈ X(U), f ∈ C ∞(U) 局部延拓到 X̂, Ŷ ∈ X(U), f̂ ∈ C ∞(U), 那么

[X̂, Ŷ ] 是 [X,Y ] 的局部延拓 X̂f̂ 是 Xf 的局部延拓

证明 直接计算

(X̂f̂)(p) = X̂pf̂ =
(
dι(Xp)

)
f̂ = Xpf̂ |U∩S = Xpf = (Xf)(p)

那么对于 g|p ∈ C ∞
p ,

[X̂, Ŷ ]pg = X̂p(Ŷ g)− Ŷp(X̂g) ∵定义
= Xp

[
(Ŷ g)|S∩U

]
− Yp

[
(X̂g)|S∩U

]
∵条件

= Xp

[
Y (g|S∩U )

]
− Yp

[
X(g|S∩U )

]
∵延拓条件

= [X,Y ]p(g|S∩U ) ∵延拓条件

故 [X̂, Ŷ ] 在 S 的任何点上都有 [X̂, Ŷ ]∗ = [X,Y ]∗, 这就说明 [X̂, Ŷ ] 是

[X,Y ] 的局部延拓, 这实际上就是上一章习题20. �
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定理 8.22 考虑 Riemann 流形 M , 假设其上的 Riemann 联络是 ∇, 考
虑嵌入子流形 S ⊆M . 则

∇ : X(S)× X(S) −→ X(S) (X,Y ) 7−→
[
p 7→ (∇X̂ Ŷ )

]
其中 X̂, Ŷ 分别是 X,Y 在 p 处的局部延拓, 上述定义是良定义的. 之后,
将直接记 ∇X̂ Ŷ 之为 ∇XY .

证明 为了看到良定义性, 只需要注意到 (8.17) 的过程, ∇ 的确定只出
现了 Lie 括号和 Riemman 度量, 而出现的切向量都落在 Tp(S) 上, 根据
(8.21). 故可以在 S 上计算, 于是是良定义的. �

定理 8.23 考虑 Riemann 流形 M , 假设其上的 Riemann 联络是 ∇, 考
虑嵌入子流形 S ⊆M . 则定义了如下两个映射

∇̂ : X(S)× X(S) −→ X(S) (X,Y ) 7−→ (∇XY )⊤ (∗)

B : X(S)× X(S) −→ X⊥(S) (X,Y ) 7−→ (∇XY )⊥ (∗∗)

按照 (∗)给出了 S 上的 Riemman联络, 而 (∗∗)则是对称且是 C ∞(M)-线
性的.

证明 下面我们首先论证对称性, 因为

B(X,Y )−B(Y,X) = (∇X̂ Ŷ )⊥ − (∇Ŷ X̂)⊥

= (∇X̂ Ŷ −∇Ŷ X̂)⊥

= [X̂, Ŷ ]⊥ ∵无挠假设
= [X,Y ]⊥ ∵前段论证
= 0 ∵ [X,Y ] ∈ Tp(S)

因为 ∇XY 关于 Y 线性, 结合对称性知道对两个分量都是线性的. 类似地

∇̂XY − ∇̂YX = [∇X̂ Ŷ ]⊤ − [∇Ŷ X̂]⊤

= [∇X̂ Ŷ −∇Ŷ X̂]⊤

= [X̂, Ŷ ]⊤

= [X,Y ] ∵ [X,Y ] ∈ Tp(S)
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命题得证. �

定义 8.24 (第二基本形式) 上述 (8.23)定义的 B : X(S)×X(S)→X⊥(X),
被称为 S 的第二基本形式 .

推论 8.25 考虑 Riemann 流形 M , 考虑嵌入子流形 S ⊆M , 假设其上的
Riemann 联络分别是 ∇, ∇̂, S 的第二基本形式是 B, 则在任意点,

∇X̂(Ŷ ) = ∇̂XY +B(X,Y )

X̂, Ŷ 是 X,Y 在该点的局部延拓.

例 8.26 考虑经典 (2.7) 的单正则曲面 M : [U
r(u,v)→ R3], 假如 r =

(x1, x2, x3)(u, v) 是嵌入, 根据 (8.19), 这使得 U 成为一个 Riemann 嵌入
子流形. 令

U =
∂

∂uk
=

3∑
j=1

∂xj

∂uk
∂

∂xj
V =

∂

∂uh
=

3∑
j=1

∂xj

∂uh
∂

∂xj

当然, 在 (7.23) 的等同下, U = ru, V = rv. 只需要任意延拓
∂xj

∂uj
, 即可

得到延拓 Û , V̂ , 方便起见仍然记为 ∂xj

∂uj
, U, V . 那么

• 其上的 Riemann 度量是

g (X,Y ) =
⟨
X̂, Ŷ

⟩
正是经典意义下的内积, 换言之, 第一基本形式.

• 而 Np(M) 正是法向量 n(u, v) 张成的, 当然, 在 (7.23) 的等同下.

• 回忆 (8.15) 赋予了欧式空间以自然的联络, 为了看到 M 上的

联络, 我们在局部 U 光滑地选取单位正交基 {e1, e2, e3}, 使得
e1, e2 ∈ X(U),e3 = n ∈ X⊥(U). 这样欧式空间 R3 的联络在局部上
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可以由在 e1, e2, e3 上的作用决定, 实际上,
∇e1 = ω12e2 +ω13e3

∇e2 = ω21e1 +ω23e3

∇e3 = ω31e1 +ω32e2

和 (2.19) 是一致的, 不难验证, M 的联络就是{
∇̂e1 = ω12e2

∇̂e2 = ω21e1

对应的第二基本形式就是
B(e1, e1) = ⟨ω13,e1⟩n
B(e1, e2) = ⟨ω13,e2⟩n
B(e2, e2) = ⟨ω23,e2⟩n

而原本的第二基本形式是

g(dr, de3) = ω1ω31 + ω2ω32

而 {ω1, ω2} 是 e1,e2 的对偶基. 这就说明了上式右边和经典的第二
基本形式相吻合.

• 假如联络用自然标架法写, 则复杂很多, 计算

∇Û V̂ =
3∑

i,j=1

∂xi

∂uh

(
∂

∂xi
∂xj

∂uh

)
∂

∂xj

=

3∑
j=1

∂xj

∂uk∂uh
∂

∂xj

在 (7.23) 的等同下, 上述就是 rhk, 根据 (2.13), M 上的联络为

∇̂UV =

2∑
i=1

Γikh
∂

∂ui

第二基本形式为

B(U, V ) = bkhn

这和经典的第二基本形式相契合, 实际上, B(U, V ) = II(U, V )n.
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III. 协变导数 下面我们研究 Riemann 曲面上的曲线. 回忆流形上的曲
线 (7.32).

定义 8.27 考虑流形 M , 考虑曲线 I
s→M , 其中 I 是一个开区间, 一个 s

上的切向量场是一个映射 X : I→T(M) 使得

• 对任意 t ∈ I, Xt ∈ Ts(t).

• 对 t ∈ I, 在 s(t) 附近的坐标卡 (U,φ = (x1, . . . , xn)) 之下, Xt 写成{
∂

∂xi

∣∣∣∣
s(t)

}n
i=1

的系数是关于 t 光滑的. 等价地, X 本身作为映射是

光滑的.

将全体 s 上的切向量场记为 X(s;M).

引理 8.28 考虑流形 M , 考虑曲线 I
s→M , 其中 I 是一个开区间, s 是嵌

入, X ∈ X(s;M), 对于 t0 ∈ I, 总存在 s(t0) 附近的开集 U , 和 X̂ ∈ X(U),
使得

∀t ∈ s−1(U) X̂s(t) = Xt

这被称为 t0 处的局部延拓 .

证明 类似 (8.20). �

定理 8.29 考虑流形 M , 考虑曲线 I
s→M , 其中 I 是一个开区间, s 是嵌

入. 则

∇ : X(s;M)× X(s;M) −→ X(s :M) (X,Y ) 7−→
[
t 7→ (∇X̂ Ŷ )

]
其中 X̂, Ŷ 分别是 X,Y 在 t 处的局部延拓, 上述定义是良定义的. 之后,
将直接记 ∇X̂ Ŷ 之为 ∇XY .

证明 根据联络的定义以及之后的评注, (8.14), 和 X̂ 的选取是无关的.
为了看到和 Ŷ 的选取是无关的, 通过做差, 只需要证明 Y = 0 的情形, 但
是这样 Y ∈ X(I), 这已经在 (8.22) 论证过. �
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定义 8.30 (协变导数) 考虑 Riemann 流形 M , 考虑曲线 I
s→M , 其中 I

是一个开区间, s 是嵌入, 此时定义如下的协变导数
∇
dt : X(s;M) −→ X(s;M) X 7−→ ∇ṡX

例 8.31 对于欧式空间 Rn, 简单正则曲线 γ : [I
r(t)→ Rn], 那么, 例如取

X(t) =

n∑
i=1

f i(t)
∂

∂xi

∣∣∣∣
s(t)

∈ X(γ;Rn)

延拓之后不妨保留记号. 这样根据 (8.15)

∇X =
n∑
i=1

(
n∑
j=1

∂f j

∂xi
dxi
)
⊗ ∂

∂xj

假如 r = (x1, . . . , xn), 那么 ṙ =

n∑
j=1

dxi
dt

∂

∂xi
, 故

∇X
dt = ∇ṙX =

n∑
i=1

(
n∑
j=1

∂f j

∂xi
dxi
dt

)
∂

∂xj
=

n∑
i=1

df i
dt

∂

∂xi

换言之, ∇X
dt 就是 X 各点关于切向量的方向导数.

例 8.32 对于欧式空间的正则单曲面 M : [U
r(u,v)→ R3], 如果有曲线 γ :

[I→R3] 分裂成 I
s→U

r(u,v)→ R3. 假如在局部上选取正交标架 {e1, e2}, 假
设

X(t) = f1(t)e1 + f2(t)e2

延拓之后不妨保留记号. 我们已经在 (8.26) 计算过其联络了. 那么

∇X = (df1 + ω21)⊗ e1 + (df2 + ω12)⊗e2

于是

∇ṡX =
df1 + ω21

dt e1 +
df2 + ω12

dt e2

这和我们在 (2.38) 计算的结果是相同的. 类似地, 用自然标架法也可以计
算得到类似的结果, 见习题23.
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命题 8.33 考虑 Riemann 流形 M , 考虑曲线 I
s→M , 其中 I 是一个开区

间, s 是嵌入, 对于 X,Y ∈ X(s;M), 有

• ∇(X + Y )

dt =
∇X
dt +

∇Y
dt .

• ∇(fX)

dt =
df
dt X + f

∇X
dt .

• dg(X,Y )

dt = g

(
∇X
dt , Y

)
+ g

(
X,

∇Y
dt

)
.

证明 根据定义不难得到. �

8.3 测地线, 指数映射

I. 测地线 回顾经典的测地线 (2.39).

定义 8.34 (测地线) 对于 Riemann 流形 M , 考虑曲线 I
s→M , 其中 I 是

一个开区间, s 是嵌入, 称 s 是测地线 , 如果
∇ṡ
dt = ∇ṡṡ = 0

这个记号的意义已经在 (8.29) 和 (8.30) 阐明.
一条道路 I

p→M 被称为测地线如果限制在 I 内部是测地线.

我们在定义经典的测地线的时候假设了弧长参数 (2.39), 实际上这有
些自缚手脚, 实际上有如下的刻画.

命题 8.35 测地线都是匀速率的, 即任何测地线 s : I→M , 其速率√
g(ṡ, ṡ) 是常数.

证明 因为根据 (8.33),

dg(ṡ, ṡ)
ds = 2g

(
∇ṡ
dt , ṡ

)
= 0

故 g(ṡ, ṡ) 是常数, 从而 ṡ 的长度
√
g(ṡ, ṡ) 是常数. �
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定理 8.36 对于 Riemann 曲面上任何一点 p, 任意一个非零切向量 ∂ ∈
Tp, 在 p 点附近总存在唯一的经过 p 点, 在 p 点切向量是 ∂ 的测地线.

证明轮廓 假如选定局部坐标 (U,φ = (x1, . . . , xn)), 那么根据联络的
定义, 联络 ∇ 完全由在 ∂

∂xi
上的作用决定, 将其系数确定出来, 假设

φ ◦ s = (u1(t), . . . , un(t)) 是测地线, 那么可以计算 ∇ṡṡ, 这是关于 t 的
d
dt(u

1, . . . , un) 的一阶线性常微分方程组, 初值是 dφ(ṡ), 根据常微分方程
组的理论, d

dt(u
1, . . . , un) 在 φ(p) 附近总存在唯一解. 再按照初值是 φ(p)

解出 (u1, . . . , un). 为了看到局部这是嵌入, 只需要注意任何点的浸入局部
上都是嵌入 (7.43). �
实际上, 联络的系数就是 Christoffel 符号, 参见习题22, 具体的测地

线方程将在习题23给出.

定义 8.37 (指数映射) 对于 Riemann 曲面 M , 点 p ∈M , 可以定义指数
映射 exp, 对于 ∂ ∈ Tp, 使得

s : I −→M t 7−→ exp(t∂)

是在 p 点切向量是 ∂ 的测地线.

命题 8.38 记号承上 (8.37), 则

• exp 定义在 0 ∈ Tp 的开邻域上.

• exp 是光滑的.

• d exp |0 = id.

这里通过 (7.23), 认为 T0(Tp(M)) = Tp(M).

证明 考虑

êxp : Tp × R −→M (∂, t) 7−→ s(t)

其中 s : I→M 是满足

s(0) = p

ṡ(0) = ∂
的测地线, 并约定 (0, t) 7→ p. 结合

常微分方程的光滑依赖性, 不难得到 êxp 是定义在一个开集上的光滑函
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数, 而 exp(∂) = êxp(∂, 1), 故 exp 是定义在 0 ∈ Tp 的开邻域上的光滑函
数. 之后, 注意根据测地线的唯一性, 以及协变导数的链式法则 (不难直接
验证), 有

êxp(∂, xt) = êxp(x∂, t) (∗)

为了看到 d exp |0, 选取 M 的坐标卡 (U,φ = (x1, . . . , xn)), 以及 Tp 的坐
标卡 (Tp, ψ = (x1∗, . . . , x

n
∗ )), 使得 ψ 是线性的, 且

xj∗

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
=

1 i = j

0 i ̸= j
(∗∗)

这就是按照 (7.23) 所做的等同. 注意到根据 ṡ 的计算,

∂

∂t
xi(êxp(∂, t))

∣∣∣∣
t=0

= ∂xi (∗ ∗ ∗)

故 Jacobi 矩阵, 根据 (7.29)

∂(xi ◦ exp)
∂xj∗

(ψ(0)) =
∂(xi ◦ exp ◦ψ−1)

∂xj∗
(0) ∵定义

=
∂

∂t
xi

(
êxp
(
t
∂

∂xj
, 1

))∣∣∣∣
t=0

∵带入 (∗∗)

=
∂

∂t
xi

(
êxp
(

∂

∂xj
, t

))∣∣∣∣
t=0

∵带入 (∗)

=
∂xi

∂xj
∵前段 (∗ ∗ ∗)

这就说明 Jacobi 矩阵是单位阵. �

实际上指数映射就是把切空间 “等距” 地 “掰” 下来, 如下图.

推论 8.39 对于 Riemann曲面M , 点 p ∈M , 存在开领域 U , 任意 q ∈ U ,
p, q 之间都有测地线相连.

证明 同 (2.42), 因为 d exp 是恒等映射, 根据反函数定理即可找到 U . �
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图 8.4: 指数映射

引理 8.40 (Gauss) 对于欧式空间 Rn 原点附近的开集 U ,如果 Riemann
度量 g 使得所有过原点的直线都是测地线, 那么对于任何 v ∈ U,w ∈ Rn

gv(v, w) = g0(v, w)

这里通过 (7.23),左侧视作 v, w ∈ TvU = Rn,右侧视作 v, w ∈ T0U = Rn.

证明 考虑连接 0, v 的直线 s, 此时 ṡ(t) = v, 作

f(t) = gs(t)(v, w) v, w ∈ Ts(t)U = Rn

我们要证明 f(t) 和 t 无关.
df
dt (t) = d

dtgs(t)(v, w) ∵定义
= g(∇ṡṡ, w) + g(ṡ,∇ṡw) ∵联络无挠
= 0 + g(ṡ,∇ṡw) ∵测地线

= 1
2

(
vg(w, v) + wg(v, v)− vg(v, w)

−g(w, [v, v])− g(v, [w, v]) + g(v, [v, w])

)
∵ (8.18)

这里 v, w 都可以看做 U 上的常向量场 [x 7→ v ∈ Tx] 和 [x 7→ w ∈ Tx], 那
么容易直接选取坐标卡验证知道 [v, w] = 0. 由于 g(v, v) = g(ṡ, ṡ) 是常数

(8.35), 这意味着 wg(v, v) = 0. 带入得到 df
dt (t) = 0. �

推论 8.41 对于 Riemann曲面M , 点 p ∈M , 存在开领域 U , 任意 q ∈ U ,
测地线是连接 p, q 之间最短的道路.
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证明 这是一个局部问题, 通过 exp−1 转化到欧式空间的开集 U 上. 任
意的曲线 s 连接 p = 0, q ∈ U . 考虑 s 切向量在 s 方向上的投影

s′⊥(t) =
g0(s

′(t), s(t))

g0(s(t), s(t))
s(t) =

gs(t)(s
′(t), s(t))

gs(t)(s(t), s(t))
s(t)

根据 (8.40), 这既是 Ts(t) 上的投影, 也是 T0 的投影. 记 | ∗ |p =
√
gp(∗, ∗),

计算知
d
dt |s(t)|0 =

d
dt
√
g0(s(t), s(t)) =

g0(s
′(t), s(t))√

g0(s(t), s(t))

于是

|s′⊥(t)|s(t) = |s′⊥(t)|0 =
d
dt |s(t)|0

这样

length(s) =

∫
I

|s′(t)|s(t)dt ≥
∫
I

|s′⊥(t)|s(t)dt

=

∫
I

|s′⊥(t)|0dt =
∫
I

d
dt |s(t)|0dt

= |q|0

而 |q|0 就是连接 0, q 的测地线的长度. �

尽管在局部上测地线是最短的线, 但是整体上则有可能不是, 例如球
面上的测地线就是大圆 (见习题9), 在一个大圆上任意选择两个点, 连接两
者较大的弧虽然是测地线但是距离反而是最远的.

8.4 曲率与 Gauss-Bonnet 公式 (未完成)

I. Riemann 曲率 下面我们来建立曲率的理论.

定义 8.42 (Riemann 曲率) 对于 Riemann流形M ,向量场X,Y, Z,W ∈
X(M), 记Riemann 曲率算子

X(M) ∋ R(X,Y )Z = ∇X(∇Y Z)−∇Y (∇XZ)−∇[X,Y ]Z
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图 8.5: 球面的测地线

以及Riemann 曲率张量

C ∞(M) ∋ R(X,Y, Z,W ) = g(R(X,Y )Z,W )

例 8.43 回顾 (8.26) 以及记号, 考虑 Xα =
∂

∂uα
, 那么

∇Xα
(∇Xβ

Xγ) = ∇Xα

(∑
δ Γ

δ
βγXδ

)
=
∑

δ

(
XαΓ

δ
βγ

)
Xδ +

∑
δ,ξ Γ

δ
βγΓ

ξ
αδXξ

=
∑

ξ

(
XαΓ

ξ
βγ +

∑
η Γ

η
βγΓ

ξ
αη

)
Xξ

从而

R(Xα, Xβ)Xγ =
∑
ξ

(
XαΓ

ξ
βγ −XβΓ

ξ
αγ +

∑
η

(
ΓηβγΓ

ξ
αη − ΓηαγΓ

ξ
βη

))
Xξ

这样假如 g(Xα, Xβ) = gαβ, 那么

R(Xα, Xβ, Xγ , Xδ) =
∑
ξ

g(Xξ, Xδ)

(
XαΓ

ξ
βγ −XβΓ

ξ
αγ +

∑
η

(
ΓηβγΓ

ξ
αη − ΓηαγΓ

ξ
βη

))

回忆经典的 Riemann 记号 (2.16), 故

R(Xγ , Xβ, Xα, Xδ) = Rδαβγ
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定理 8.44 对于 Riemann 流形 M , 向量场 X,Y, Z,W ∈ X(M), 上述
(8.42) 定义的 Riemann 曲率张量 R(W,X, Y, Z) 关于 X,Y, Z,W 都是

C ∞- 线性的, 且有如下恒等式

• R(W,X, Y, Z) = −R(X,W, Y, Z).

• R(W,Z, Y, Z) = −R(W,X,Z, Y ).

• R(W,X, Y, Z) = R(Y, Z,W,X).

• R(W,X, Y, Z) +R(X,Y,W,Z) +R(Y,W,X,Z) = 0. Bianchi 恒等
式

证明 我们只要验证 R(X,Y )Z 对各自是线性的, 先证明关于 Z 线性,

R(X,Y )fZ = ∇X(∇Y fZ)−∇Y (∇XfZ)−∇[X,Y ]fZ ∵定义
= ∇X [f(∇Y Z)]−∇Y [f(∇XZ)]− f∇[X,Y ]Z

+∇X((Y f)Z)−∇Y ((Xf)Z)− ([X,Y ]f)Z ∵定义
= f∇X(∇Y Z)− f∇Y (∇XZ)− f∇[X,Y ]Z

+(Xf)∇Y Z − (Y f)∇XZ

+(Y f)∇XZ − (Xf)∇Y Z

+[X(Y f)]Z − [Y (Xf)]Z − ([X,Y ]f)Z ∵定义
= fR(X,Y )Z

回忆在 (8.17) 证明的 [X, fY ] = (Xf)Y + f [X,Y ], 那么

R(X, fY )Z = ∇X(∇fY Z)−∇fY (∇XZ)−∇[X,fY ]Z ∵定义
= ∇X(f∇Y Z)− f∇Y (∇XZ)−∇f [X,Y ]+(Xf)Y Z

= Xf∇X(∇Y Z) + f∇X(∇Y Z)− f∇Y (∇XZ)

−f∇[X,Y ]Z − (Xf)∇Y Z ∵定义
= fR(X,Y )

类似可得关于 X 线性. 第一个恒等式直接根据定义. 对于第二条, 只需要
验证 R(W,X, Y, Y ) = 0, 然后展开 R(W,X, Y + Z, Y + Z) 即可. 先做一
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些计算

WXg(Y, Y ) = 2Wg(∇XY, Y ) = 2g(∇W (∇X), Y ) + 2g(∇XY,∇WY )

XWg(X,Y ) = 2Xg(∇WY, Y ) = 2g(∇X(∇W ), Y ) + 2g(∇WY,∇XY )

[W,X]g(Y, Y ) = 2g(∇[W,X]Y, Y )

第一式减去后两式得到

0 = 2g(∇W (∇X), Y )− 2g(∇X(∇W ), Y )− 2g(∇[W,X]Y, Y )

= 2g(∇W (∇X)−∇X(∇W )−∇[W,X]Y, Y )

= 2R(W,X, Y, Z)

得证. 下面我们来证明最后一个恒等式, 实际上只需要验证

R(W,X)Y +R(X,Y )W +R(Y,W )X = 0

下面开始计算

R(W,X)Y +R(X,Y )W +R(Y,W )X

= ∇W (∇XY )−∇X(∇WY )−∇[W,X]Y

+∇X(∇YW )−∇Y (∇XW )−∇[X,Y ]W

+∇Y (∇WX)−∇W (∇YX)−∇[Y,W ]X

= ∇W (∇XY −∇YX)−∇[W,X]Y

+∇X(∇YW −∇WY )−∇[X,Y ]W

+∇Y (∇WX −∇XW )−∇[Y,W ]X

= ∇W [X,Y ]−∇[X,Y ]W +∇X [Y,W ]−∇[Y,W ]X +∇Y [W,X]−∇[W,X]Y

= [W, [X,Y ]] + [X, [Y,W ]] + [Y, [W,X]] = 0
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再将最后一个恒等式写四遍, 利用前两个恒等式

R(W,X, Y, Z)︸ ︷︷ ︸
♡

+R(X,Y,W,Z)︸ ︷︷ ︸
♢

+R(Y,W,X,Z)︸ ︷︷ ︸
�

= 0

R(X,Y, Z,W )︸ ︷︷ ︸
−♢

+R(Y, Z,X,W )︸ ︷︷ ︸
△

+R(Z,X, Y,W )︸ ︷︷ ︸
†

= 0

R(Y, Z,W,X)︸ ︷︷ ︸
−△

+R(Z,W, Y,X)︸ ︷︷ ︸
‡

+R(W,Y,Z,X)︸ ︷︷ ︸
�

= 0

R(Z,W,X, Y )︸ ︷︷ ︸
−‡

+R(W,X,Z, Y )︸ ︷︷ ︸
−♡

+R(X,Z,W, Y )︸ ︷︷ ︸
†

= 0

故

R(Y,W,X,Z) +R(X,Z, Y,W ) = 0

这就证明了第三个恒等式. �

定义 8.45 Riemann 流形 M , 点 p ∈ M , 对于二维子空间 Π ⊆ Tp, 对 Π

的一组基 {X,Y }, 定义截面 (setional) 曲率

K(Π) =
R(X,Y, Y,X)

g(X,X)g(Y, Y )− g(X,Y )2

不难验证 (见习题26) 这和基的选取是无关的.

例 8.46 根据 (8.43), 以及 Gauss 绝妙定理 (2.18), 经典曲线唯一的截面
曲率就是 Gauss 曲率.

定义 8.47 对于 Riemann 流形 M , 曲线 I
s→M , 不妨假设是弧长参数,

此时 g(ṡ, ṡ) = 1. 和 Frenet 标架 (2.5) 中一样, 定义 s 的测地曲率为

κs =

∣∣∣∣ ∇ṡdt

∣∣∣∣ | ∗ | =
√
g(∗, ∗)

更一般地, 任何 1 维嵌入子流形 L→M 通过选取局部坐标卡在局部上成

为曲线, 这样也可以定义 κL ∈ C ∞(L).
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II. Gauss-Bonnet 公式 下面我们介绍大名鼎鼎的 Gauss-Bonnet公式.
为了能在 Riemann 曲面上计算微积分, 我们还需要定义一些更多的东西.
下面, 我们将目光放在 2 维 Riemann 流形上.

定义 8.48 (弧长微元与面积微元) 对于 1 维可定向 Riemann 流形 L, 选
取相容坐标卡 (U,φ = t), T =

∂

∂t
定义弧长微元为

ds =
√
g(T, T )dt

对于 2 维可定向 Riemann 流形 M , 选取相容坐标卡 (U,φ = (x, y)), 记
X =

∂

∂x
, Y =

∂

∂y
, 定义面积微元为

dA =
√
g(X,X)g(Y, Y )− g(X,Y )2dx ∧ dy

不难验证上述两个微分形式在相容坐标卡上定义的结果是相同的, 故
ds ∈ E(L),dA ∈ E2(M).

定理 8.49 (Gauss-Bonnet 公式) 对于 2 维 Riemann 流形, 假设 K ∈
C ∞(M) 是唯一的截面曲率, D 是一个紧致单连通带边区域, κ ∈ C ∞(∂D)

是 ∂D 的符号测地曲率, 其绝对值等于测地曲率, 但当 ∂D 靠近 D 时取

正, 反之取负, 那么 ∫
D

KdA+

∫
∂D

κds = 2π

证明 通过选坐标卡, Schmit 正交化, 适当地旋转, 利用紧致性, 存在 D

的某个开集 U 上的正交标架 X,Y ∈ X(U), 在每一点

g(X,X) = g(Y, Y ) = 1 g(X,Y ) = 0

假设在局部上 X,Y 的对偶基为 dx,dy, 不妨假设 dx∧ dy 与定向相容. 因
为

g(Y, Y ) = 1 ⇒ g(∇∂Y, Y ) = 0

g(X,Y ) = 0 ⇒ g(∇∂Y,X) = −g(Y,∇∂X)
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可以假设有 ω ∈ E1(U), 使得

∇X = ω⊗Y ∇Y = −ω⊗X

这样在每个点 p, 选取对偶基 dx|p, dy|p, 这样得到局部坐标 (x, y), 那么在
p 点, 因为 g(X,X)g(Y, Y )− g(X,Y ) = 1, 故

KdA
= R(X,Y, Y,X)dx ∧ dy ∵定义
= g(∇X(∇Y Y )−∇Y (∇XY )−∇[X,Y ]Y,X)dx ∧ dy

= g

(
∇X

(
− (ω(Y )X

)
−∇Y

(
− ω(X)X

)
+ ω([X,Y ])X,X

)
dx ∧ dy

= (−X(ω(Y )) + Y (ω(X)) + ω([X,Y ]) ) dx ∧ dy

= −dω(X,Y )dx ∧ dy ∵

X(ω(Y )) = LX(ω(Y ))

Cantan 魔术公式(7.86)

= −dω

实际上就是使用了习题18. 如果对 ∂D 选取弧长参数 t, 假设 s : I→ ∂D

是对应的边界, 那么 κds = ±
∣∣∇ṡ

dt

∣∣ds = ± |∇ṡṡ| ds. 为了计算, 假设
ṡ = cos θX + sin θY , 且使得 − sin θX + cos θY 向 D 内部, 其中 θ 定义在

∂D 任意极大一个单连通区域上, 例如 ∂D \ {p}, 其中 p ∈ ∂D,

∇ṡ = d(cos θ)⊗X + d(sin θ)⊗Y + cos θω⊗Y − sin θω⊗X

= − sin θ(dθ + ω)⊗X + cos θ(dθ + ω)⊗Y

这就说明

κds = (dθ + ω)(ṡ)ds = dθ + ω

因为 ∫
∂D

dθ =

∫
∂D\{p}

dθ = 2π∫
D

KdA = −
∫
D

dω∫
∂D

κds =

∫
∂D

ω +

∫
∂D

dθ
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故根据 Stokes 公式 (7.97),∫
D

KdA+

∫
∂D

κds = 2π

命题得证. �
实际上 Gauss-Bonnet 公式可以看做是 “多边形外角和” 是 2π 的推

广, 注意到其实角度的变化率就是上述定理的 κ. 当然, 如果允许 ∂D 分段

光滑, 自然还需要补充上分段产生的 “折角”.∫
D

KdA+

∫
∂D

κds+
n∑
i=1

αi = 2π

这则需要更多概念 (而不是新的证明), 相信读者已经能够理解.

D
α1

α2

α3

图 8.6: Gauss-Bonet 公式与 Gauss 的微笑

(有关同调的内容将和代数拓扑部分一同完成)
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记号表

记号 解释 位置

(T⊗T)p p 点的一个张量空间 (8.1)

(T⊗T)(M) M 的一个张量从 (8.1)

(X⊗X)(S) 一个 S 上的张量场 (8.1)

(T⊗ r ⊗A⊗ s)p p 点的一个张量空间 (8.1)

(T⊗ r ⊗A⊗ s)(M) M 的一个张量从 (8.1)

(X⊗ r ⊗E⊗ s) 一个 S 上的张量场 (8.1)

X ⊗Y 两个切向量场的张量 (8.1)

⟨ω,X⟩ 切向量场和 1 形式的配合 (8.1)

g Riemann 度量 (8.2)

g(∂,ð) Riemann 度量在切向量上的作用 (8.2)

g(X,Y ) Riemann 度量在切向量场上的作用 (8.2)

length(s) 曲线 s 的长度 (8.6)

∇ 联络 (8.13)

∇X 联络 (8.13)

Np 法空间 (8.19)

Np(M) 法空间 (8.19)

N(M) 法从 (8.19)

X⊥(S) S 上的法向量场 (8.19)

∂⊤ 切向量在切空间的投影 (8.19)

∂⊥ 切向量在法空间的投影 (8.19)

∇XY 联络 (8.22)
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B(X,Y ) 第二基本形式 (8.24)

X(s;M) 曲线 s 上的切向量场 (8.27)

∇XY 联络 (8.29)
∇
dt 协变导数 (8.30)

exp 指数映射 (8.37)

R(X,Y )Z Riemann 曲率算子 (8.42)

R(X,Y, Z,W ) Riemann 曲率张量 (8.42)

K(Π) 截面曲率 (8.45)

κs 曲线 s 的测地曲率 (8.47)

κL 一维子流形 L 的测地曲率 (8.47)

ds 弧长微元 (8.48)

dA 面积微元 (8.48)
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习题

习题 22 (Christoffel 符号) 回忆 (8.26) 中对自然标架的计算, 我们自然
地想到可以给 Riemann 流形都配上 Christoffel 符号. 在 Riemann 流形
上选取局部坐标卡 (U,φ = (x1, . . . , xn)), 记 Xα =

∂

∂xα
, 定义 Christoffel

符号为

∇Xα
Xβ =

n∑
γ=1

ΓγαβXγ

再记

g(Xα, Xβ) = gαβ gγδ是 gαβ 的逆矩阵

求证:

Γγαβ =
n∑
δ=1

g (∇Xα
Xβ, Xδ) g

δγ

以及 Gauss 公式

Γγαβ =
1

2

n∑
δ=1

gγδ
(
∂gβδ
∂uα

+
∂gαδ
∂uβ

− ∂gαβ
∂uδ

)

习题 23 (协变导数) 记号承上, 再证明, 对于曲线 I
s→M , 之后的协变导

数 (8.30), 对于

X(t) =
n∑
α=1

fα(t)(Xα)s(t)

协变导数是

∇X
dt =

∑
γ

(
dfγ
dt +

∑
α,β

fαΓγαβ
duβ
dt

)
Xγ

其中 uβ 是 s 的 β 分量. 实际上这给出了协变导数的表达式, 但是此时不
要求 s 是嵌入, 因此这种定义更广泛.
再证明测地线满足的方程是

d2uγ

dt2 +
∑
α,β

Γγαβ
duα
dt

duβ
dt = 0
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习题 24 (平行移动) 考虑 Riemann 流形 M , 考虑曲线 I
s→M , 其中 I 是

一个开区间, s 是嵌入, 对于 X ∈ X(s;M), 如果

∇X
dt = 0

则称 X 关于 sLevi-Civita 平行 , 简称平行 (parallel) . 证明: 对于平
行的 X, X 的长度 (即

√
g(X,X)) 不变, 对于两个平行的 X,Y , 在每一

点夹角不变. (提示: 因为 dg(X,Y )
dt = 0. 故 g(X,Y ) 在 t 上是常数. )

习题 25 我们会发现指数映射有些类似 (7.68) 的概念. 我们可以把一个
点朝某个切向量的方向 “推出去”, 在流形中我们选择是积分曲线, 在欧式
空间则可以选择测地线. 而这有无关系呢? 对于 Riemann 流形 M , 考虑
切从 TM , 如果 M 有坐标卡 (U,φ = (x1, . . . , xn)), 那么考虑 TM 的局部
(x1, . . . , xn, v1, . . . , vn), 定义向量场

G =

n∑
k=1

vk
∂

∂xk
−
∑
i,j,k

vivjΓkij
∂

∂vk
∈ X(TM)

证明: G 的积分曲线投影到 M 上就是测地线. (提示: 对应的方程是

dxh
dt =

n∑
k=1

vk
∂xh

∂xk
dvh
dt = −

∑
i,j,k

vivjΓkij
∂vh

∂vk

即
dxh
dt = vh

dvh
dt = −

∑
i,j

vivjΓkij

这当然解出测地线. )

习题 26 证明 (8.45) 的不难验证. (提示: 我们验证初等变换不改变 K,
数乘和交换是容易的, 而假设 Z = Y + λX, 那么

R(X,Z,Z,X) = R(X,Y + λX, Y + λX,X) ∵定义
= R(X,Y, Y,X) ∵ R(X,X, ∗, ∗) = 0



140 习题

g(X,X)g(Z,Z)− g(X,Z)2

= g(X,X)g(Y + λX, Y + λX)− g(X,Y + λX)2

= g(X,X)g(Y, Y ) + 2λg(X,X)g(X,Y ) + λ2g(X,X)2

−g(X,Y )2 − 2λg(X,Y )g(X,X)− λ2g(X,X)2

= g(X,X)g(Y, Y )− g(X,Y )2

故 K(Π) 与基的选择无关. )

问题 27 对于 Riemann 流形 M , 嵌入子流形 N→M , 假设 ∇, ∇̂, B 是
M,N 的 Riemann联络, 和 N 的第二基本形式, 证明如下的Weingarten
方程 , 对于 X,Y ∈ X(N), N ∈ X⊥(N),

g(∇XN,Y ) = −g(N,B(X,Y ))

对于点 p ∈ N , X,Y, Z,W ∈ TpN , 假设 RN , RM 分别是 N,M 上的

Riemann 曲率张量, 那么有Gauss 方程

RN (X,Y, Z,W )−RM (X,Y, Z,W ) = g(B(Y,Z), B(X,W ))−g(B(X,Z), B(Y,W ))

(提示: 第一条注意到

0 = Xg(N,Y )

= g(∇XN,Y ) + g(N,∇XY )

= g(∇XN,Y ) + g(N,B(X,Y )) ∵ ˆ∇XY ⊥ N

第二条注意到

RN (X,Y, Z,W ) = g

((
∇Y (∇XZ)

⊤)⊤ −
(
∇X(∇Y Z)

⊤)⊤ −
(
∇[X,Y ]Z

)⊤
,W

)
= g

(
∇Y (∇XZ)

⊤ −∇X(∇Y Z)
⊤ −∇[X,Y ]Z,W

)
= g

(
∇Y (∇XZ)−∇X(∇Y Z)−∇[X,Y ]Z,W

)
+g

(
∇Y (B(X,Z)),W

)
− g

(
∇X(B(Y, Z)),W

)
= RM (X,Y, Z,W )− g(B(X,Z), B(Y,W )) + g(B(Y, Z), B(X,W ))
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命题得证. )

问题 28 正如 d 可以作用到各个微分形式上一眼, 如果流形 M 上有联络

∇, 加上 X ∈ X(X), 也可作用在各个向量场上使之满足

• ∀f ∈ X⊗ 0(M) = C ∞(M), ∇Xf = df .

• ∀Y ∈ X(M), ∇XY 不变.

• ∀Y ∈ X⊗ a(M), Z ∈ X⊗ b(M), ∇X(Y ⊗Z) = ∇XY ⊗Z + Y ⊗∇XZ.

• ∀Y ∈ X⊗ r(M), ω ∈ Er(M), ∇(ω(Y )) = (∇Xω)(X) + ω(∇XY ).

• ∀Y ∈ X⊗ r(M), ω ∈ E⊗ r(M), ∇⟨ω, Y ⟩ = ⟨∇Xω,X⟩+ ⟨ω,∇XY ⟩.

• 以此类推.

证明: 对于 Riemann 流形 M , Xg(Y,Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ) ⇐⇒
∇g = 0. (提示: 因为

Xg(Y, Z) = ∇Xg(Y,Z)

= (∇g)(Y, Z) + g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ)

得证. )
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第十章 簇 (未完成)

10.1 仿射簇与正则映射

II. 簇

II. 正则映射

144



第十一章 概形 (未完成)
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图 1: Turing

图 2: Euclid
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图 3: Leibniz

图 4: Poisson
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图 5: Lie

图 6: Möbius
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图 7: Cartan

图 8: Stokes
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图 9: Riemann

图 10: Gauss
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bianchi 恒等式, 129
Borel 引理, 103

Cartan 魔术公式, 89
Christoffel 记号, 23
Christoff 符号, 135
Civita 联络, 117

Euler, 35

Frenet 标架, 18, 19, 42
Frobenius, 85

Gauss, 127
Gauss 公式, 24
Gauss 方程, 137
Gauss 曲率, 22
Gauss 绝妙定理, 27, 31
Grassman 流形, 101

Jacobi 恒等式, 79

Kronecker 的 δ, 23
k 形式, 77

Leibniz 律, 59

Levi-Civita 平行, 136
Levi-Civita 联络, 117
Levi 联络, 117
Lie 导数, 83
Lie 括号, 79

Poisson 括号, 79

Riemann 嵌入子流形, 117
Riemann 度量, 109
Riemann 曲率张量, 128
Riemann 曲率算子, 128
Riemann 流形, 109
Riemann 联络, 117
Riemann 记号, 26

u-曲线, 32
Urysohn, 2, 3

v-曲线, 32

Weingarten 方程, 137
Weingarten 变换, 22

一致拓扑, 7
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上半空间, 93
主方向, 35
主曲率, 35
主法向量, 19
余切从, 77
余切映射, 64
余切空间, 63

光滑, 56, 102
光滑映射, 56
光滑曲线, 15
光滑曲面, 19
光滑流形, 53
共形映射, 112
内蕴的, 22
函数芽, 58
分布, 84
切从, 76
切向量, 15, 19, 66
切向量场, 77, 121
切平面, 20
切映射, 64
切片, 76
切空间, 20, 60
协变导数, 122
协变微分, 36
单位分拆, 5
单位速率, 17
单参数变换群, 81
单曲面, 19

原像, 87
参数变换, 16, 21
双点实数轴, 51
反函数定理, 69
反向的, 16
可定向, 90
同向的, 16
坐标卡, 52
外 k 从, 77
外积, 87
子流形, 73
导数, 59
局部坐标, 52
局部延拓, 117, 122
局部有限, 5
嵌入, 73
带边区域, 93
常秩的, 69
平展的, 69
平行, 136
张量从, 108
张量场, 108
张量空间, 108
弧长参数, 17
弧长参数化, 17
微分, 88
微分同胚, 57
微分态射, 57
微分理想, 106
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微分结构, 52

截面曲率, 131
拓扑流形, 51
挠率, 19
支集, 5, 91
整体流动, 82
无挠的, 115
曲率, 19
曲线, 15, 31, 54, 66
曲面, 54
次法向量, 19
正则, 15, 19
法从, 117
法向量, 20
法向量场, 117
法曲率, 33
法空间, 117
流动, 81
测地曲率, 33, 131
测地线, 38, 124
浸入, 69
淹没, 69

球面, 54
相关的, 106
积分, 91
积分曲线, 80
第一基本形式, 21
第二基本形式, 22, 119

等距映射, 112
简单曲线, 15
终点, 66

联络, 114
肿块函数, 4
解析流形, 53
计算同态, 8
谱, 8
起点, 66
连续函数环, 7

适用坐标卡, 93
道路, 66
配合, 87
链式法则, 66
长度, 110
闭上半空间, 93
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