
FOC-PINC 第二试（信心场）题解 变异大老鼠（arrest）

FOC-PINC 第二试（信心场）题解
cdqz

签到题（qiandao）
如果一个点的度数不是 c 的倍数，那么它的贡献至少为 1。我们一定可以构造出一种方

案，使得度数是 c 的倍数的点的贡献为 0，其余的点的贡献为 1。这可以简单网络流证明，留

给读者练习。

M 弟娃（magic）
考虑对于一对点，将哪些点作为根会使这对点产生贡献。现在假定 1 为实际根，分两种

情况：若这两个点不是祖先儿子关系，则将根选在两个点的子树里时，这对点会产生贡献；若

这两个点是祖先儿子关系，令深度较深的点为 x，较浅的为 y，y 在这条链上的儿子为 z，则

将根选在 x 的子树里，或是不在 z 的子树里时，这对点会产生贡献。

求出 dfs 序，相当于我们只需要支持区间加，全局 max 即可。

变异大老鼠（arrest）

20pts

暴力枚举每个点放几个人计算最大答案即可。

100pts

考虑 SPT 上树形 dp。fi,j 表示在以 i 为根的子树中，总共放了 j 个警察，逮捕到杨吞天

的最大概率。枚举当前节点放几个警察正常树形 dp 转移。
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FOC-PINC 第二试（信心场）题解 朝鲜时蔬（vegetable）

朝鲜时蔬（vegetable）
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⌊
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|P4,4 (Sn)| =
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整除分块计算 (2), (5), (9)，其余直接计算即可。时间复杂度 O (
√
n)，空间复杂度 O (1)。

m = 1, k = 1

从 n 个数中任选 1 个。
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FOC-PINC 第二试（信心场）题解 朝鲜时蔬（vegetable）

m = 2, k = 1

对于正整数 a1 < a2，因为

a2 ∤ a1 =⇒ a2 ∤ (a1 + a2) .

所以只可能有

a1 | (a1 + a2) =⇒ a1 | a2.

枚举 a1 算出对应的 a2 个数求和即可。

m = 2, k = 2

从 n 个数中任选 2 个。

m = 3, k = 1

假设 n 足够大且存在三个不同的正整数数 a1, a2, a3 满足
a1 | (a1 + a2 + a3) ,

a2 | (a1 + a2 + a3) ,

a3 | (a1 + a2 + a3) .

不失一般性假设正整数 1 < x < y < z 满足
xa1 = a1 + a2 + a3,

ya2 = a1 + a2 + a3,

za3 = a1 + a2 + a3.

则
1

x
+

1

y
+

1

z
= 1.

由于

1 =
1

x
+

1

y
+

1

z
<

3

x
=⇒ x < 3 =⇒ x = 2.

因此

(y − 2) (z − 2) = 4.

从而得到唯一解 (x, y, z) = (2, 3, 6)

所以 {a1, a2, a3} = {k, 2k, 3k} (k ∈ N∗)。故在 n ≥ 3 时即满足假设条件。
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FOC-PINC 第二试（信心场）题解 朝鲜时蔬（vegetable）

m = 3, k = 2

对于正整数 a1 < a2 < a3，有(a1 + a3) ∤ a2 =⇒ (a1 + a3) ∤ (a1 + a2 + a3) ,

(a2 + a3) ∤ a1 =⇒ (a2 + a3) ∤ (a1 + a2 + a3) .

所以只可能有

(a1 + a2) | (a1 + a2 + a3) =⇒ (a1 + a2) | a3.

枚举 a1 + a2 算出对应的拆分方案数与 a3 的个数求和即可。

考虑计算 a1 + a2 的拆分方案数：枚举 a1 则可以确定唯一 a2，这样“a + b 形式”的会

被计算 2 次，“a+ a 形式”的（如果有）会被计算 1 次，减掉后者的情况后除以 2 就能得到

a1 + a2 的拆分方案数。

m = 3, k = 3

从 n 个数中任选 3 个。

m = 4, k = 1

假设 n 足够大且存在三个不同的正整数数 a1, a2, a3, a4 满足

a1 | (a1 + a2 + a3 + a4) ,

a2 | (a1 + a2 + a3 + a4) ,

a3 | (a1 + a2 + a3 + a4) ,

a4 | (a1 + a2 + a3 + a4) .

不失一般性假设正整数 1 < x < y < z < w 满足

xa1 = a1 + a2 + a3 + a4,

ya2 = a1 + a2 + a3 + a4,

za3 = a1 + a2 + a3 + a4,

wa4 = a1 + a2 + a3 + a4.

则
1

x
+

1

y
+

1

z
+

1

w
= 1.
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FOC-PINC 第二试（信心场）题解 朝鲜时蔬（vegetable）

假设 x ≥ 3，则
1

x
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1

y
+

1

z
+

1

w
≤ 1

3
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4
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5
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6
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于是

1 < x < 3 =⇒ x = 2

假设 y ≥ 6，则
1

y
+

1

z
+

1

w
≤ 1

6
+

1

7
+

1

8
<

1

2
.

于是

2 = x < y < 6 =⇒ y = 3 ∨ y = 4 ∨ y = 5

若 y = 3，有

(z − 6) (w − 6) = 36.

若 y = 4，有

(z − 4) (w − 4) = 16.

若 y = 5，有

(3z − 10) (3w − 10) = 100.

分别解之并验证，得到解 (x, y, z, w) = (2, 3, 7, 42)，(2, 3, 8, 24)，(2, 3, 9, 18)，(2, 3, 10, 15)，(2, 4, 5, 20)

或 (2, 4, 6, 12)。所以 {a1, a2, a3, a4} = {k, 2k, 3k, 6k}，{k, 2k, 6k, 9k}，{k, 3k, 8k, 12k}，{k, 4k, 5k, 10k}，
{k, 6k, 14k, 21k} 或 {2k, 3k, 10k, 15k} (k ∈ N∗)。

故在 n ≥ 6 时即满足假设条件，n = 4 与 n = 5 的情况另算即可。

m = 4, k = 2

对于正整数 a1 < a2 < a3 < a4，有(a2 + a4) ∤ (a1 + a3) =⇒ (a2 + a4) ∤ (a1 + a2 + a3 + a4) ,

(a3 + a4) ∤ (a1 + a2) =⇒ (a3 + a4) ∤ (a1 + a2 + a3 + a4) .

假设 n 足够大且存在 a1 < a2 < a3 < a4 满足

(a1 + a2) | (a1 + a2 + a3 + a4) =⇒ (a1 + a2) | (a3 + a4) ,

(a1 + a3) | (a1 + a2 + a3 + a4) =⇒ (a1 + a3) | (a2 + a4) ,

(a1 + a4) | (a1 + a2 + a3 + a4)

(a2 + a3) | (a1 + a2 + a3 + a4)
=⇒ a1 + a4 = a2 + a3.

设

s (a1 + a3) = a2 + a4 = 2a2 + a3 − a1 < 3 (a1 + a3) .
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FOC-PINC 第二试（信心场）题解 朝鲜时蔬（vegetable）

所以

1 < s < 3 =⇒ s = 2.

设

t (a1 + a2) = a3 + a4 = 5a2 − 7a1 < 5 (a1 + a2) .

所以

2 = s < t < 5 =⇒ t = 3 ∨ t = 4.

验证可得 {a1, a2, a3, a4} = {k, 5k, 7k, 11k} 或 {k, 11k, 19k, 29k} (k ∈ N∗)。

故在 n ≥ 11 时即满足假设条件，n < 11 的情况另算即可。

m = 4, k = 3

对于正整数 a1 < a2 < a3 < a4，有
(a1 + a2 + a4) ∤ a3 =⇒ (a1 + a2 + a4) ∤ (a1 + a2 + a3 + a4) ,

(a1 + a3 + a4) ∤ a2 =⇒ (a1 + a3 + a4) ∤ (a1 + a2 + a3 + a4) ,

(a2 + a3 + a4) ∤ a1 =⇒ (a2 + a3 + a4) ∤ (a1 + a2 + a3 + a4) .

所以只可能有

(a1 + a2 + a3) | (a1 + a2 + a3 + a4) =⇒ (a1 + a2 + a3) | a4.

枚举 a1 + a2 + a3 算出对应的拆分方案数与 a4 的个数求和即可。

考虑计算 a1 + a2 + a3 的拆分方案数：枚举 a1 则可以计算 a2 + a3 的拆分方案数，这样

“a+ b+ c 形式”的会被计算 6 次，“a+ a+ b 形式”的会被计算 3 次，“a+ a+ a 形式”的

（如果有）会被计算 1 次。枚举 a 确定唯一 b 来减掉“a + a + b 形式”的情况后“a + a + a

形式”的被多减掉了 2 次。再加上这种情况并除以 6 就能得到 a1 + a2 + a3 的拆分方案数。

由于 n ≥ 6 时才能满足，所以 n = 4 与 n = 5 的情况另算即可。

m = 4, k = 4

从 n 个数中任选 4 个。
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