
机器人逆动力学（Robot Inverse Dynamics） 
任  程 

逆动力学问题是指：已知某一时刻机器人各关节的位置 q，关节速度 q及关节

加速度 q，求此时施加在机器人各杆件上的驱动力（力矩） τ。 

逆动力学问题在机器人控制与计算机动画领域都有广泛的应用。例如当给出期

望的机器人运动状态时，我们可以通过逆动力学解算来分析其力矩是否可以由作动

系统实现。在计算机动画领域，可以利用优化算法求解力矩消耗最小的动画过程

（如文献[1]）来得到一个自然的动画。另外，逆动力学也常作为正动力学的一个

子部分来求解正动力学（正动力学指已知力和力矩，求系统状态）。 

逆动力学可以利用牛顿欧拉(Newton-Euler)方程来求解，也可以利用拉格朗日

(Lagrange)方程来求解（二者的等价性与区别读者可以参看文献[2]中的 2.3 节）。

本文旨在讲解如何基于牛顿欧拉(Newton-Euler)方程来求解机器人逆动力学，其算

法被称为“迭代牛顿欧拉算法(Recursive Newton-Euler Algorithm)”。 

1. 预备知识 
在介绍“迭代牛顿欧拉算法(Recursive Newton-Euler Algorithm)”之前，让我

们先看一下什么是牛顿欧拉方程： 
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其中 ( )ta 表示线加速度， ( )tω 表示角加速度（角速度的导数），等式左边的求

和符号表示公式中应该使用合力与合力矩。关于如何得出牛顿欧拉方程，请参看我

的前一篇文章：《刚体动力学》

http://www.cnblogs.com/ArenAK/archive/2010/06/07/1753427.html 

2. 迭代牛顿欧拉算法 
下面我们说明什么是“迭代牛顿欧拉算法(Recursive Newton-Euler 

Algorithm)”，即它如何从系统状态求解出力矩，之后在下一节本文将说明为什么

要进行“迭代”计算，从而导出此算法的复杂度。 

迭代牛顿欧拉算法包含两个迭代过程： 



（1）第一个迭代过程由机器人运动系统的根节点开始，逐步向各个叶子节点

进行迭代。在此迭代过程中各个杆件的运动速度（线速度 v、角速度ω）、运动加

速度（线加速度 v、角加速度ω）被依次求出，从父节点向子节点迭代的直观原因

是父节点会带动子节点运动，因此子节点的速度/加速度要在父节点的速度/加速度

求出后迭代求出： 
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其中速度（线速度 iv 、角速度 iω ）和加速度（线加速度 iv 、角加速度 iω ）都

表示在杆件 i的局部坐标系 iF 中； 

    线速度 iv 和线加速度 iω 为杆件 i局部坐标系原点的运动速度（表示在局部坐标

系 iF 中）； 

    z为杆件 i的运动轴（平移轴或旋转轴）在坐标系 iF 中的方向； 

    iq ， iq 为测量得到的杆件 i旋转的速度和加速度数值（是标量）； 

    1
i

i−E 为由坐标系 1iF − 到坐标系 iF 的旋转矩阵； 

    1i
i

− r为坐标系 iF 的原点在坐标系 1iF − 中的位置。 

同时由于各个杆件所受的合力、合力矩只与加速度有关，因此在此迭代过程中

各杆件所受的合力、合力矩也可以被求出： 
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其中 iF、 iN 分别为杆件 i的质心所受到合力、合力矩。 

        im 为杆件 i的质量， ic 为杆件 i的质心在坐标系 iF 中的坐标， cm
iI 为坐标系 iF 中以

质心为参考点杆件 i的惯量阵。 

（2）第二个迭代过程的方向由叶子节点开始，逐步向根节点进行迭代，目的

是求出各个杆件之间的相互作用力。每个杆件受到的力（力矩）包括父杆件作用于

本杆件的力（力矩），子杆件作用于本杆件的力（力矩），以及重力。对于最末端



的叶子杆件，不存在子杆件的作用力（即下式中 1n+ =f 0， 1n+ =n 0），因此可以从

子杆件开始算起，逐步推导出各个杆件之间的相互作用力（力矩）。 
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其中 if 、 in 分别为杆件 i经由关节 i而受到的力、力矩。 

最后可求出杆件在某个轴向上所受到的力矩的大小（标量）： 

 T
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3. 迭代计算的优越性 
现在我们已经知道了如何利用迭代牛顿欧拉算法进行计算，我们再来看看为何

要进行“迭代”计算。实际上，不进行迭代也可以计算出结果，然而不进行迭代将

会存在过多的冗余计算，大大影响计算效率。我们将以速度的计算为例来说明，为

了叙述简单，我们设各个关节只有一个自由度，各个速度量表示在一个公共坐标系

（而不是各个杆件的局部坐标系）下。因此利用递归方法杆件 i的速度表达式为： 
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设根节点处的速度为 0 0v = 。非递归方法杆件 i的速度表达式为： 
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设m 代表一个标量与向量相乘的计算代价，a 代表两个向量进行相加的计算代

价。那么调用一次式(1.11)的计算代价为m a+ ，调用一次式(1.12)的计算代价为

( 1)im i a+ − ，则利用式(1.11)计算机器人前n个杆件的计算代价为 ( )n m a+ ，而利

用式(1.12)进行相应计算的代价为
1 ( ( 1) ( 1) )
2

n n m n n a+ + − 。因此，利用递归计算式

(1.11)获得了复杂度为 ( )O n 的高效率计算，而利用非递归计算式(1.12)则获得复杂

度为 2( )O n 的低效率计算。 

非递归式计算效率低的原因在于进行了过多的冗余计算： 
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可见 0
0 1rω 这一项被重复计算了n 次， 1

1 2rω 被计算了 1n − 次，等等。递归算法避

免了此类冗余计算，因而获得了高效率。 

当公式越复杂时，递归与非递归获得的效率差别更大。例如利用递归来计算加

速度，则复杂度由 3( )O n 降为 ( )O n ，而力矩的计算则更是从复杂度 4( )O n 降为

( )O n 。因此迭代牛顿欧拉算法实现了复杂度为 ( )O n 的逆动力学计算。 

 

说明：本文 2、3 节内容大多参考了文献[3]。 
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