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摘要：字典序法是生成全排列的经典算法。本文在对字典序法进行分析的基础上，提出

了一种基于逆序列的改进字典序全排列生成算法。通过与传统的四种全排列生成算法进

行对比，本文方法可以大大提高全排列的生成效率。
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1 引言

全排列问题是组合数学中的经典问题。全排列在解决很多问题中作为基础算法出

现。目前主要的全排列生成算法有字典序法、递增进位制数法、递减进位制数法和

邻位对换法（SJT）[1]。在这四种算法中，字典序法在实际应用中最为普遍。字典序

法借鉴字典中字符的排列顺序，在应用中更为直观。C++ 标准程序库中有两个函数

next_permutation, prev_permutation，可以生成字典序排列。因此，如何更快地利用字典

序法生成全排列一直是科研工作者的目标。

2 字典序法

2.1 算法流程

字典序法生成全排列的算法如下，设 P = p1, p2, . . . , pn是 1−n的全排列,下一个排

列的生成算法为

• 从排列的右端开始，找出第一个比右边数字小的数字的序号 j（j 从左端开始计

算），即 j = max{i|pi < pi+1}。

• 在 pj 的右边的数字中，找出所有比 pj 大的数中最小的数字 pk，即 k = max{i|pi >

pj}（右边的数从右至左是递增的，因此 k是所有大于 pj 的数字中序号最大者）。
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• 对换 pj，pk。

• 再将 pj+1, . . . , pk−1, pk, pk+1, . . . , pn倒转得到排列P
′
= p1p2 . . . pj−1pjpn . . . pk+1pkpk−1 . . . pj+1，

这就是排列 P 的下一个下一个排列。

要生成 1− n的全排列，那么算法的初始序列为 123 . . . n，终止序列为 n(n− 1) . . . 1。

2.2 算法的正确性

我们首先给出比较两个序列 P 1 = p11, p
1
2, . . . , p

1
n 和 P 2 = p21, p

2
2, . . . , p

2
n 大小的定义：

假设 P 1和 P 2的前 j(0 < j < n)个数均相同，若 p1j > p2j，则 P 1 > P 2，若 p1j < p2j，则

P 1 < P 2。特别的，若 p1j = p2j，则 P 1 = P 2。

要证明这个算法的正确性，我们只要证明生成的下一个排序是恰好比当前排列大的

最小的一个序列即可。

• 第一步找出的序列 pj+1, pj+2, . . . , pn是一个递减序列

• 第二步和第三步得到 p1, p2, . . . , pj−1, pk, pj+1, . . . , pk−1, pj , pk+1, . . . , pn。因为

pk > pj，这就保证了新的序列大于原来的序列。

• 第四步通过将 pk 后边的序列逆转（原序列是递增序列），从而得到比当前序列大

的最小的序列。

3 字典序法的改进

首先给序列的逆序列的概念。

定义 1 序列 P 的逆：设原序列 P = p1, p2, . . . , pm，将 P 按照元素从小到大的顺序排列

得到序列 R = r1, r2, . . . , rm，按照元素从大到小的顺序得到序列 S = s1, s2, . . . , sm。则

序列 P 的逆序列 Q的元素 qi定义为

qi = rj where sj = pi, i = 1, 2, . . . ,m (1)

记为 P̄。例如序列 1234的逆序列为 4321，13462的逆序列为 63214。

定理 3.1 不同序列的逆序列也不同。

定理 3.2 字典序法生成的前 n!
2 个序列的逆序列均大于第

n!
2 个序列。



定理 3.1的正确性是显然的，这里给出定理 3.2的证明：令 AP 表示 1 − n的一个

排列 P 对应的递增进位制数，显然有 AP ≤ n! − 1。若 P 位于字典序的前 n!
2，则有

AP ≤ ⌊n!−1
2 ⌋，注意到 AP +AP̄ = n!− 1，所以 AP̄ = n!− 1−AP ≥ ⌈n!−1

2 ⌉。定理获证。

定义 2 序列 P 的 j 后部分逆：设序列 P = p1, p2, . . . , pj−1, pj , pj+1, . . . , pm，Q =

pj+1, pj+2, . . . , pm，R = Q̄，则序列 P 的 j 后部分逆为 P̄j = p1, p2, . . . , pj−1, pj , R。

定理 3.3 设 1−n的排列 P = p1, p2, . . . , pj−1, pj , pj+1, . . . , pn，易知以 p1, p2, . . . , pj−1, pj

开头的排列的个数为 (n − j)!。则字典序法生成的以 p1, p2, . . . , pj−1, pj 开头的前
(n−j)!

2

个序列的 j 后部分逆序列均大于以 p1, p2, . . . , pj−1, pj 开头的第
(n−j)!

2 个序列。

可以用类似于 3.3的证法证明：将 pj+1, pj+2, . . . , pn−1, pn 按照元素的大小顺序映射

到 1− (n− j)的序列，我们只关心序列的大小顺序而不关心具体的数值，那么可以将该

问题转化为 j 后的 1 − (n − j)的全排列问题。若只考虑后 1 − (n − j)的排列，根据定

理 3.2，前 (n−j)!
2 个序列的逆序列均大于第 (n−j)!

2 个序列。定理获证。

3.1 算法描述

根据定理 3.1和 3.2，我们产生一个字典序的排列时（该排列位于前 n!/2），通过

对该序列求逆序列，从而调用一次字典序法可以生成两个序列。根据定理 3.3，以

p1, p2, . . . , pj−1, pj 开头的序列同样可以通过求 j 后逆序列的方式产生新的排列。我们用

字典序法产生一个排列 P 时，可以通过产生 P̄ 以及 P̄j 来进一步提高字典序法产生全排

列的速度，当 j = 1时，理论上可以达到原来字典序法效率四倍的性能，下面给出改进

的字典序法的程序流程。

设 P = p1, p2, . . . , pn是 1− n的一个全排列,改进的字典序法的流程为

• 产生 P 的逆序列 P̄ 输出。

• 依次产生 Qj = P̄j，j = 1, 2, . . . , k输出。

• 依次产生 Qj 的逆序列 Q̄j 输出。

• 利用字典序法产生 P 的下一个序列。

下面以举例的形式演示该算法的执行过程。

例 1 当 j = 0时，该算法只产生 P̄。P = 1243，则 P̄ = 4312，这样调用一次字典序法

可以产生两个序列。算法初始的序列为 1234，终止序列为 2431，全排列的产生顺序如

表 1所示。当 j = 0时，本文的改进算法只需 n!/2次操作，而传统的字典序法需要 n!次

操作。



表 1: 当 j = 0, n = 4时的改进的字典序法的执行流程
产生顺序 1 2 3 4 5 6

P 1234 1243 1324 1342 1423 1432
P̄ 4321 4312 4231 4213 4132 4123

产生顺序 7 8 9 10 11 12
P 2134 2143 2314 2341 2413 2431
P̄ 3421 3412 3241 3214 3142 3124

例 2 当 j = 1时，该算法产生 P̄，Q = P̄1以及 Q̄。P = 1243，则 P̄ = 4312，Q = 1423，

Q̄ = 4132，这样调用一次字典序法可以产生四个序列。算法初始的序列为 1234，终止

序列为 2314，全排列的产生顺序如表 2所示。当 j = 1时，本文的改进算法只需 n!/4次

操作，而传统的字典序法需要 n!次操作。

表 2: 当 j = 1, n = 4时的改进的字典序法的执行流程
产生顺序 1 2 3 4 5 6

P 1234 1243 1324 2134 2143 2314
P̄ 4321 4312 4231 3421 3412 3241
Q 1432 1423 1342 2431 2413 2341
Q̄ 4123 4132 4213 3124 3142 3214

从这两个例子可以看出，本文提出的改进的字典序法在产生一个字典序排列时可以

产生对应的逆序列和 j 后逆序列，从而大大加快字典序法生成全排列的速度。

4 实验与分析

为了检验本文提出的基于逆序列的字典序法的改进算法的效率和正确性，我们将本

文方法和传统的字典序法进行对比。实验部分在内存为 1GB的 PC机上进行，操作系统

为 CentOS，编程语言采用 C语言。为了得到更准确地算法运行时间，每个实验运行了

10次，并取运行时间的平均值。计算运行时间时除去了 I/O开销。

表 3: 改进的字典序法与传统字典序法的效率对比（单位：ms）
传统字典序法 改进算法 j = 0 改进算法 j = 0 SJT算法

n = 10 120 60 50 60
n = 11 1050 530 400 450
n = 12 11890 5850 5100 5310

从表 3可以看出，本文提出的基于逆序列的字典序改进算法有效地提高了传统字典

序法的性能，使得运行时间少于原来的一半1。同时我们也看到，当 j = 1时，改进算法

1我们将本文方法分别与四种经典的全排列生成方法均进行了对比，但递增进位制数和递减进位制数效
率较低，因此比较结果没有在正文中展示，详细见附录。



没有达到理论值（效率是传统方法的四倍），原因是当 j = 1时，在程序中需要加入更

多的分支和判断条件，使得算法效率没有期望的高。经典的全排列方法除了字典序法，

还有递增进位制数、递减进位制数和邻位对换法。邻位对换法中下一个排列总是上一个

排列某相邻两位对换得到的，只需一步，就可以得到一个新的全排列，而且绝不重复，

是四种方法中效率最高的算法。因此我们将本文方法与邻位对换法（SJT）进行对比。

从表 3可以看出，当 j = 1时，本文实现的基于逆序列的字典序改进算法在速度上已经

优于邻位对换法。这也证明了本文方法的有效性。对于 j > 1的情况，我们没有给出具

体的实验结果，但理论上算法效率可已经一步提高。

5 结语

为了有效提高全排列的字典序生成算法的生成效率，本文提出了一种基于逆序列的

字典序算法。首先对算法的正确性进行了证明，然后给出具体的实现过程。实验结果表

明，本文方法可以有效地提高字典序法的生成速度。
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附录

在实验对比部分，我们将本文实现的字典序改进算法与四种传统的全排列生成算法进行了

对比。实验结果见表 4和图 1所示。源程序见附件。

表 4: 改进的字典序法与传统方法的效率对比（单位：ms）
递增进位制数 递减进位制数 邻位对换法 传统字典序法 改进字典序法 j=0 改进字典序法 j=1

n=8 10 10 0 0 0 0
n=9 90 100 0 0 0 0
n=10 720 970 60 120 60 50
n=11 8580 11570 450 1050 530 400
n=12 114650 158220 5310 11890 5850 5100

图 1: 改进的字典序法与传统方法的效率对比（单位：ms）
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