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第一章 分析力学基础

1.1 力学的变分原理

利用变分原理的形式，可以将力学直到整个

经典物理的基本方程写成某种统一的形式。此外，

变分技巧的使用，使得处理曲线坐标和约束问题

都更加简单，其基本概念是引入作用量描述。

考虑一个系统，列出其所有自由度的描述量，

称之为广义坐标。它们不必是直角坐标形式，在

定义了广义坐标之后，可以引入拉格郎日量

L = T − U = L(q, q̇, t)

其中T和U分别是动能和势能。

假设系统初始时刻t1处于位形q1，在末时

刻t2演化为位形q2，中间过程将是一组路径：

q = q(t)， q̇ = q̇(t)。 那么，我们有力学的哈密

顿变分原理（最小作用量原理）：

在一切起点和终点固定的可能路径中，真实

路径q = q(t)将使得作用量

S =
∫ t2

t1
L(q, q̇, t)dt

取最小值。

例如，考虑自由质点的运动，也就是其中U =

0。这样，L = 1
2 mż2，假设起点和终点分别是q(0) =

0,q(T ) = x。注意到
∫ T

0
q̇2dt = q̇2T ≥ (q̇)2T，其中等

式仅当 q̇是个常数的时候才成立，因此知道真实运

动一定是匀速直线运动。

我们引入一般的变分方法处理这个问题。注

意到在现在的问题中，q(t)是个函数， 也就是S是

个“函数的函数”，亦即泛函。 现在在q(t)上加上

一个无穷小函数δq(t)，那么S也要变成S + δS，现

在我们需要的是把δS用类似标准微分学的方法表

达出来。

处理这个问题最简单和清晰的方法是

将δq形式地表达成一组本征函数的组合，δq =∑
i ϵiηi(x),取其中的ϵi是一组小常数，然后可以

在ϵi → 0的极限下，把δS写成ϵi的级数展开。

不过，为了处理的简便，我们用写起来比较

简洁（同时也是比较通用的方法）来简化这种表

述。我们可以注意到，其实ϵi只是一个形式因子，

我们需要的其实只是按照δq的阶次展开，我们只

要写出展开形式是什么（而且实际上，只需要一

阶展开形式）。

我们首先不考虑动能项，看看纯粹坐标函数

部分导致的积分会是什么样子，例如

∫ t2

t1
f (q(t) + δq(t))dt =

∫ t2

t1
f (q(t))dt

+

∫ t2

t1
f ′(q)δqdt +

∫ t2

t1
f ′′(q)δq2dt + ... (1.1)

从而，我们可以把δS写成δS 1 + δS 2 + ...，其中

δ1S =
∫ t2

t1
f ′(q)δq(t)dt

7
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δ2S =
∫ t2

t1
f ′′(q)δq(t)2dt

如果我们把δq看做一个“无穷小量”，那么上

述两项就是和 δq的一次和二次方相当。从微分学

的类似经验中我们可以猜到，上述S取极值的条

件，是δ1S为零。（如果要确定极大值还是极小值，

显然需要的是确定δ2S的符号，但我们暂时不需要

考虑这个问题）。

问题是δq基本的是个任意函数，除了我们知

道它足够小（如何定义一个函数足够小？这是一

个数学问题，但我们暂且不管他)。要使得δ1S对

于任何δq都是零，唯一的可能就是积分中的“核”

f ′(q) = ∂ f (q)
∂q = 0。

为了简便起见，我们以后直接把δ1S记为δS。

前面的计算中没有考虑动能项，我们现在需要连

同动能项，把S的一阶变化（称为“一阶变分”）

写成类似上面的积分形式：

δS = δ
∫ t2

t1
L(q, q̇, t)dt =

∫ t2

t1
ϕ(...)δqdt

展开δS的表达式，就是

δS =
∫ t2

t1
L(q + δq, q̇ + δq̇, t)dt −

∫ t2

t1
L(q, q̇, t)dt

=

∫ t2

t1

(
∂L
∂q
δq +

∂L
∂q̇
δq̇

)
dt

(1.2)

利用关系式δq̇ = d δq
dt ,分部积分后上式变成

δS =
[
∂L
∂q̇
δq

]t2

t1

+

∫ t2

t1

(
∂L
∂q
− d

dt
∂L
∂q̇

)
δqdt = 0

由 于 路 径 的 两 个 端 点 是 固 定 的，

δq(t1)和δq(t1)都是0， 所以后面的积分也是0。这

样，δq一阶项系数为0的条件给出一个方程

∂L
∂q
− d

dt
∂L
∂q̇
= 0

这个方程称为拉格郎日运动方程。

一个有用的定义是所谓“泛函导数”。我们可

以注意到S是“函数的函数”，也就是泛函。 一般

来说我们可以把一个泛函写成

F[x(t)] =
∫ t2

t1
f (x, ẋ, t)dt

而它的变分可以写成

δF =
∫ t2

t1
g(x, ẋ, ẍ, t)dt

那么我们说F的“泛函导数”为

δF[x(t)]
δx(t)

= g

于是，对于任何一个力学系统，确定运动规

律的问题归结为写出拉格郎日量L(q, q̇, t)，写出这

个量后，就可以写出运动方程。

除了上面的哈密顿原理，力学中还存在很多

其他的变分原理，它们彼此之间通常是等价的。

一个等价也很有意义的原理是莫培督变分原理。

为什么会有这些变分原理？考虑一个质点在

势场中的运动，L = T − U，在两点距离够近的时

候，U可以看成常数，那么L = −E+2T = −E+p∗v，
因此dS = −Edt + pdx。在量子力学中，这是沿对

应方向波函数相位的改变dϕ = kx − ωt，所以，在

量子力学看来，粒子是沿波函数相位变化最慢的

方向运动。

一个类似的概念是光学中的Fermat最小光程

原理：几何光学路径是所有可能的传播路径中光

程最小的。这是由于波动的传递是穿过空间中一

切可能的路线，每条路线提供差不多的贡献，但
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在大部分路径上，由于相位极度剧烈的变化，光

学贡献抵消，只有在极值路径附近，波动叠加才

给出有价值的贡献。

同样，在直观上，可以认为粒子实际上穿过

了空间一切可能的轨道，然而在经典条件下，只

有极值路径附近的轨道才提供有价值的贡献，因

此粒子看上去是沿唯一的轨道运行。一旦作用

量S变得和普朗克常数可以比拟，那么S的变化不

够剧烈， 其他路径处的贡献就不能完美抵消，于

是出现了波动性。

1.2 正则形式的运动方程

1.2.1 守恒定律和正则变量

考虑拉格郎日量L(q, q̇, t)。假设这个体系具有

平移不变性，也就是在做q− > q + ϵ的变换的时候

系统的拉格郎日量不变，那么在这个变易下应该

有δL =
∑
α

∂L
∂qα
ϵα = 0，也就是 ∂L

∂qα
= 0，利用拉格郎

日运动方程得出

d
dt
∂L
∂q̇α
= 0

这就是说，当系统按照拉格郎日运动方程变

化的时候，物理量 ∂L
∂q̇α
是个守恒量。如果qα是普通

坐标x, y, z之一，这个量就是对应的动量，所以在

一般情况下，我们称这个量为和qα共轭的广义动

量pα。

和这个量的导出类似，我们可以完全相同的

得到关于时间的守恒定律。假定L = L(q, q̇)不显含

时间，那么

d
dt

L =
∑

i

∂L
∂qi

dqi

dt
+

∑
i

∂L
∂q̇i

dq̇i

dt

运用拉格郎日运动方程，这个表达式就是

d
dt

L =
∑

i

d
dt

(
∂L
∂q̇i

)q̇ +
∑

i

∂L
∂q̇i

q̈i

=
d
dt

∑
i

piq̇i (1.3)

因此得到量
∑

i piq̇i − L是个守恒量，在前面普

通坐标形式下，这个量就是能量，所以我们称这

个量为能量，也叫哈密顿量。

1.2.2 正则形式

拉格郎日形式中，描述力学系统的参量

是q, q̇。（这是什么意思？简单的说，就是q的变

化率是q̇, q̇的变化率则是q的函数，它们形成了一

组自治微分方程系统。）很多情况下，使用正则坐

标和正则动量q, p更加方便。为此我们把运动方程

变换到使用上述两个参量的形式。这种变换方法

称为勒让德变换。

变换的基本概念如下：使用拉格郎日形式的

时候，系统由拉格郎日函数描述，它的全微分是

dL =
∑

i

∂L
∂qi

dqi +
∑

i

∂L
∂q̇i

dq̇i

也就是分别包含dq和q̇。由于dL是个全微分，

所以L函数在q,q̇平面上可以构成一个 单值函数，

只要给定了q和q̇的值就可以确定L的值，也就是确

定了相点。另外一方面，多元函数的交叉导数的

特性正好给定了运动方程。

要把这个形式变换到p, q描述，就是要构造一

个函数，它的全微分由dq和dp构成。由于上式的

第二项 就是
∑

i pidq̇i，所以这可以通过在两边减

去d
∑

i piq̇i来完成，也就是得到

dH = d(
∑

i

piqi − L) = −
∑

i

ṗidqi +
∑

i

q̇idpi
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注意H需要用p来取代原来用q̇表示的部分。 从这

个全微分形式我们马上得出一对方程：

q̇i =
∂H
∂pi

(1.4)

ṗi = −
∂H
∂qi

(1.5)

这组方程称为正则运动方程，而这种用正则坐标

和正则动量描述问题的方式称为力学的正则形

式。

1.2.3 泊松括号

考虑任何一个力学量 f (p, q, t)，其时间演化可

以使用全导数算出

d f
dt
=
∂ f
∂t
+

(
∂ f
∂q

∂H
∂p
− ∂ f
∂p

∂H
∂q

)
定义两个量的泊松括号为

{A, B} = ∂A
∂p

∂B
∂q
− ∂A
∂q

∂B
∂p

得出

d f
dt
=
∂ f
∂t
+ {H, f }

容易看出只要把泊松括号换成量子力学的对

易关系：

{A, B} → 1
i~

[A, B]

就可以从经典力学过渡到量子力学（海森堡绘

景）。历史上，这一规则被Dirac用于建立量子力学

的形式体系。

1.2.4 相空间和相轨迹

由于哈密顿方程是个一阶自治微分方程组，

给出了p,q就确定了系统的一个状态，系统的演化

就是p和q的演化过程。这样如果将p和q作为坐标，

就形成一个6N维空间，称为相空间。而系统的演

化过程就是代表点在空间运动形成一条曲线的过

程。这样的曲线称为相轨迹。

容易看到相轨迹必然是永远不会和自身相交

的。

【例】求出一维谐振子的相空间轨迹及轨迹

中包围的面积。

1.3 小振动和分子振动问题

回到拉格郎日形式，将三个质点用两个弹簧

连接在一起，其势函数为

U(x1, x2, x3) =
1
2

k(x1 − x2)2 +
1
2

k(x2 − x3)2

动能是

T =
1
2

m{ẋ2
1 + ẋ2

2 + ẋ2
1}

因此不难写出拉格郎日方程是

mẍ1 = −k(x1 − x2)

mẍ2 = −k(2x2 − x1 − x3)

mẍ1 = k(x2 − x3))

这是一个常系数线性常微分方程组，令xi =

Re(Ai exp{iωt})，代入后得到

kA1 − kA2 + 0A3 = mω2A1

−kA1 + 2kA2 − kA3 = mω2A2

0A1 − kA2 + kA3 = mω2A3

这个方程有非零解的条件是系数行列式为0，于

是得到三个可能的解即ω =
√

k
m , 0, 3

√
k
m。其中，

ω = 0是一个退化的状态，代表三个质点以完全

相同的方式运动，如果我们加上
∑

miqi = 0的约
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束(质心位于原点)，就可以消除这个模式。 其

他两个解分别代表了不同的振动方式，分别是

A1 = A3 = − A2
2 和A1 = −A3, A2 = 0。这两个模式是

相互独立的，称为简正模式。

一般情况下，对于一个处于平衡点附近的

质点系，我们首先用上述的质心坐标消除掉整

体平动，只考虑剩下 的坐标qi，在平衡点处必然

有 d
dqi

U(q0
1, q

0
2, ..., q

0
n) = 0。令qi = q0

i + q̃i,使用泰勒展

开保留到第二阶，于是

U = U0 +
∑

i, j

ki jq̃iq̃ j

此外，动能项是

T =
∑

i, j

mi, j ˙̃qi ˙̃q j

所以得到了运动方程∑
j

mi j ¨̃q j +
∑

j

ki jq̃ j = 0

如上设

q̃ j = Re[A j exp(iωt)]

于是上述方程成为一组线性方程组，得到关于ω的

久期方程。这样的方程有若干个解，其个数等于

方程中独立坐标的个数，而每个ωk都对应一种独

立的振动模式，这些模式统称为简正模式。

上述情况假定了质点系的平衡点是稳定的，

于是每个解都是近似的简谐振动。如果上述的解

中ω不是实数， 那么振幅就不再是常数，从而系

统的平衡不会稳定。

【例题】考虑带阻尼的谐振子，研究其运动。
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第二章 量子力学的基础结构

2.1 线性代数和线性空间原理

2.1.1 概述

量子力学具有很多种表达形式，其中最简单

的是基于线性空间的Dirac表达法。这个表达形式

的基础是向量和算子的概念。 首先我们引入向量

的概念。在线性代数中学过普通的n维向量，它们

就是一些同样维数的有序数组ξ = {x1, x2, ..., xn}。
这些数组之间定义加法，数乘运算后，就称为向

量。向量的这些计算必须满足条件：

(1)向量的和/差都是向量。

(2)向量和数的乘积是向量。

(3)向量的加法满足交换律，数乘和加法之间

满足分配律。

我们对这个概念进行推广：凡在一组对象间

定义了加法和数乘运算，且运算满足上述关系的，

这些对象就称为向量。 对于两个向量集合，我们

可以在其中定义一一映射，使得它们的运算行为

可以被映射完全对应起来，这样的集合在我们的

观点下是完全相同的，只要研究其中任何一个的

性质就了解了另一个的性质。

考虑向量集合V，我们要求V满足下列条件：

(4)存在零矢量0⃗。

(5)对于任何一个矢量a⃗存在−a⃗使得a⃗ + (−a⃗) =

0⃗。

(6)封闭性：任何两个矢量的和，差，任何矢

量的倍数都在这个集合之内；

这样的集合V称为向量空间。

进一步地可以定义内积（标量积）运算，

即(ψ, ϕ) = c,c是一个数。我们要求内积满足下列

条件：

(7)向量的内积是一个复数。

(8)向量和自身的内积是非负的，且仅当向量

本身为0的时候才为0.这个数的平方根称为向量的

长度，记为|ϕ|。
(9)向量的内积满足自反性质： (ψ, ϕ) =

(ϕ, ψ)∗和分配律(ϕ, ψ1 + ψ2) = (ϕ, ψ1) + (ϕ, ψ2)，

(ϕ1 + ϕ2, ψ) = (ϕ1, ψ) + (ϕ2, ψ)。

(10)((ψ, aϕ) = (ψ, ϕ)a,相应地(aψ, ϕ) = a∗(ψ, ϕ)

定义了内积运算的向量空间称为内积空间。

最后，在很多情况下需要使用无穷级数和极

限进行计算，这就要引入完备性概念。首先我们

需要定义柯西收敛，即将普通数列的δ − N收敛

概念推广到向量序列：当N趋于无穷大的时候任

何|ϕN+m − ϕN | < δ，δ是任意小的正数，那么这个序
列是收敛的。所谓完备性是说

(11)完备性：任何柯西收敛序列的极限也在本

集合中。

满足完备性条件的内积空间称为希尔伯特空

间。例如，所有N维矢量的全体构成了一个希尔伯

特空间。技术上，所有平方可积函数的全体构成

一个内积空间，但不是希尔伯特空间。

如同在研究解析几何问题中一样，我们引入

13
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基矢的描述。首先，如果两个向量的内积为0，那

么这两个向量正交（垂直）。此外，如果我们有一

组向量ψ1, ψ2, ...ψn，我们可以求解方程a1ψ1+a2ψ2+

... + anψn = 0，若此方程的唯一解是a1 = a2 = ... =

an = 0,这些向量称为线性无关的，否则称为线性

相关的。

对于一个向量空间V，考虑一组线性无关

组ψi，若V中任何一个向量都能用ψ表示出来（e.g.

ϕ =
∑

aiψi），那么这组向量组ψi称为一个完全集。

在向量空间V中，任何一个正交归一的完全

集{ψ1, ψ2, ...ψn}称为一组基矢。所谓正交性是指

(ψi, ψ j) = 0 i f i , j

而归一性是指

(ψi, ψ j) = 1

显然，V中任何一个向量都可以用基矢表示出来：

表示的系数 a1, a2, ..an唯一确定了矢量ϕ。我们可以

用这组数字的数组来直接写出向量，这种表述称

为向量的坐标描述：

ϕ = {a1, a2, ..., an}T

也常常被称为向量的“行/列矩阵描述”。

2.1.2 Dirac符号

为了简便，在量子力学中通常使用左矢和

右矢的概念来表达向量。即：将内积(ψ, ϕ)表示

为< ψ|ϕ >，其中|ϕ >就是我们讨论的向量，称为
右矢，而< ψ|代表利用ϕ⃗在左侧和任何一个右矢做
内积的操作。于是对于每一个右矢都存在一个对

应的操作，我们可以将这样的操作定义成另一组

矢量，称为左矢。这样，右矢之间的计算规则和

我们前面讨论的规则完全一样，左矢之间则差一

个数乘的共轭规则：< aψ| = a∗ < ψ|。当左矢和右
矢乘在一起的时候，就会产生出一个复数。

我们可以注意到如果右矢被映射为列向量ϕ =

{a1, a2, ..., an}T的话，左矢的行为完全和其转置共轭
向量 ϕ = {a∗1, a∗2, ..., a∗n}一样。这个操作称为“厄米
共轭”。在很多情况下，这被说成“左矢为右矢的

复（厄米）共轭”， 也就是< ψ| = |ψ >†。在这个

意义上

{c|ψ >}† =< ψ|c∗

最后，我们引入算符（算子）的概念：考虑

在V上的一个映射F，它把任何一个矢量ψ映射为

另一个矢量ϕ，这样的映射称为一个算符。把算符

对矢量的作用操作写成乘法的形式：|ϕ >= F̂|ϕ >。
我们用左分配律和结合律来定义算符之间的

演算：

(F̂1 + F̂2)|ψ >= F̂1)|ψ > +F̂2)|ψ >
((F̂1F̂2)|ψ >= F̂1(F̂2|ψ >)

如果一个算符对向量的运算满足右分配

律:F̂(|ψ1 > +|ψ2 >) = F̂|ψ1 > +F̂|ψ1 >，则称这

个算符为一个线性算符。

尽管算符计算满足结合律，但一般的说两个

算符的乘法不满足交换律，或者说[A, B] = AB −
BA , 0,其中[A, B]称为A和B的对易式，或者说对

易关系。

不难看到|ψ >< ϕ|是一个算符。如果一组基
矢|ϵi >(i = 1, 2, ...)能够完全描述空间中的任何一个

向量，那么对任何向量

|ϕ >=
∑

ci|ϵi >

在两边乘以< ϵ j|利用正交归一性关系马上得出

ci =< ϵi|ϕ >
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也就是

|ϕ >=
∑
|ϵi >< ϵi|ϕ >

于是我们看到（在乘以任何一个右矢的意义上，

也就是在算符意义上）∑
i

|ϵi >< ϵi| = 1

这组关系称为完全性关系式，不过你也可以将它

当成单位算符的一种形式。

对于完备的内积空间，我们可以定义算符

的函数 f (A)，方法是通过把f展开成为泰勒级数：

假设当x是个复数的时候 f (x)是个解析函数, 于

是 f (x)可以展开成为幂级数：

f (x) = a0 + a1x + a2x2 + ...

那么， f (A)对任何一个右矢的作用是

f (Â)|ψ >= {a0 + a1Â + a2ÂÂ + ...}|ψ > (2.1)

在实践中，这一方法等效于使用后面叙述的

特征值方法。

由于左矢和右矢是一一对应的，所以我们可

以定义作用在左矢上的算符。但如同前面说的那

样，数乘以某个左矢 和乘以右矢差一个复共轭，

所以我们需要特殊定义算符向左作用的规则。考

虑算符F，它执行映射 |ϕ >= F̂|ϕ >， 于是一定存
在一个映射把< ϕ|映射为< ψ|。我们把这个映射
称为F的共轭算符F†,也就是< ϕ| =< ψ|F†。必须注
意现在这个算符是向左作用的:它只能作用在左矢

上。

现在我们定义了两种算符，分别作用在左矢

和右矢上，剩下的问题就是需要认识到两种算

符是同一种东西，这不难通过引入乘法分配律完

成：

(< ϕ|F)|ψ >) =< ϕ|(F|ψ >)

< ϕ|(F†|ψ >) = (< ϕ|F†)|ψ >

第一个式子定义了< ϕ|F和任何右矢之间的内
积，因此也就定义了< ϕ|F，而对于任何< ϕ|我们
都能这样定义 < ϕ|F，于是也就定义了F向左作用。

同样，第二个表达式定义了F†向右作用。当建立

了F†在右矢空间的定义后，我们 称F†为F的厄米

共轭算符。容易看到

< ψ|A|ϕ >=< ϕ|A+|ψ >∗

如果A是一个数c，那么显然有c† = c∗。

从厄米共轭的定义看到

(A + B)† = A† + B†

以及

(AB)† = B†A†

这一连串定义可能会让你脑子陷入混乱，特

别是关于厄米共轭操作，你可能会觉得写出一个

算符的厄米共轭形式简直是胡闹。事实上， 这一

切是很简单的–一旦你按照下一节的方法引入了表

象概念。在抽象理论阶段，你可以仅仅满足于相

信：正确运用乘法结合律和分配律会给出前后一

致的描述。

如果一个算符和它的厄米共轭相等，那么这

个算符称为自伴的或者厄米的。如果一个算符的

共轭和它自身互为逆算符，那么这个算符称为幺

正的。

严格说来，自伴算符和厄米算符不是一回事，

这是因为一个算符的相等包含计算结果相等和定

义域相等两层含义。技术上，当一个算符和它的

伴随算符计算结果相等，定义域也相等的时候，

才称为自伴的，但在这一条件下， 很多厄米算符

不是自伴的。
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此外，上述左右矢量空间中的算符形式，

是Dirac引入的。通常情况下，这种方法便于快

速写出各种表达式，但如果F̂不是线性算符， 直

接运用左矢形式的算符计算规则就容易出现问题。

通常我们不会涉及这个问题，但必须注意。

2.1.3 特征值和特征向量

考虑一个算符F̂，我们称

F̂|ψ >= fn|ϕn >

为本征方程，其中 fn是一个数。对应的 fn和|ϕn >的

解称为本征值（特征值）和本征矢量（特征向

量）。两个算符可以有共同的本征矢，也就是说

Â|ψ >= a|ψ >

B̂|ψ >= b|ψ >

上述式子能够成立的前提是

[Â, B̂]|ψ >= 0

如果上述共同本征矢量构成一个本征函数系，那

么显然必须[Â, B̂] = 0。

如果一个算符F̂是厄米的，那么对于不同的特

征值，其特征向量正交，也就是

< fm| fn >= 0

如果 fm , fn。

如果这个算符还是自伴的，那么它的特征向

量会构成一个完全集。因此，如果自伴算符的特

征值没有简并，那么我们可以把| fn >取为归一的，

于是

∑
| fn >< fn| = 1

在有简并的情况下，我们可以针对简并的特

征向量进行正交归一操作，然后上述完备性关系

仍然成立。

在上述正交归一完备性关系成立的前提下，

我们可以用特征向量来写出F̂的显式表达式，即

F̂ =
∑

n

| fn > fn < fn|

这个式子的成立是显然的。现在考虑任意

单值函数g(x)，我们可以用上述方法定义算符函

数g(F̂)：

g(F̂) =
∑

n

| fn > g( fn)| fn > (2.2)

你可能会问这个定义和前面的级数定义2.1哪

个是严格的。我的回答是，在这本讲义中我将尽

可能避免追究这些细节，我们的目标是给出一套

方便且不损失数学概念的计算手段，而不是去建

立公理化的量子力学原理。

2.2 量子力学的基本原理和表象

变换

现在可以讨论量子力学了。“正统”量子力学

在向量空间框架下的表述非常简单：

1. 任何封闭微观系统的状态用希尔伯特空间

中的向量来描述。两个向量如果只差一个相乘复

数乘数，则他们代表同一状态。

2.微观系统的”动力学“变量（物理上可以观

测的变量）用这个空间中的线性厄米算符表示；

任何物理量可以观测到的值， 都属于这个算符

的本征值即F̂| fi >= fi| fi >的 fi之一；对于态|ψ >=∑
ci| fi >,其中|ψ >和本征矢| fi >已经归一化，则观

测力学量F得到 fi的几率是|ci|2。而ci =< fi|ψ >。
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你可能听说过有关于“波动力学”和“矩阵

力学”的说法。忘掉它们。正则形式的量子力学

的表述方式就是利用向量形式，至于所谓波函数

或者矩阵那只是为向量选择了一个方便计算的表

示而已。这种表示的主要部分是接下来讲的表象

理论， 其次的部分在后面的绘景理论中。无论如

何，你可以把量子力学理论看成围棋规则，所谓

波动力学或者矩阵力学只不过是中文或者日文文

本而已，文本什么也不是—-即使哲学家有意见。

在量子力学的情况下，事情比围棋规则还要简单，

因为我们不贴目，也不用考虑算目还是数子。

上述两条原理给定了状态矢量的基本结构。

要研究量子力学问题，我们需要了解状态矢量的

演化过程，通常这种演化规律被称为薛定谔方程。

不过我们可以更一般的考虑这个问题：我们的世

界是连续的，因此状态向量ψ(t) >应该是t的某个

“连续”函数。这样，我们可以写出

|ψ(t + dt) >= Û(dt)|ψ(t) >

Û称为演化算符，它的具体形式如何还不知道，但

是连续性条件要求

Û(0) = 1

Û†Û = 1

Û(dt1)Û(dt2) = Û(dt1 + dt2)

实际上，只要给出了无穷小演化算符，就已经确

定了量子力学的动力学规律。不过我们要把事情

再简化一些。可以把上述性质发展为 某种积分

算法，相应的形式称为“量子力学的路径积分形

式”；更简单的方法是去寻找一个微分方程。上述

关系可以改写成

U(dt) = 1 − i
~

Ĥdt

其中Ĥ是个厄米算符，于是得到

|ψ(t + dt) > −|ψ(t) >
dt

= − i
~

Ĥ|ψ(t) >

两边取极限后，就得出 “量子力学的第三条公

理”（薛定鄂方程）

3.i~ ∂
∂t |ψ >= Ĥ|ψ >其中的Ĥ是个线性厄米算符，

称为哈密顿算符。

显然，问题的根本是写出所有算符特别是哈

密顿量的具体形式（在上述表达中，“写出具体形

式”的含义是什么？）。这个过程称为“量子化”

过程。事实上不存在统一的量子化过程。但对于

具有经典对应的体系（在经典力学和经典电动力

学描述 下有意义的系统），常常我们可以借用分

析力学中的正则形式来处理问题。这类手法称为

“正则量子化”，其过程是，对于量子体系，引入

正则坐标x̂和正则动量 p̂，然后引入下述规则（对

易关系）

4. [x̂k, p̂l] = x̂k p̂l − p̂l x̂k = i~δlk

然后利用x̂和 p̂就可以构造出所有其他算符。

特别是，哈密顿算符就是哈密顿量对应的那个算

符（在第一章已经给出了哈密顿量和正则坐标正

则动量的关系。至于你为什么就是这个量？很好，

我不准备回答这个问题，你可以自己慢慢思考）。

最后，作为纯粹理论分析的需要，通常引入

投影公设：

5.对某个系统的力学变量F̂进行测量，如果得

到测量值 fn，则在测量后的一瞬间，系统将处在

态| fn >。

上述几条基本原理都是纯形式的，不涉及任

何具体的基矢形式。为了计算问题，我们总要选

择一组基矢，而不同的问题用不同的基矢比较方

便，因此我们需要在基矢之间变换的算法。这样

的计算规则称为表象变换。
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在给定一组基矢|ϵi >之后，任何一个向量ψ都

可以用其坐标ai =< ϵi|ψ >唯一确定，这组系数称

为波函数。 在基矢为分立的情况下我们可以用行

矩阵AT或者列矩阵A写出这个系数。 而这时任何

一个线性算符对向量的操作，都等效于一个矩阵

对于ai的操作。矩阵的表示形式可以从线性展开原

则得出：任何算符F̂都可以用一个矩阵F来表示：

|ϕ >= F̂|ψ >

对基矢展开后

< ϵi|ϕ >=
∑

j

< ϵi|F̂|ϵ j >< ϵ j|ψ >

也就是
ϕ1

ϕ2

...

ϕn


=


F11 F12 ... F1n

F21 F22 ... F2n

... ... ... ...

Fn1 Fn2 ... Fnn




ψ1

ψ2

...

ψn


(2.3)

其中Fi j =< ϵi|F̂|ϵ j >。

考虑两组基矢ϵi和µ j，完全性要求是

∑
|ϵi >< ϵi| = 1

∑
|µ j >< µ j| = 1

而正交性要求是

< ϵi|ϵ j >= δi j

< µi|µ j >= δi j

设一个向量|ψ >在ϵ表象下坐标为ai,在µ表象下

坐标为b j，那么有

ψ > =
∑

ai|ϵi >=
∑

i

ai

∑
j

|µ j >< µ j|ϵi >

=
∑

b j|µ j > (2.4)

也就是

B = UA

其中

U ji =< µ j|ϵi >

称为表象变换矩阵，容易证明U† = U−1。

用同样的算法不不难写出算符的变换矩阵，

即F′ = U−1FU。

通常，我们会取µ表象的基矢为某个算符K̂的

基矢，也就是 K̂|µ j >= K j|µ j >，这种选择称为“使

用K表象”。

选择表象常常是为了计算前面引入的复杂算

符函数，我们可以注意到，任何算符在自身表象

中是对角的，即在K表象中 < i|K| j >= Kiδi j。此外，

如果|i >是 厄米算符K的本征矢，即K̂|i >= ki|i >。
取这组|i >为基矢，利用解析函数的泰勒展开不难
得出对任何解析函数 f (x)有

f (K̂)|i >= f (ki)|i >

如果 f (K̂)是个线性算符，那么

f (K̂)|ψ >=
∑

i

f (ki)|i >< i|ψ >

注意到这个式子对任何|ψ >都应该成立，于是我们
可以写出

f (K̂) =
∑

i

f (ki)|i >< i|
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也就是

< i| f (K̂)| j >= f (ki)δi j

因此，在算符本身表象中，其函数的矩阵表示也

是对角的，且对角元等于K对角元的函数。

对于左矢的计算可以类似地完成，也就是

< ψ| f †(K̂) =
∑

i

< ψ|i >< i| f ∗(ki)

由于K是厄米的，因此所有ki都是实数。我

们将 f ∗(x)记成g(x)，其中x是个实数，那么， 显

然 f †(K̂) = g(K̂)。于是

< ψ| f (K̂) =< ψ|g†(K̂) =
∑

i

< ψ|i >< i|g∗(ki)

=
∑

i

< ψ|i >< i| f (ki)

如果在|ϵ >表象中的|µ j >波函数已知的话，那

么变换矩阵U很容易写出，这是因为U−1 = U†,也

就是

U−1
i j = U∗ji =< ϵi|µ j >

，于是 U−1 = {u1, u2, ..un}，其中每个u j都是个列向

量

u j = {< ϵ1|µ j >, < ϵ2|µ j >, ..., < ϵn|µ j >}T

这正好就是|µ j >在ϵ表象中的表示，所以只要写

出K̂在ϵ表象中的本征 函数，将其按列排列成为

矩阵，就得到逆变换矩阵U−1，而U是它的厄米共

轭。或者，如果我们知道 |µ >表象中的|ϵ >列矩阵
的话，直接排成列矩阵就是U。

2.3 本征值问题的严格解

容易证明，如果F̂是个线性厄米算符，则它的

所有本征值都是实数。此外，从泛函分析也可以

证明，如果F̂是个 自伴算符，则其全部本征矢构

成该空间的一组完备基矢。我们以后将主要考虑

这种情况。即所有本征矢量|ϕn >为正交归一化的

基矢的情况。

对于厄米算符来说，不同本征值对应的本征

函数必然是正交的。如果有某个本征值对应多个

不同的本征函数，称这个本征值是简并的。对于

简并的本征函数，我们总是可以用一组强制的手

段将其化为正交归一的。此外，我们往往还可以

引入多个算符的共同本征函数。一般来说， 因为

共同本征函数的存在要求选择的算符是对易的，

所以可以选择的算符是有限的：对于某个系统来

说，我们可以引入的互相对易同时具有不同实质

含义（两个仅仅是互为函数关系的算符当然是对

易的，但这没有实质区别，比如 p̂和p̂2）的力学量

个数是有限的。一组总数达到最大的互相对易且

有实际区别的力学量，称为该系统的力学量完全

集。

由于存在分配律，所以在本征矢量构建的表

象里面的算符函数计算特别简单，此时A算符的矩

阵表示是个对角矩阵。而对角矩阵的计算可以化

为复数计算，简单的说就是如果 Â|n >= an|n >，那
么有

f (Â)|ψ >= f (Â)
∑

n

cn|n >=
∑

n

f (an)cn|n >

对于其它任何一个表象|ϵm >，上述本征方程

变成线性方程组问题

∑
n

Fmnϕn = fϕm

其中Fmn =< ϵm|F|ϵn >,ϕk =< ϵk| f >。这个方程组

是个齐次线性方程组，仅当其系数行列式为0的时
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候，这个方程才有非0解，这样，就得到一个多项

式方程

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
F11 − f F12 ... F1n ...

F21 F22 − f ... F2n ...

... ... ... ... ...

Fn1 Fn2 ... Fnn − f ...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (2.5)

这个方程的解就是F可能的本征值。

当两个厄米算符对易时，他们有共同的本征

态，即如果 f1, f2都是不简并的，且[F̂1, F̂2] = 0，则

F̂1| f1 f2 >= f1| f1 f2 >

F̂2| f1 f2 >= f2| f1 f2 >

在可以存在简并的情况下，有一条相关的定理：

设A, B对易，且

Â|A′, α >= A′|A′, α >

其中α = 1, 2, ...n，那么

B̂|A′, β >=
n∑
α=1

bα|A′, α >

也就是说，在B的作用下，|A′, α >会被变成具有

相同A本征值的A本征态的线性组合。因此，只需

执行一个对角化操作 就可以获得Â, B̂的共同本征

态。

当系统处在哈密顿算符的本征态时，薛定谔

方程可以直接解出，即 |ψ(t) >= exp{−i E
~ t}|ψ(0) >。

如同前面指出的，系统随时间演化只改变一个相

乘复数，因此说明系统状态并不随时间变化，这

样的状态称为定态。

求解定态能量是量子力学的主要问题之一，

一般来说，因为哈密顿算符的复杂性，这个问题

很少可以严格求解。只在一些具有特殊对称性的

问题中，这个问题才具有解析的解法。（从数学角

度看，大部分本征值问题即使写出矩阵形式也是

不可解的，因为它需要求解一个高次方程，而众

所周知高于五次的代数方程没有通用解法）

求解能量本征值的基本思路是选择一个能够

化简问题的表象，然后在这个表象中运用对易关

系，对哈密顿算符进行因式分解。 最常见的几种

可解问题包括谐振子，刚性转子和氢原子，它们

都可以用算符的因式分解法建立升降算符求解。

下面讨论谐振子问题和刚性转子问题。

2.3.1 谐振子问题

量子力学的谐振子哈密顿量可以通过经典哈

密顿量直接写出，即

Ĥ =
1
2

mω2 x̂2 +
1

2m
P̂2

为了求解这个问题，首先可以对问题进行

无量纲化，也就是x = x0q,P = p0 p，单位是x0 =√
~

mω ,p0 =
√

m~ω,于是

Ĥ =
(
1
2

q̂2 +
1
2

p̂2
)
~ω

引入

a =
1
√

2
(q + ip)

a+ =
1
√

2
(q − ip)

进一步的可以写出

Ĥ =
1
2
~ω

(
ââ† + â†â

)
= ~ω(â†â +

1
2

)

= ~ω(ââ† − 1
2

)
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写出它们的对易关系很有帮助，即

[â, â†] = 1

[Ĥ, â] = −~ωâ

[Ĥ, â†] = ~ωâ† (2.6)

而需要求解的本征值方程现在是Ĥ|En >=

En|En >

求解这个方程的方法是在两边乘以â,得到

âĤ|En >= Ĥâ|En > +~ωâ|En > (2.7)

(2.8)

因此得到

Ĥâ|En >= (En − ~ω)â|En >

这意味着，如果|En >是一个能量本征态，那

么â|En >也是一个能量本征态，只是能量低了~ω。
这样可以产生出一系列能量越来越低的状态，但

是容易看出En ≥ 0，所以在执行若干次乘法之后，

必定会出现â|E0 >= 0。

从而，可能的解矢量为|E0 >, |E1 >, ..., |En >

, ....，其中En = (n + 1
2 )~ω，为了简单，我们

把|En >直接写成|n >。
从上面的结果可以看出必然有

â|n >= cn|n − 1 >

其中cn是个复常数。取此式的共轭给出

< n − 1|c∗n =< n|â†

又

< n|â†â|n >= n

从而知道

|cn|2 = n

消除掉相位不确定性，得出

â|n >=
√

n|n − 1 > (2.9)

â†|n >=
√

n + 1|n + 1 > (2.10)

这两个公式对于计算x和p的矩阵元很有帮

助。

[例题]计算< m|x2|n >

2.3.2 角动量问题

下一个严格可解问题是刚性转子，对于对称

的刚性转子，这个问题可以直接求解，我们首先

写出其哈密顿量

Ĥ =
1
2I

Ĵ2

接下来需要写出角动量J的算符形式，在经典力学

中，J = r × p，在量子力学中我们可以直接运用

这一表达式，但存在一些基本问题，事实上严格

处理这个问题需要使用群论，在这里使用另外一

种折中方案：首先利用经典表达式给出角动量的

对易关系，然后利用对易关系求解角动量的本征

值。

利用角动量算符的经典表达式可以写出

[Ĵi, Ĵ j] = i~
∑

k

ϵi jk Ĵk (2.11)

很多时候这个对易关系式用更简单的方法写成

Ĵ × Ĵ = i~Ĵ

用这个对易关系不难算出
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[Ĵ2, Ĵk] = 0

从而，我们可以预期，对于任何k = 1, 2, 3，存

在一个J2, Jk共同的表象。为了求解这个问题，选

这个表象为 J2, Jz。

利用量纲关系式，可以写出

J2|λm >= λ~2|λm > (2.12)

Jz|λm >= m~|λm > (2.13)

引入两个算符J+ = Jx + iJy和J− = Jx − iJy，可

以写出它们和J2, Jz的对易关系：

[J2, J±] = 0 (2.14)

[Jz, J±] = ±~Jz (2.15)

剩下的做法和谐振子问题是一样的，即

用J±作用于|λm >，得出

J±|λm >= c±|λm ± 1 >

然后注意到J2 ≥ J2
z，因此对于λ给定的状态，m必

然有上下界±
√
λ，而J−每次作用都使得m减去一，

唯一的可能就是对于某个M有J−|λM >= 0，同样对

于M’有J+|λM′ >= 0。另外，M′−M必定是个整数。

剩下的计算是J−J+|λM′ >= (λ − M′2 − M′)|λM′ >=

0和J+J−|λM >= (λ − M2 + M)|λM >= 0，这样得出

M′(M′ + 1) = M(M − 1)

这个方程有两组可能的解，分别是M′ = M −
1和M′ = −M, 但因为M′ >= M,所以只能取M′ =

−M，然后M′ − M = 2 j且λ = j( j + 1)，于是知道

j = 0, 1/2, 1, 3/2, ... (2.16)

m = − j,− j + 1, ...., j − 1, j (2.17)

注意这和直接求解坐标空间方程的结果有一定的

区别。

最后需要求出两个系数c±的表达式，和谐振

子的情况一样，注意到J∗± = J∓得出

J±| jm >=
√

( j ∓ m)( j ± m + 1)| j,m ± 1 >

2.4 坐标空间表示和一些严格可

解问题

下面我们导出位置/动量表示。这种表示存在

一些特殊之处，即它是个连续表示，矩阵运算要

变成对应的函数积分和微分。 为了简单，我们只

写出一维形式，然后直接推广到三维。

首先，完备性关系现在是∫ ∞

−∞
dx|x >< x| = 1

∫ ∞

−∞
dp|p >< p| = 1

其中x̂|x >= x|x >,p̂|p >= p|p >。
注意到

< x′| =
∫

dx < x′|x >< x|

< x′|ψ >=
∫

dx < x|ψ >< x′|x >

< x|ψ >是|ψ >态在x表象下的表示，也就是坐标空

间波函数，( | < x|ψ > |2是观察到粒子坐标位于x点

的几率，所以< x|ψ >是波函数)因此积分核只能是

个δ函数，也就是

< x′|x >= δ(x − x′)

同理

< p′|p >= δ(p − p′)
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这种归一化称为δ函数归一化。

在位置表示中，位置算符本身只是一个相乘

因数，主要是写出动量算符的形式。

首先是求出< x|p >。这个波函数形式可以从

纯粹算符关系求出。为此， 需要首先证明下述等

式：

[ f (x̂), p̂] = i~
∂

∂x
f (x)

[x̂, g( p̂)] = i~
∂

∂p
g(p)

这可以通过归纳法证明

[xn, p] = nxn−1

然后运用级数展开法得到。

接下来，设Q(ξ) = exp{ i
~ξp}，不难得到

xQ(ξ)|x0 >= (x0 − ξ)Q(ξ)|x0 >

也就是

Q|x0 >= |x0 − ξ >

同样设T (π) = exp{− i
~πp}得出

T (π)|p >= |p − π >

最后，计算

< x|p >=< x|T †(p)|p = 0 >=< x|e i
~ px̂|p = 0 >

= e
i
~ px < x|p = 0 >= e

i
~ px < x = 0|Q(x)|p = 0 >

= e
i
~ px < x = 0|e i

~ xp̂|p = 0 >

= e
i
~ px < x = 0|p = 0 >

最后的表达式< x = 0|p = 0 >只是一个系数，可以

利用归一化条件给出，也就是

δ(p − p′) =< p′|p >=
∫

< p′|x >< x|p > dx

= | < x = 0|p = 0 > |2
∫

exp{− i
~

(p′ − p)x}dx

= | < x = 0|p = 0 > |22π~δ(p′ − p)

从而

< x|p >= 1
√

2π~
e

i
~ px

从这个波函数表达式，不难导出p算符的微分

表达式：

< x| p̂|ψ >= −i~
d
dx

< x|ψ >

它的共轭形式是

< ψ| p̂|x >= i~
d
dx

< ψ|x >

上面的表达式就是

< x|p̂|ψ > =

∫
dp′ < x|p̂|p′ >< p′|ψ >

=

∫
dp′p′

1
√

2π~
e

i
~ p′x < p′|ψ >

= −i~
∫

d
dx

< x|p′ >< p′|ψ > dp′

= −i~
d
dx

< x|ψ >

我们一般把这个形式直接写成

p̂ = −i~
d
dx

当然这只是p̂在坐标空间的表示而已。

很多书上把这个形式写成

< x′| p̂|x >= i~
∂

∂x
δ(x′ − x) = −i~

∂

∂x′
δ(x′ − x)

形式上会简单一些，但出现了δ函数的导数。

这有时候很让人困惑，因为δ函数只有乘在别的函
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数上积分才有意义，而对它的导数实际上只能通

过分部积分来定义：∫
f (x)δ′(x − a)dx = − f ′(a)

但< x′| p̂|x >是个矩阵元，实际应用中需要根据

是左乘还是右乘来选择积分变量，这往往带来混

淆。

剩下的就是根据x̂, p̂的形式写出其他算符的具

体形式。一般来说，物理上有意义的量多数是他

们的解析函数，因此可以通过将其他算符展开为

它们的级数的方式来写出算符形式。尽管如此，

一个很大的问题仍然是，因为对易关系的存在，

需要排列多项式的乘法顺序。但这种规则是任意

的且不具备完备性的，因此我们不具体讨论。

2.4.1 谐振子的波函数

在上一节给出了基本关系式â|0 >= 0，写出其

坐标表象的表达式，在坐标表象中

a =
1
√

2
(ξ +

d
dξ

)

a† =
1
√

2
(ξ − d

dξ
)

其中ξ =
√mω

~ x。

这样直接得出ψ0(ξ) =< x|0 >满足的微分方程

为

(
d
dξ
+ ξ)ψ0(ξ) = 0

不难解出其结果是

ψ0(ξ) = exp(−1
2
ξ2)

而高阶波函数可以通过连续在这个波函数上

作用a†得出。考虑到

d
dξ
− ξ = −e

1
2 ξ

2 d
dξ

e−
1
2 ξ

2

得到通项公式是

ψn(ξ) =
1
√

n!2n
(
mω
π~

)1/4(−1)n

×
(
−e

1
2 ξ

2 dn

dξn
e−

1
2 ξ

2

)
e−

1
2 ξ

2

=
1
√

n!2n
(
mω
π~

)1/4Hn(ξ)e−
1
2 ξ

2
(2.18)

其中Hn(ξ)是厄米多项式，即

Hn(ξ) = (−1)neξ
2 dn

dξn
e−ξ

2

另一个比较有用的形式是厄米多项式的生成函数，

即

exp{−t2 + 2zt} =
∞∑

n=0

Hn(z)
n!

tn

2.4.2 一维势阱问题

在坐标表象下，一般的势阱问题哈密顿量是

Ĥ = − ~2

2m
d2

dx2 + V(x)

考虑一种典型的情况，即V(±∞) = 0而V(0) <

0。这样存在两种可能，一种是粒子的总能量大

于零，因此粒子形成了一个散射态，即连续的入

射/出射波；另一种可能是 粒子总能量小于0，粒

子可能被束缚在势阱内。

首先考虑第一种情况，这时，在无穷远

处，有ψ(x) → A exp(ikx) + B exp(−ikx)，其中k =√
2mE/~2。这时粒子的能量必须给定，然后沿着

粒子传输的方向逐步给出波函数。
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理论上，由于波函数的几率解释，波函数必

须是连续函数；此外，考虑势阱中的任何一点x0，

写出

ψ”(x0) =
2m
~2 (V − E)ψ(x0)

在x0 − ϵ和x0 + ϵ之间积分得出

ψ′(x0 + ϵ) − ψ′(x0 − ϵ) =
2m
~2 ψ(ξ)[V(ξ) − E] ∗ 2ϵ

取ϵ → 0的极限，可以知道：如果V(x)在x0有限，

那么此式为0，因此ψ(x)的一阶导数是连续的。这

样，通过两个连续条件，就可以逐步解出在势阱

内的波函数。

对于E < 0的情况，问题稍有不同，这时在无

限远的解是ψ(x) → exp(±kx)，其中的正负号必须

按照x的正负来选择，以保证波函数不会发散。这

样每一侧的无穷远边界条件都为势阱内的波函数

定了一个限制，这些限制通常是不相容的，只有

粒子的总能量满足某个特定条件的时候，问题才

有解。这时就得到分立能级。

下面处理一个比较特殊的例子，假设V(x) =

−V0δ(x)，这时，前面的分析要改成

ψ′(ϵ) − ψ′(−ϵ) = −2m
~2 V0

首先考虑E > 0的情况。假设粒子从左侧入射，

那么，右侧是纯出射波，即ψII = C exp(−ikx)，左

侧则具有一定的反射波 ψI = exp(−ikx)+B exp(ikx)，

使用连接条件不难算出反射系数|B|2。
当E < 0时， 两 侧 的 解 分 别 是ψI =

exp(kx)和ψII = exp(−kx)，连接条件是k = mV0
~2 从

而这个势阱有且仅有一个束缚态。

2.4.3 平面转子

限制在一个平面上转动的刚性转子是另一个

较为简单的可解问题。由于只能绕z轴转动，可以

写出哈密顿量为

H =
J2

z

2I
= −~

2

2I
∂2

∂θ2

由于是简单的二阶微分方程，问题可以直接

解出，即

ψ(θ) = exp(imθ)

E =
m2~2

2I
刚性转子的自然边界条件是ψ(θ + 2π) = ψ(θ),因此

得到

m = 0,±1,±2, ...

例两个等质量的粒子约束在圆环上运动，已

知相互作用为V = V0 cos(θ1 − θ2)，且V0 ≫ E，求基

态能级和波函数。

哈密顿量是

H = −~
2

2I
(
∂2

∂θ2
1

+
∂2

∂θ2
1

)

引入ϕ = θ1 − θ2和ψ = θ1 + θ2，得到

∂2

∂θ2
1

+
∂2

∂θ2
2

= 2(
∂2

∂ϕ2 +
∂2

∂ψ2 )

分离变量并注意到由于

E ≪ V0

,粒子几乎是被推斥力限制在对称的两个点上，或

者说ϕ ≃ π。 当ϕ = π + α时(α ≪ 1)

cos(θ1 − θ2) = − cosα ≃ 1 − α2/2

和
d2

dϕ2 =
d2

dα2

于是得到一个谐振子方程，可以直接用谐振子的

波函数和能级。
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2.4.4 轨道角动量

轨道角动量算符的坐标空间表示是

Lx = i~
(
sin ϕ

∂

∂θ
+ cot θ cos ϕ

∂

∂ϕ

)
Ly = i~

(
cos ϕ

∂

∂θ
+ cot θ sin ϕ

∂

∂ϕ

)
Lz = −i~

∂

∂ϕ

而L2和Lz的共同本征函数也就是Ylm(θ, ϕ) =<

θϕ|lm >，其中

L2Ylm(θϕ) = l(l + 1)~2Ylm(θϕ)

LzYlm(θϕ) = m~Ylm(θϕ)

利用分离变量法可以解出其形式为

Ylm(θ, ϕ) = Y0Pm
l (cos θ) exp{imϕ}

由于是曲线坐标系，完全性关系要变成∫ π

0
dθ

∫ 2π

0
sin θdϕ|θϕ >< θϕ| = 1

正交归一性条件就是∫ π

0
dθ

∫ 2π

0
Y∗lm(θϕ)Yl′m′(θϕ) sin θdϕ = δll′δmm′

Ylm(θϕ)的具体形式有时候需要写出，它的基

本形式是

Ylm(θ, ϕ) = Y0P|m|l (cos θ)eimϕ

也就是一般所说的球谐函数，其中P|m|l (cos θ)是连

带勒让德多项式。

2.4.5 箱归一化和δ函数归一化

动量本征态的归一化是个相当典型的问题，

上面我们把动量算符的本征态写成

ψp(x) =< x|p >= 1
√

h
exp{ i

~
px}

这是自由粒子的动量本征态在坐标空间的表示，

或者称为平面波函数。问题是容易看到∫
ψp(x)∗ψp(x)dx = δ(0)

出现了一个没有定义的无穷大。实际上，在很多

计算中我们都会碰到这个δ(0)，因此，我们需要明

确这个量的物理意义。

为了给出物理上有明确意义的表达式，我们

注意到这个无穷大来源于对全空间的积分。计算∫ L/2

−L/2
ψp(x)∗ψp(x)dx = L

而实践中完全不可能有弥散到无穷的波函数

存在，我们现在只研究一个有限长度L内的波函

数，取L是一个宏观距离，因此相对于1/k来说几

乎是无穷大。在这种情况下，边界条件变成

ψ(x + L) = ψ(x)

于是

ψn(x) =
1
√

L
exp{iknx}

knL = 2π

这样，我们得到了一个在L空间范围内被归一化的

波函数，这种归一化称为箱归一化。三维下，这

个表达式可以扩展成为

ψn(r) =
1
√
Ω

exp{ikn · r}

Ω是箱子的体积，而且

knL = {k1, k2, k3}

箱归一化在需要计算空间中总的粒子数的时

候非常有用。从上面的表达式我们也不难看出，

δ函数归一化中的δ(0)可以理解为全空间的体积。
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2.4.6 中心力场中的散射:分波法

流密度算符是

ĵ =
i~
2m

(ψ∇ψ∗ − ψ∗∇ψ)

因此对于任何一个形式如exp(i⃗k · r⃗)的波函数，它具

有流密度~k
m。

在中心力的场合，连续谱波函数的渐近形式

解是（假设入射方向在z方向）

ψ(r, θ, ϕ) = exp(ikz) +
f (θ, ϕ)

r
exp(ikr)

这代表一个平面入射波和一个球面散射

波。（指数上正负号的选择依赖于流算符的选择）。

那么，按照流密度的定义，得出微分散射截面是

dσ = 2π sin θ| f (θ)|2dθ

所以，如果求出了 f (θ)的渐近形式，就得出了

微分散射截面。

在这个散射过程中，Jz ≡ 0，所以波函数可以

写成

ψ =

∞∑
l=0

AlPl[cos(θ)]Rkl(r)

其中的波函数径向部分需要满足方程

1
r2

d
dr

(
r2 dRkl

dr

)
+

[
k2 − l(l + 1)

r2 − 2m
~2 U(r)

]
Rkl = 0

考虑当r− > ∞的极限，这时方程变成

1
r2

d
dr

(
r2 dRkl

dr

)
+ [k2 − l(l + 1)

r2 ]Rkl = 0

其解是

Rkl(r) =
2
r

sin(kr − lπ
2
+ δl)

=
1
ir
{(−i)l exp[i(kr + δl)]

−ilexp[−i(kr + δl)]} (2.19)

另一方面，平面波的展开形式是

ei⃗k·⃗z =
1

2ikr

∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(cos θ)[(−1)l+1e−ikr + eikr]

对比后知道

Al =
1
2k

(2l + 1)il exp(iδl)

且

f (θ) =
1

2ik

∞∑
l=0

(2l + 1)[exp(2iδl) − 1]Pl(cos θ)

微分截面和总截面分别是

σ(θ) = | f (θ)|2

和

Q =
∫ π

0
2π sin θσ(θ)dθ =

4π
k2

∞∑
l=0

(2l + 1) sin2 δl

因此，一旦求出了各个δl，就求出了散射微分截

面。

上面的求和是一个无限求和。尽管如此，

我们应该注意到，
√

l(l + 1)~2是入射粒子的角动

量，也就是说l越大意味着越大的 瞄准距离，假

如V(r)只分布在有限区域内，那么大角动量的粒

子基本不会进入到V(r)之内，因此也不会受到散

射。这意味着，对于短程 势V(r)，上述求和只需

要计算l比较小的一些项。假设V的空间延伸尺度
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是a，那么显然只有对
√

l(l + 1)h2 < pa(瞄准距离小

于a)的部分才需要计算，也就是上述求和只要计

算到

l ≤ ka

在低能区，当k− > 0时，只剩下l = 0的部分，这

就是零能散射极限：

σ =
4π
k2 sin2 δ

在上面的 f (θ)公式中取θ = 0,马上得出光学定

理：

Q =
4π
k

Im f (0)

考虑一个吸引性的球方势阱，低能极限的径

向方程是

1
r2

d
dr

(
r2 dR

dr

)
+

[
k2 +

2m
~2 V0

]
R = 0

这个方程的解是

R =
sin(k′r)

r

在方势阱边界上取连接条件，就得出零级的散射

相移必须满足的方程：

sin k′a = A sin(ka + δ)

k′ cos k′a = Ak cos(ka + δ) (2.20)

在某些k, a,V0取值条件下， δ等于π,这时粒子受到

的散射为0，这个效应称为冉邵尔-汤森德效应。

习题：计算刚性球势垒在k− > 0的极限下的散

射截面。

2.5 对称性

如同在经典力学的理论分析中看到的，系统

在时间-空间的变换中存在的不变性引出了某些守

恒定律。在量子力学中，这种对称性论证同样成

立而且更加简单。

2.5.1 连续对称性

考虑在空间将整个系统的移动一个位移a的操

作，于是空间任何一点r的波函数要变成|ψ(r) >→
|ψ(r−a) >(因为在系统看来，空间的每一点都移动

了-a)。首先我们写出态矢平移的表达式。在一维

条件下，使用Taylor展开给出(注意到< x|ψ(r) >就

是坐标表示下的波函数ψ(x))

< x|ψ(r − a) >=< x|ψ(r) > −a
∂

∂x
< x|ψ(r) >

+
1
2

a2 ∂
2

∂x2 < x|ψ(r) > −...

=< x|ψ(r) > − i
~

a(−i~
∂

∂x
) < x|ψ(r) >

+
1
2

(− i
~

a)2(−i~
∂

∂x
)2 < x|ψ(r) > +...

=< x|e− i
~ p̂a|ψ(r) > (2.21)

现在将对态矢的平移操作看成一个线性变换，

即D(a)|ψ(r) >= |ψ(r − a) >，那么D(r)是个幺正变

换，因为它只是乘以一个相因子的操作。从上面

的式子可以看出 (推广到3维)

D̂(a) = ei~ p̂·a

同样在这样的变化下，算符也会发生变换

F(r)→ F(r + a) = D(a)FD−1(a)

现在考虑如果在无穷小变换D(δr) = 1 − i
~ p̂ ·

δr下系统的哈密顿不变，代入后就得出

[p,H] = 0
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于是动量算符的期望值不随时间变化（海森堡运

动方程），因此动量是守恒量。

类似地，可以同样证明，当空间旋转不改变

哈密顿量的时候，角动量是一个守恒量，且空间

旋转算符是e−
i
~ θ·J。

现在考虑时间平移操作，此时问题变得很微

妙，因为时间平移算符是T (τ) = eτ
d
dt，它并没有简

单的等价形式。但同时我们应该注意到按照薛定

谔方程有，

i~
d
dt
|ϕ >= H|ϕ >

如果H不显含时间，则对于这个系统的任何一

个态|xi >，从 d
dt |ξ >=

1
i~H|ξ >，可以导出T (τ)|ξ >=

eτ
d
dt = e−iHτ|ξ >。这样，假设在T作用下H不变，就

得出[H,H] = 0，因此系统的能量守恒。这种情况

下通常说“系统的物理性质是时间平移不变的”，

或者“时间平移不变性导致能量守恒”。

2.5.2 分立对称性

考虑一个特殊的操作，即空间反演r → −r，

这个操作有时候称为宇称反演P，也就是P̂|ψ(r) >=

|ψ(−r) >。

由于宇称反演算符的平方p̂2 = 1，所以P̂的本

征值只能是±1，因此除了是个幺正算符之外，它

还是个厄米算符，也就可以存在相应的力学量。

我们把对应的力学量称为宇称。 当然这个力学量

能被观测到的结果只有±1。

宇称反演操作就是把整个空间的坐标翻转，

因此有P̂rP̂−1 = −r和P̂pP̂−1 = −p。而角动量因为

是r × p，所以在反演操作下不变，也就是P̂JP̂−1 =

J。

考虑某个系统，其哈密顿算符在空间反演下

不变也就是P̂HP̂−1 = H，这个表达式也就是P̂Ĥ =

ĤP̂因此P算符和H对易，宇称将是一个守恒量。

另一个类似的操作是时间反演t → −t的操作，

然而这个问题变得很复杂，因为原则上量子力学

中时间并不是一个力学量而只是一个参数。因此

并不存在和时间反演对应的守恒量。

2.5.3 应用

当问题本身包含对称性时，对系统的波函数

进行对称操作，由于系统的状态在这个操作中不

变，因此波函数只能乘以一个相乘因子。这种手

法在解决量子力学问题中很常用。

【实例：苯分子】 考虑苯分子，它的骨架部

分是一个正六边形的碳原子环。可以认为每个碳

原子的2p电子可以在临近原子之间运动，当电子

处于第i个原子附近的时候，态矢为|i >，假设只有
临近原子之间才有相互作用， 即设哈密顿量的矩

阵元i|H| j >当i = j时等于E,当i = j ± 1时等于V，其

他情况下为0.计算出这样的苯分子的第一激发能，

并和用同样近似计算的乙烯分子（两个相邻的碳

原子）的能量比较，说明苯的化学稳定性。

要点：近似波函数是
∑

i ci|i >，求和中包含分
子中的全部原子， 求解苯分子的本征方程时可以

使用对称性论证，即考虑绕分子轴转动60度的操

作， 这时1号碳原子转动为2号碳原子。2号变换

为3号，所以波函数变为
∑

i ci−1|i >，而旋转对称性
要求这个波函数和原来的波函数只能差一个相因

子eiλ，于是必定有ci = eiλci−1而且eiλc6 = c1,这样就

得出(eiλ)6 = 1，于是得到六个可能的λ，正好给出

六个可能的波函数。

对称性论证的另外一种常见用途是用来给

出矩阵元的选择定则。例如，考虑< n|x|m >这

个矩阵元，其中|n >和|m >都是宇称的本征矢，

即P|n >= Pn|n >,P|m >= Pm|m > 这个矩阵元就等

于< n|P−1PxP−1P|m >= −PnPm < n|x|m >，所以，
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如果PnPm = 1，整个矩阵元就为0.这就是光谱学

中的宇称选择定则：除非初态和末态的宇称相反，

否则跃迁禁止。

2.6 定态微扰法

定态微扰法是一种利用形式级数展开求解近

似结果的方法。考虑哈密顿量H = H(0) + λV，其

中λ ≪ 1，而H(0)的本征函数可以严格解出。通过

形式的级数展开，可以把ψ写成这些本征函数的无

穷级数，然后利用递推方法逐步算出级数的每一

项。理论上这个计算可以无限延伸下去，然而实

践中很少需要计算超过2阶的展开。

2.6.1 非简并情况

如果H(0)是无简并的，问题最为简单，设

E = E(0) + λE(1) + λ2E(2) + ...

ψ = ψ(0) + λψ(1) + λ2ψ(2) + ...

且H(0)的本征函数是

H(0)|n >= En|n >

按照多项式理论，匹配H|ψ >= E|ψ >级数展开式

的各次项，就给出逐级递推关系式。零级近似的

波函数就是 H(0)的波函数，也就是

E0 = E0
n

|ψ(0) >= |n >

第一级近似是

V |ψ(0) > +H0|ψ(1) >= E(0)|ψ(1) > +E(1)|ψ(0) >

两边乘以< n|就给出

E(1) =< n|V |n >

令|ψ(1) >=
∑

m,n am|m >，也就是不包含|n >分量，

两边乘以< m|给出

|ψ(1) >=
∑
m,n

< m|V |n > |m >

En − Em

第二级近似方程是

V |ψ(1) > +H0|ψ(2) >

= E(0)|ψ(2) > +E(1)|ψ(1) > +E(2)|ψ(0) > (2.22)

仍然假定|ψ(2) >=
∑

m,l dm|m >， 两边乘以< n|后得
到二级近似能量

E(2) =
∑
m,n

< m|V |n >< n|V |m >

En − Em

2.6.2 简并情况

简并情况的微扰，主要问题在于确定零级近

似波函数|ψ(0) >。这是因为如果H′的对称性和H(0)

不同的话，H对应于E(0)的本征函数将不是简并的，

因此即使零级波函数也不能在H(0)的波函数中任意

选择，而应该是H(0)对应于未微扰能级的本征函数

的若干线性组合。为了处理这个问题，将H(0)的本

征函数记为|nl >，其中 n是能量量子数，而l则是

区分简并的一个量子数。

U近似 首先考虑一阶近似，也就是

H(0)|ψ(1) > +H′|ψ(0) >= E(0)|ψ(1) > +E(1)|ψ(0) >

其中E(0) = Em，对于n=m的能级，本征态是p阶简

并的。
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除此之外，我们假定< ψ(1)|ml >= 0，也就

是微扰部分不包含所有n = m的态。技术上，如

果|ψ(1) >中包含n = m的态， 总可以把他们归

入|ψ(0)中。可以证明这个假设导致对|ψ(0) >的选

取会差一个整体相位因子，因为现在只考虑能级，

可以不考虑这个相因子。这样写成

|ψ(0) >=
∑

l

al|ml >

在两边乘以< mk|，利用正交性关系式，就得
出（假定H0的波函数都已经是正交归一化的）∑

l

al < mk|H′|ml >= akE(1)

这又得到久期方程，求解久期方程就得到p个一阶

近似能量。

得到的一阶近似能量有几种可能，如果p个一

阶近似能量各不相同，那么所有的al都可以直接求

出；这样就得出了零级近似波函数； 否则，微扰

后的能级仍然是部分简并的。这时，只有部分零

级函数的确定的，简并能级的波函数仍然可以任

意选择。

归纳一下U近似的基本思路，是将H分解为

块对角部分和块反对角部分。其中，每组对于相

同n的态l = k, j，Hnnk j构成了 H矩阵的一个对角块。

上述0级近似过程实际是首先对角化这个局部对

角块，也就是寻求一个幺正矩阵U使得U†H′U的

对角块成为对角 矩阵的过程。所以，这个过程

称为U近似。由于U近似只是对角化了H′的块内部

分，所以U†H′U并不是对角化的；但对角块外部

分 至少是一级近似，因此零级近似可以忽略它

们。

接下来的问题是一级近似波函数和二级近似

能量。如果在一级近似中所有本征态都已解除简

并，使用新的本征函数表达问题之后，问题就简

化为非简并情形，可以直接处理二级近似方程；

否则，零级近似波函数需要在二级近似中定出。

为了问题的清晰，我们在V近似中讨论。

例题1
假设哈密顿量为

H = H0 + V =
E1 0 0

0 E1 0

0 0 E2

 +


0 V1 0

V1 0 V2

0 V∗2 0


求解微扰基态能量到二级。

基态只需要处理能量为E1的能级。E1对应的

是简并情况，不难写出其久期方程就是∣∣∣∣∣∣∣ −E(1) V1

V1 −E(1)

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

从而一级近似能量是

E(1) = ±V1

零级近似波函数是

|ψ(0)
1 >=

1
√

2
(|1 > +|2 >)

|ψ(0)
2 >=

1
√

2
(|1 > −|2 >)

按照前面的描述，一级近似波函数为ψ(1)
i =

ci|3 >,其中i = 1, 2代表两个简并态。 在一级近

似方程两边乘以< 3|，就得出控制一级近似波函数
的方程：

ciE2+ < 3|V |ψ(0)
i >= ciE1

从而

ci =
< 3|V |ψ(0)

i >

E1 − E2
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为了求出二级近似能量，用< 1|和< 2|分别乘
二级近似方程的两侧，得到(注意ψ(2)

1i = di|3 >)

< i|ciV |3 >= E(2)
i ci

于是E(2)
1i =

<3|V |i><i|V |3>
E1−E2

对于E2对应的态的微扰，显然E(1)
2 = 0，因此

零级微扰波函数就是|2 >。联合前面得到的前两个
零级近似波函数， 已经得出了所有的零级近似波

函数，且在这一阶下已经没有简并能级，因此直

接利用一级近似方程就可以得出二级近似能量和

一级近似波函数。

V近似 在简并未完全解除的条件下，可以处

理V近似。基本思路是首先将零级本征函数重写

成U近似后的形式，或者说对原始本征函数进行一

个幺正变换 U使得

H = E(0) + λE(1) + λH′

注意在简并未解除的态之间，U矩阵是不定

的，对于这部分态直接取U矩阵为单位矩阵，其

中H′是H′矩阵的反对角块部分，因为这时的波函

数已经是U近似的，因此对角块部分已经是完全

对角矩阵。V近似的概念是再去寻找一个幺正变

换V使得H矩阵被对角化。因为严格对角化是不可

能的，所以仍然需要做微扰近似，即零级，一级，

二级近似这样。

用完全相同的方案去构造变换系统，即假

设U变换后的波函数是|nlv >，其中凡是简并的态

就直接取对应的U变换为单位变换，接下来，需

要同样将 本征方程依次展开到0阶，1阶和2阶，

仍然假定V (0)是仅对n, l全相等只有v不等的态才不

为0，而V (1)只对n, l有所不同的态才不为0， V (2)只

对于n不同的态才不为0，如此计算下去，这样，

在二级近似中就有可能解除原来在一级近似中未

能解除的近似。

我们用一个简单的例子来解释简并态的V近

似。

例题2
和上面的问题类似，但

H = H0 + H1 =
E1 0 0

0 E1 0

0 0 E2

 +


0 0 V1

0 0 V2

V∗1 V∗2 0


求基态能量到二级微扰。

这个问题中很容易看出按照前面的方法

有E(1)
1 = E(1)

2 = 0,因此ψ(0)无法在一级近似中定出。

由于这时候简并完全没有解除，U矩阵是个单位矩

阵。考虑到一共只有三个能级，头两个简并，而

第三个是不简并的，对于简并态，零级近似波函

数仍然由未微扰的本征函数线性组合而成，而这

两个态的一级修正波函数就只能包含第三个态成

分。

一级近似可以写出是（|ψ(1)
i >= ci|3 >，|ψ(0)

i >=

ai|1 > +bi|2 >):

H0|ψ(1) > +V |ψ(0) >= E(0)|ψ(1) > +E(1)|ψ(0) >

两边乘以< 3|得到

ci =
aiV∗1 + biV∗2

E1 − E2

然后写出二级近似方程，并且在两边乘以|1 >

和|2 >就得到

ciV1 = E(2)ai

ciV2 = E(2)bi

将ci的表达式代入得到久期方程，然后可以定

出E(2)和ai，bi。



2.6 定态微扰法 33

得出前两个态的零级近似波函数后，对

于E2态的微扰计算显然已经和非简并情况完全

相同，于是只要在求和中对(1),(2)两个态分别计算

就可以了。

上述计算因为只有E3一个对简并微扰影响的

状态,因此相对比较容易。如果包含更多的态，比

如有4个态， 1, 2简并同时3, 4简并，就需要对两个

态都进行上述展开，并且进入二级近似计算。

2.6.3 散射的波恩近似

我们来考虑连续谱的微扰法。如果势函数相

比粒子的总能量来说很小（绝对值很小或者影响

范围很小），那么可以把势能当成微扰，也就是

H0 = −
p2

2m
ψ(0) = exp{ikz}

H(1) = V (⃗r)

这基本是一种散射过程。因为粒子能量是由

入射参数给出，无需再考虑能量修正是什么，只

要求出微扰后的波函数。

写出一级微扰的方程式

V |ψ(0) >= (E − H0)|ψ(1) >

在坐标表象中写出这个方程就是

∇2ψ(1)(r) + k2ψ(1)(r) =
2mU
~2 ψ(0)(r)

其中U = 2m
~2 ,这就是电动力学中学到的推迟势

方程。为了求解这种方程，我们需要研究格林函

数G(r, r′)使得

∇2G(r − r′) + k2G(r − r′) = δ(r − r′)

对这方程两边做三维傅里叶变换，给出

(−k′2 + k2)G(k′) =
1

(2π)3

这个方程是奇性的，因为在k′ = ±k处有两个奇点。

为了使得这个方程有意义，我们可以把它改成

lim
η→0

(−k′2 + k2 + iη)G(k′) =
1

(2π)3

η是个无穷小量。逆变换这个表达式就得出

G(r − r′)

= lim
η→0

1
(2π)3

∫
exp{ik′ · (r − r′)}
−k′2 + k2 + iη

d3k′

=
1

(2π)3 lim
η→0

∫ ∞

0

k′2dk′

−k′2 + k2 + iη

×
∫

exp{ik′|r − r′| cos θ} sin θdθdϕ

=
1

(2π)2

1
i|r − r′| limη→0

∫ ∞

0

eik′ |r−r′ | − e−ik′ |r−r′ |

−k′2 + k2 + iη
k′dk′

=
1

4π2i|r − r′| limη→0

∫ ∞

−∞

k′ exp{ik′|r − r′|}
−k′2 + k2 + iη

dk′

最后用复变函数方法算出这个积分，计算方法是

在上半平面或者下半平面用大圆闭合围道，围道

中只有一个单极点。于是当η > 0的时候，得出

G(r − r′) = − 1
4π

exp{ik|r − r′|}
|r − r′|

这个G函数满足我们在散射理论中指出的无穷远处

渐近条件（出射），因此是我们需要的形式。

这样就得到

ψ(r) = exp{ikz}− 1
4π

∫
exp{ik|r − r′|}
|r − r′| U(r′) exp{ikz′}dr′

由于r ≫ r′,可以近似地写出

ik|r − r′| + ikz′ = ik(r − er · r′) + ikz′

令散射波的波矢k = ker,q = k = k′，得出

ψ(r) = exp{ikz} − eikr

4πr

∫
exp{−iq · r′}U(r′)dr′
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或者

f (θ, ϕ) = − m
2π~2

∫
exp{−iq · r′}V(r′)dr′

这个结果称为散射的波恩近似。

例题计算屏蔽库仑场V = A
r exp{−µr}的散射截

面。

这时是中心力场，首先将ϕ的积分求出，得到

f (θ) = − 2m
~2q

∫ ∞

0
r′V(r′) sin(qr′)dr′

= − 2m
~2q

∫ ∞

0
A exp(−µr′) sin(qr′)dr′

= −2mA
~2

1
µ2 + q2

当µ→ 0的时候，就得到经典的卢瑟福散射公式。

2.7 角动量耦合

考虑一个系统由两个子系统构成的情况，这

时系统的总角动量

J = J1 + J2

如果两个子系统之间没有内部联系，那

么J1,J2互相对易，总角动量的对易关系仍然

是J⃗ × J⃗ = i~J⃗。所以总角动量的本征值仍然是

J2| jm > = j( j + 1)~2| jm >

Jz| jm > = m~| jm > (2.23)

考虑两个子系统之间存在某种耦合的情况，

例如

H = f (J2
1 , J

2
2) + λJ1 · J2

这个哈密顿量可以写成

H = f (J2
1 , J

2
2) + λ

(J1 + J2)2 − J2
1 − J2

2

2

也就是哈密顿量是J2
1 , J

2, J2
n的函数，从而本征矢就

是| j1 j2 jm >。因此，如果我们求出了这个本征矢

的表达式，就得出了系统的本征态。

另一方面，子系统一的本征矢量是| j1m1 >，

子系统二的本征矢量是| j2m2 >，所以整个系统的

状态描述也可以通过描述所有 j1m1 j2m2获得。引入

一种新的乘法，称为直积，即| j1m1 >
⊗
| j2m2 >=

| j1m1 j2m2 >。它的含义是，| j1m1 j2m2 >这个态矢

表示子系统一的态矢是| j1m1 >，子系统二的态矢

是| j2m2 >。当用这个态矢和其他量进行计算的时

候，凡是和子系统一相关的项只对| j1m1 >发生作

用，和子系统二相关的项只对| j2m2 >发生作用。

在不发生混淆的情况下，我们可以直接将上述乘

法的直乘符号
⊗
去掉。这样，每一组 j1m1 j2m2都

会直乘出一组态矢，一共得到(2 j1 + 1)(2 j2 + 1)个

态矢，这些态矢显然是正交归一的，于是我们可

以使用这样的 | j1m1 j2m2 >作为希尔伯特空间的基

矢。

假设我们研究坐标表象，那么基矢显然

是|x1 >
⊗
|x2 >，波函数就是用这个基矢直接

乘到对应的|ψ1 >
⊗
|ψ2 >上，然后因为对于子系

统1和子系统2的计算 是独立的，子系统1给出一

个< x1|ψ1 >= ψ1(x1)，子系统2给出一个< x2|ψ2 >=

ψ2(x2)，最后的结果应该是两个结果之间的直积。

但是技术上坐标波函数都是数，其直积就是数的

乘积，也就是< x1x2|ψ1ψ2 >= ψ1(x1)ψ2(x2)，这就是

通常说“整个系统的波函数等于子系统波函数的

乘积”的来源。但是如果研究的是自旋问题，例

如自旋 1
2 ,那么每个子系统的波函数都是2维的列矩

阵，而容易看到整个系统的态空间是4维的，也就

是整个系统的波函数是4维列矩阵，只能说列矩阵

的每个矩阵元都是对应子系统波函数矩阵元的乘

积，而整个列矩阵是子系统列矩阵的直积。
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【习 题】 考 虑 两 个1/2自

旋s1和s2.在| j1m1 j2m2 >表象下写出s1,s2以及s1 · s2的

矩阵形式。

在另一方面，总角动量的本征矢量应该

是| jm >，这些本征矢也构成一组基矢。两组基

矢之间必然可以用某个幺正变换联系。 这个变换

关系可以写成

| j1 j2 jm >

=
∑
m1

∑
m2

| j1m1 > | j2m2 >< j1m1 j2m2| j1 j2 jm >

=
∑
m1

∑
m2

| j1m1 > | j2m2 > S j1 j2
m1m2 jm (2.24)

其中的S系数称为Clebsch-Gordan系数，代表

基矢变换之间的矩阵元。

这组系数的完成计算可以使用升降算符完成，

也可以查完整的系数表，当 j1, j2都很小的时候，

用升降算符+正交性关系最容易处理。 为此首先

指出，这组系数仅当m1+m2 = m且| j1− j2| ≤ j ≤ | j1+

j2|时才不为0。第一条是因为Jz = J1z + J2z，两边乘

以Jz之后再乘< j1m1 j2m2|就可以得出m = m1 + m2。

第二条可以直接从矢量耦合法则看出来， 也可

以可以通过在| jm >上执行若干次上升或者下降算

符证明，例如，假设对于 j > j1 + j2的态，展开系

数< j1m1 j2m2| j1 j2 j(m1+m2) >不为零，那么在这个

展开式两边用J+ = J1+ + J2+作用若干次，使左边成

为| j1 j2 j j >。现在来考虑右边的形式：在任何一个

态| j1m1 j2m2 >上乘以J+都会产生出两个结果，即

J+| j1m1 j2m2 >= a| j1m1 + 1 j2m2 > +b| j1m1 j2m2 + 1 >

因此乘以n次J+之后的结果是

J+n| j1m1 j2m2 >=
∑

k+l=n

akl| j1(m1 + k) j2(m2 + l) >

现在因为 j > j1+ j2，所以无论如何都会有m1+

k > j1或者m2 + l > j2，结果展开式的每一项都

是0。

这样，在(2.24)的右边全部为0，结果得

到| j1 j2 j j >= 0，但这是个基矢，其模应该等于1，

因此是不可能的。类似地可以考虑 j < | j1 − j2|的情
况。

其次考虑当 j1 + j2 = j且m1 = j1,m2 = j2的系

数< j1 j1 j2 j2| j1 j2 j j >。立刻看出这个系数为1，也

就是

| j1 j2( j1 + j2)( j1 + j2) >= | j1 j1 > | j2 j2 >

然后在此式子两边应用下降算符，马上得出

所有| j1 j2 jm >。其次，需要计算| j1 j2( j−1)( j−1) >，

按照前面叙述的选择定则，这个只可能由下面的

两个态构成：| j1 j1 − 1 j2 j2 >和| j1 j1 j2 j2 − 1 >，而

这两个态正好构成过| j j − 1 >，因此可以通过正

交性关系式得出对应的两个系数，随后知道所

有的| j1 j2( j − 1)m >。下一个计算 | j1 j2( j − 2)( j −
2) >则可以使用更多的正交性关系，依此类推，

当 j1和 j2有一个很小的时候这一算法很容易给出所

有的展开公式。

考虑最简单的情况，也就是 j1 = j2 =
1
2，如上

述，合成的角动量为 j = 0, 1。首先研究 j = 1的情

况，也就是

|11 >= |1
2

1
2
>

其中 j1, j2已经隐含。

使用下降算符后，得到

|10 >=
1
√

2

(
|1
2
− 1

2
> +| − 1

2
1
2
>

)

|1 − 1 >= | − 1
2
− 1

2
>
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其次需要计算| j = 0 >的情况，这只有一个可

能态是|00 >。如上述，|00 >必定由| 12 −
1
2 >和| −

1
2

1
2 >组成，而且它和|10 >必定正交，因此唯一可

能的解是

|10 >=
1
√

2

(
|1
2
− 1

2
> −| − 1

2
1
2
>

)
这样我们得到四个基矢，其中三个对应 j =

1,一个对应 j = 0。当哈密顿量取前述形式的时候，

我们就得出两个能级， 一个是三重简并态，另一

个是单态。

有时候需要考虑 j1 = 1和 j2 =
1
2的耦合，这个

计算可以完全类似地做出,即 j = 3
2 ,

1
2，而且

|3
2

3
2
>= |11

2
>

使用下降算符给出

|3
2

1
2
>=

1
√

3

(√
2|01

2
> +|1 − 1

2
>

)

|3
2
− 1

2
>=

1
√

3

(√
2|0 − 1

2
> +| − 1

1
2
>

)

|3
2

1
2
>= | − 1 − 1

2
>

剩下 j = 1
2的两个态可以使用和中间两个态的

正交性关系求出，结果是

|1
2

1
2
>=

1
√

3

(
|01

2
> −
√

2|1 − 1
2
>

)
和

|1
2
− 1

2
>=

1
√

3

(
|0 − 1

2
> −
√

2| − 1
1
2
>

)

2.8 绘景和演化问题

2.8.1 演化算符

现在考虑量子力学系统状态的演化。系统的

演化可以用薛定谔方程描述，对此方程形式地进

行积分得出

|ψ(t) >= U(t, t0)|ψ(t0) >

其中U(t, t0)称为演化算符，且

i~
∂

∂t
U(t, t0) = HU(t, t0)

当H中不显含时间时，U具有形式解

U(t, t0) = e−
i
~ (t−t0)Ĥ

由于是算符积分，通常不可能直接积出。下面考

虑一些比较简单的情况。 假设哈密顿的本征态是

已知的，即H|n >= En|n >，且|ψ(0) >可以写成

|ψ(0) >=
∑

n

an|n >

那么，注意到

f (H)|n >= f (En)|n >

，所以方程写成

U(t, t0)|ψ >=
∑

n

an exp{−i
En

~
(t − t0)}|n >

或者说

ψ =
∑

m

am(t)ψm

其中

am(t) =< m|ψ(t) >= am(0) exp{−i
Em

~
(t − t0)}

例1:
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t=0时刻的电子处于S x =
~
2中，加上y方向的磁

场B,求时刻t电子的自旋。

注：哈密顿算符是H = −µB = eB~
m σy。因此能

级就是E = ± eB~
m ，对应的本征矢为

| + y >=
1
√

2
(|1

2
> +i| − 1

2
>)

| − y >=
1
√

2
(|1

2
> −i| − 1

2
>)

初态是

| + x >= | + y >< +y| + x > +| − y >< −y| + x >

=
1 − i

2
| + y > +

1 + i
2
| − y >

于是在时刻t的态是

|t >= 1 − i
2

exp{−i
eB
m

t}|+y > +
1 + i

2
exp{+i

eB
m

t}|−y >

自旋可以通过计算< t|S |t >得出。
例2:
假 设 一 维 自 由 粒 子 初 始 的 波 函 数

为 1√
π

exp{−x2}。求t时刻后的波函数。

注意到演化方程现在是

|ψ(t) >= U(t, t0)|ψ(0) >= exp{− i
~

t
p̂2

2m
}|ψ(0) >

= U(p̂, t)|ψ(0) >

波函数就是< x|ψ(t) >，也就是

< x|ψ(t) >=< x|U(p̂, t)|ψ(0) >

=

∫
dp < x|U( p̂, t)|p >< p|ψ(0) >

(2.25)

然后注意到U(p̂, t)是 p̂的函数，也就是U(p̂, t)|p >=

|p > U(p, t)，因此

< x|ψ(t) >=< x|U( p̂, t)|ψ(0) >

=

∫
dp < x|p > U(p, t)

∫
dx′ < p|x′ >< x′|ψ(0) >

=

∫
dp < x|p > U(p, t)

∫
dx′

1
√

h
exp(−ipx′/~)ψ(x′)

=

∫
dp < x|p > U(p, t)

1
√

h
exp(− p2

4~2 )

=

∫
dp

1
√

h
exp(

ipx
~

) exp{− i
~

p2

2m
t} 1
√

h
exp(− p2

4~2 )

积分就得到所求。

2.8.2 绘景变换

上面的计算都是针对一组不变基矢的，也就

是基矢|i >和算符的矩阵形式Fi j都不随时间变化，

这种情况最为常用，称为薛定谔绘景(picture,区分

它和representation的区别)。在很多情况下，我们

可以使用另外一种描述方式，形式上， 这描述方

式类似于在力学中使用运动参考系。这样就得到

绘景的概念。这种变换过程称为绘景变换。以后

为说明是薛定谔绘景，在对应量下面增加一个s上

标。在薛定谔绘景下，基矢和算符的矩阵形式是

不变的，但态矢量的矩阵形式随时间变化。

考虑薛定谔绘景下的哈密顿量H s不显含时间

的情况，这时,假设演化算符可以求出，然后对所

需要研究的系统的态矢量 和算符做一个幺正变

换U−1，那么，得到海森伯表象下的态矢和算符形

式

|ψ(t) >H= U−1(t, 0)|ψ(t) >s= |ψ(0) >s

AH(t) = U−1(t, 0)AsU(t, 0)

注意这不是表象变换，因为我们没有改变基矢体

系。这个问题也可以等价地看成取态矢不变，而
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给所有基矢乘以一个U(t, 0)。这是因为

< n|ψH(t) >=< n|U−1(t, 0)|ψS (t) >= (U(t, 0)|n >, |ψS (t) >)

换句话说，这个观点等于在转动参考系中看问题，

在转动参照系中，原来静止的矢量现在开始旋转，

因此静止矢量的坐标随时间不断的变化， 而和参

照系一起旋转的矢量，其坐标却不再变化。

以后将取第一种观点，即基矢没有变化，而

在每一瞬间的态矢和算符上都作一个幺正变换。

两种观点本质上是等价的，但用第一种观点计算

起来比较清楚。

在海森伯绘景下，对应物理体系的态矢是不

变的，而算符随时间演化。假设A是个不显含时间

的算符，于是演化方程是（我们总是假定哈密顿

不显含时间）

i~
∂

∂t
|ψ >H= 0

i~
d
dt

AH(t) = [A(t)H ,HH]

后面这个方程称为海森伯运动方程。

由于在海森伯绘景中，对应系统的态矢量是

不变的，于是展开系数 < n|ψH(t) >也不随时间变

化。如果我们取能量表象，则

< n|ψH(t) >= exp(
i
~

Ent) < n|ψS (t) >=< n|ψS (0) >

换句话说，展开系数是不同的。如果在能量

表象中计算任何算符的矩阵元，就得出

< n|AH(t)|m >= exp[
i
~

(En − Em)t] < n|AS (t)|m >

容易从海森伯运动方程得出，如果AH和HH对

易则A算符不变，所以其在海森伯绘景下的对该体

系的态矢的平均值也不变，也就是这个算符对应

的物理量是个守恒量。

上述在两种绘景之间的变换只是一个含时幺

正变换，考虑两个算符F̂和Ĝ，其对易关系在薛定

谔绘景中是

[FS ,GS ] = WS

如果在同一时刻计算海森伯绘景中的算符F̂和Ĝ，

那么它们的对易关系是

[FH(t),GH(t)] = U−1(t)FS U(t)U−1(t)GS U(t)

−U−1(t)GS U(t)U−1(t)FS U(t)

= U−1(t)[FS ,GS ]U(t) = W(t)H

因此可知海森伯绘景中算符的等时对易关系和薛

定谔绘景中的算符对易关系相同。

此外不难看到如果系统的 态矢是|ψ(t) >，力

学变量算符是F(t)，那么有

< ψ(t)H |F(t)H |ψH(t) >

=< ψ(t)S |U(t)U−1(t)FS U(t)U−1(t)|ψS (t) >

=< ψ(t)S |FS |ψS (t) >

也就是在任何绘景下算出的力学变量期望值是一

样的。

海森伯绘景的计算很繁杂，但其主要优点是

演化过程被完全吸收到力学变量中，这使得海森

伯绘景下的量子化过程比较容易。

我们回到基本原理中的正则量子化方法，对

于熟知的自由粒子或者其他任何能够写出势能和

动能的系统，选择正则坐标和正则动量是很简单

的，但对于更一般的问题，如何选择什么是正则

坐标和正则动量呢？ 在一般的问题中，正则坐标

和正则动量可能并不具有任何“坐标”或“动量”

的含义。在经典力学中，选择正则坐标和正则动

量 的原则是使得正则运动方程能够给出正确的

系统运动方程。而在量子力学中，选定了对易关
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系[x, p] = i~之后，就可以得到海森伯绘景下的正
则坐标，正则动量以及哈密顿量，然后得出算符

演化方程（海森伯运动方程）。而我们可以要求这

个方程等价于体系的正则运动方程，这样，我们

就可以得到一个基本的正则量子化形式。

一旦得到了海森伯绘景下的哈密顿量，就可

以直接过渡到薛定谔绘景，然后就可以使用前面

发展的各种计算技巧给出量子力学结果。

例题：考虑LC振荡电路，其能量为

H =
1
2

LI2 +
1
2

Q2

C

而运动方程是

dQ
dt
= I

L
dI
dt
= −Q

C

写出其量子化形式。

显然，可以猜测I,Q是一对正则变量，为此注

意到两个运动方程联立后

d2Q
dt2 + ω

2Q = 0

是谐振子的经典运动方程，于是猜测应该取xH =

c1Q，pH = c2I，然后哈密顿量

HH =
1
2

L
c2

2

pH2 +
1
2

1
c2

1C
xH2

这样海森堡运动方程就是

dxH

dt
=

L
c2

2

pH

dpH

dt
= − 1

c2
1C

xH

也就是

dQH

dt
=

L
c1c2

IH

dIH

dt
= − 1

c1c2C
UH

为了使海森堡运动方程等价于电流方程，必

须有c1c2 = L。容易看出c1和c2的绝对值是无意义

的，因为两个量总可以成比例地放缩， 所以最后

取c1 = 1, c2 = L，也就是x = Q, p = LI就得到正确

的量子化规则:[QH(t), IH(t)] = i~L。

然后我们需要过渡到薛定谔绘景，于是薛定

谔绘景下，系统的态矢量（管他是什么意思！）应

该是|ψ >，且演化方程是

i~
∂

∂t
|ψ >= H|ψ >

为了研究这个演化问题，需要求解本征方程

H|En >= En|n >

其中H = 1
2L p̂2 + 1

2C x̂2 这显然是个谐振子的哈密顿，

于是

En = (n + 1/2)~ω

进一步地，可以得到基态的平均涨落噪声：

⟨∆q2⟩ = ~ω0C
2

换句话说，对于一个无穷小的LC电路，其电流和

电压即使在绝对零度下也不是一个定值，而是存

在一些极小的量子涨落。

考虑系统的哈密顿量可以分离成两部分的情

况，即HS = HS
0 + HS

1，其中主要部分HS
0可以严格

解出，这时，可以建立一种新的绘景，称为相互

作用绘景或者叫Dirac绘景。其基本思路是，使用

一个不完全的演化算符

U0(t) = e−
i
~ HS

0

进行类似海森伯绘景的幺正变换。

也就是

|ψ(t) >I= e
i
~ HS

0 |ψ(t) >S
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AI(t) = e
i
~ HS

0 AS e−
i
~ HS

0

这样得出态矢和算符都在演化，演化方程是

i~
∂

∂t
|ψ >I= HI

1(t)|ψ(t) >I

i~
∂

∂t
AI(t) = [A(t)I ,HI]

2.8.3 含时微扰论

含时微扰问题非常适合用Dirac绘景来处理，

考虑上边的态矢演化方程，取H0表象，则态矢演

化方程变为

i~
∂

∂t
< n|ψ(t) >I=

∑
m

< n|HI
1|m >< m|ψ(t) >I

写 成 矩 阵 形 式， 其 中< n|ψI(t) >就

是aI
n(t),而HI

1是

< n|HI
1|m >= e

i
~ (En−Em)t < n|HS

1 |m >

这样就得出

i~
∂

∂t
aI

n(t) =
∑

m

e
i
~ (En−Em)t < n|HS

1 |m > aI
m(t)

一旦解出了aI
n(t)，用逆变换可以直接给出薛定谔

绘景中的波函数

|ψ(t) >S=
∑

n

exp{− i
~

Ent}aI
n(t)|n >

许多书上使用下面的方法来处理这种微扰问

题：令系统的微扰后波函数为

ψ(x, t) =
∑

m

cm(t)ϕm(x)e
−iEmt
~

于是给出∑
i~ċm(t)ϕm(x)e

−iEmt
~ +

∑
cm(t)Emϕm(x)e

−iEmt
~

=
∑

cm(t)Emϕm(x)e
−iEmt
~ +

∑
cm(t)H′ϕm(x)e

−iEmt
~

左乘以ϕ∗n(x)e
iEnt
~ 并且积分就得出

i~
d
dt

cn(t) =
∑

m

cm(t)H′nme
i(En−Em)t

~

实际上这办法是对相互作用绘景（乃至海森伯绘

景）的另一种表述方式，因为如同前面所说的，

相互作用绘景中的幺正变换，等效于 将基矢演

化起来。也就是让基矢|n >改成|n(t) = U0(t)|n >，

如果|n >是能量本征态，那么< x|n(t) >就是

ϕn(x)e
−iEnt
~ 。

现在考虑HS
1 ≪ HS

0的情况，首先考虑最简单

的情况，即系统初态是am(0) = 1, an(0) = 0，微扰

是在t = 0时刻 加上的，那么，在第一级近似下，

演化方程的近似结果是

an(t) =
i
~

∫ t

0
exp(iωnmτ)Hnmdτ

而跃迁到k′态的几率就是|ak′(t)|2（相因子被去
除）。

现在考虑典型的周期性微扰，也就是H =

H1 sin(ωt) = F exp{−iωt} + F∗ exp{−iωt}，这时，上
述积分可以明显的算出,结果当ω , ωnm的时候，跃

迁结果是粒子在两个态中间振荡。

现在考虑ω ≃ ωnm的情况，这时粒子出现

在n态的几率是

P = Wnm =

∣∣∣∣∣∣ i
~

∫ t

0
exp{i(ωnm − ω)τ}Fnmdτ

∣∣∣∣∣∣2
计算上述积分并且取|En − Em| = ω的极限，利

用

lim
t→∞

sin2 αt
α2tπ

= δ(α)

以及

δ(ax) =
1
a
δ(x)

于是得出

P =
2π
~
| < n|F|m > |2tδ(En − Em − ~ω)
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也就是说，单位时间内的跃迁几率是(Fermi的跃迁

黄金规则)

W =
2π
~
| < n|F|m > |2δ(En − Em − ~ω)

在最后出现了一个δ函数，这是因为纯粹的单

色微扰不可能存在。有两种吸收掉这个δ函数的情

况，首先是末态为一组准连续的情况， 于是在单

位时间内，跃迁跑到某个末态En → En + dE的几

率，应该是上述的W乘以末态分布ρ(En)dE，并且

积分，也就是

W =
2π
~
| < n|F|m > |2ρ(En)

另一种情况是微扰不是纯粹单色的，或者说

微扰实际上是

H =
∫ ∞

0
{F(ω) exp(−iωt) + F∗(ω) exp(iωt)}dω

那么显然需要对上述ω进行积分，同样消除掉δ函

数:

W =
2π
~2

∫ ∞

0
| < n|F|m > |2δ(ωnm − ω)dω

=
2π
~2 | < n|F(ω)|m > |2

2.8.4 绝热和突发近似

回到演化问题，考虑一个在t=0时刻加上的扰

动，一般来说跃迁几率和扰动的具体施加方式有

关。假设扰动以一种极其缓慢的方式被施加到系

统中，对跃迁几率进行分部积分不难看出跃迁几

率为0。也就是说，在这种极其缓慢的 外部扰动

下，系统基本上保持在稳定状态中，只是状态本

身由于外部参数的改变而改变。在第一级近似下，

我们可以直接写出未来时刻的波函数:

ψ(t → ∞) = |H(t) >

这种近似称为绝热近似。一个典型的例子是分子

中的电子能级，当一个处于基态的分子发生振动

的时候，电子基本上维持在基态，不会跃迁到其

他状态。

一种完全对立的情况是扰动被以瞬间的方式

加在系统上。在第一级近似下，可以认为在扰动

加上后的瞬间，系统仍然处于原来的波函数描述

下， 也就是ψ(0+) = ψ(0−)，于是如果加上微扰之

后的本征态是|n′ >，那么在加上微扰后瞬间，系
统跑到|n′ >的几率是| < n′|ψ(0−) > |2。这种近似称
为突发近似。

2.9 电磁场中的粒子

2.9.1 电磁场中的无自旋粒子

现在考虑一个无自旋带电粒子在电磁场中的

运动。在量子力学中不存在力和加速度的概念，

因此不能直接用洛伦兹力的方法处理问题。解决

方法是按照经典力学和电动力学的方法，使用所

谓最小电磁耦合。

所谓最小电磁耦合是指在哈密顿量中做替

换(这不是严格的定义，但在现在基本可用）

p→ p − eA

H → H − eϕ

这样，粒子的哈密顿量可以写成

H =
1

2m
(p − eA)2 + V + eϕ

如同在经典电动力学里面学到的那样，A, ϕ的

选择具有相当的任意性。在非相对论问题中， 库

仑规范是比较简单的，也就是∇ · A = 0。将上面的

表达式展开，就得到
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H =
1

2m
(p2 − 2eA · p + e2A2) + V + eϕ

考虑最简单的情况，即只有一个恒定磁场B⃗。

这时矢量势可以写成A = 1
2 (B⃗ × r⃗),于是哈密顿量成

为

H =
1

2m
p2 − e

2m
B⃗ · (⃗r × p⃗) +

e2

8m
|B × r|2 + V

=
1

2m
p2 − e

2m
L⃗ · B⃗ + e2

8m
|B × r|2 + V

=
1

2m
p2 − µ⃗ · B⃗ + 1

8m
|B × r|2 + V (2.26)

最后出现了两个附加项，考虑对于原子的情

况，这时粒子具有近似守恒的轨道角动量。第一

个是µ = eL⃗
2m，称为粒子的轨道磁矩。也就是说，如

同在经典物理中一样，具有某个轨道角动量的电

子可以当成一个磁偶极子。

第二项的情况稍微复杂一点。考虑匀强磁场

中的一个原子，这个项就是

H′ =
1

8m
e2(B × r)2

通常我们用微扰方法处理这个问题，这时需要计

算< ψ|H′|ψ >。此外B × r = |B||r| sin θ，由于θ是随

机的，需要对sin2 θ进行统计平均，这个平均结果

是 2
3，于是结果是

E′ =
1

12m
e2B2r2

这样的原子放在磁场中出现了一个正的附加能量，

于是表示它的磁化方向和驱动磁场相反，这就是

抗磁性。

当除了磁场以外没有别的外场时，上述方程

可以严格解出。求解可以使用算符法或者直接求

解 坐标表象的薛定谔方程。后一方法相对比较

简单。假设磁场在z方向，由于矢量势选择的任意

性， 可以任意选择一个比较简单的表达式，我们

选择A = {0, Bzx, 0}，薛定谔方程就是

1
2m
{(−i~

∂

∂x
)2 + (−i~

∂

∂y
− eBzx)2

+(−i~
∂

∂z
)2}ψ(x, y, z) = Eψ(x, y, z) (2.27)

分离变量后，y,z方向都是平面波，即ϕ(y, z) =

exp{ i
~ (pyy + pzz)}，对应的能量是Ew =

(p2
y+p2

z )
2m ，而

在x方向的方程是：

(− ~2

2m
d2

dx2 +
e2B2

z

2m
x2 −

eBz pyx
m

)ϕ(x)

= [E −
(p2

y + p2
z )

2m
]ϕ(x) (2.28)

令x′ = x − py

eBz
，ω = eBz

m ，这方程就成为谐振子方

程：

(− ~2

2m
d2

dx′2
+

1
2

mω2x2)ϕ(x)

=

[
E −

p2
z

2m

]
ϕ(x) (2.29)

所以能级成为谐振子形式：

E = (n +
1
2

)~ωB +
p2

z

2m

其中ωB =
eBz

m ，这个能级称为朗道能级。

2.9.2 电子的自旋磁矩

对于自旋为 1
2的粒子，通常除了轨道磁矩还会

有一个自旋磁矩存在。在电子的情况下，自旋磁

矩可以写成

µ⃗S =
2e
m

S⃗ =
e~
m
σ⃗

因此，在磁场中的电子会存在两个附加磁能，其

中之一是外磁场导致的自旋磁能项

HS =
e~
m

B⃗ · σ⃗
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另一个是电子的自旋/轨道耦合相互作用项

HLS = λL⃗ · S

如果不考虑轨道运动，那么在静磁场中，电子存

在两个能级± e~
m B，分别对应自旋平行及反平行于

磁场。

对于自旋态a|+ > +b|− >，加上z方向的

磁场后，由于|+ >和|− >都是能量本征态，因

此 经过时间t,系统状态演化为a exp(i eB
m t)|+ >

−b exp(−i eB
m t)|− >。计算自旋期待值知道这个态

的自旋期待值以一定速度围绕z轴旋转。

【习题】如果系统初始处于|+ >态，加上一

个ω = 2eB
m 的变化磁场，求t时刻的自旋sz期待值。

例题

计算一个LS耦合l, s, j的原子在磁场中的塞曼

能量。假定磁能相对于自旋-轨道耦合能量可以当

作微扰处理。

这个问题的完整处理需要使用群论中

的Wigner-Eckart定理。尽管如此，我们可以用不

十分严格的方法来处理这个问题， 在加上磁场之

前，系统的状态写成|LS j jz >，加上磁场后，只处

理一级近似，能量是

∆E =< LS j jz|
eB
2m

Lz + 2S z|LS j jz >

=
eB jz~

2m
+ < LS j jz|

eB
2m

S z|LS j jz > (2.30)

第二项的直接计算需要写出|LS j jz >的展开式

（即，计算克莱布施-戈登系数），尽管如此，为

了避免繁琐的计算， 我们注意到描述系统唯一的

矢量就是J⃗，因此S⃗的期望值必然平行于J⃗的期望

值，所以 < s⃗ >= λ < j⃗ >且< s⃗z >= λ < j⃗z >。为了

计算λ，在式子两边点乘 j，也就是

λ =
j⃗ · s⃗
j2

求出λ就得出需要的结果，这个系数λ称为郎德因

子。

2.9.3 阿哈郎诺夫-玻姆效应 (A-B effect)

考虑电子的双缝衍射效应，假设在双缝之后

插入一个足够细的磁通量（例如一个螺线管或者

一根磁化的纤维），考虑这种情况下的波函数。我

们可以认为屏上的波函数是沿两条路径的波函数

之和。 考虑电子飞行路线上的波函数。在插入磁

通之前，薛定谔方程是

p̂2

2m
ϕ0(r) = Eϕ0(r)

插入磁通之后，可以改写成

1
2m

(p̂ − eA)2ϕ(r) = Eϕ(r)

直接验算得出这个方程的解为

ϕ(r) = exp
{

ie
~

∫ r

0
A(r′) · dr′

}
ϕ0(r)

插入磁通之前，设两条路径在屏上的波函数贡献
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分别是 f 0
1 (xc)和 f 0

2 (xc)，插入磁通之后就是

fc = exp
{

ie
~

∫
1

A · dr′
}

f 0
1 + exp

{
ie
~

∫
2

A · dr′
}

f 0
2

= exp
{

ie
~

∫
1

A · dr′
}

×
{

f 0
1 + f 0

2 exp
[
ie
~

∮
A · dr′

]}

于是，插入磁通之后，产生了一个额外的干涉程

差，将导致干涉条纹的变化。

当然实践中，电子波函数不可能是局限在两

条路径上。实际上这个问题的详细处理需要使

用路径积分法。考虑一种足够简单的情况，即磁

场完全束缚在 螺线管内，技术上需要对所有可

能的路径求和得到屏上的几率密度。但是干涉程

差 ie
~

∮
A · dr′决定于

∮
A · dr′=Φm，因此磁场造成的

干涉程差 仅仅决定于路径是在螺线管的上方还

是下方，因此干涉条纹的改变等效于将上方电子

的相位改变上述程差。于是效果就是干涉条纹会

移动一段距离。特别是， 即使磁通完全束缚在螺

线管内，从而电子运行的路径上并不存在磁场强

度B，仍然可以通过干涉条纹的变化检查到磁场的

存在。这种效应称为A − B效应。

A − B效应是电磁场全局性质的一个表现，注

意到
∮

A · dr′=Φ，也就是干涉程差决定于路径包围
的磁通，这说明实验结果仍然是规范不变的，也

就是A并不是一个可观测量，它包含某些没有物

理意义的内容；但在另一方面，如果用B来描述磁

场，则需要考察 全域的场强才能得出物理结果，

也就是B的局域描述是不足的。

2.10 电磁场的量子化和爱因斯坦

系数

2.10.1 半经典理论：吸收过程

我们首先用一个半经典的理论来处理电磁场

和原子的相互作用，即将电磁场看成一个外加场，

而原子在这个外加场的驱动下跃迁。 在原子物理

中我们知道原子和电磁场的相互作用具有三种类

型的行为：吸收，受激发射以及自发发射。

如同上面所述的，量子力学对这种微扰只能

给出一个跃迁几率，代表粒子在电磁场的推动下

跃迁到其他能级。 在典型的情况下，电磁场频谱

是连续的，而粒子的初末态是分立的。回到前面

计算跃迁几率的公式，首先注意在取库仑规范的

时候，微扰是 H′ = e
µ
A · p,其中p是电子动量算符。

一般情况下，光的波长远远大于原子大小,因

此可以使用近似A ≃ S0A(t)，考虑从m态到n态的跃

迁，跃迁几率是(S 0是电磁波的偏振方向)

P =
1
~2 | < n| e

µ
p̂ · S 0|m > |2

∣∣∣∣∣∣
∫ t

0
exp{iωnmt′}A(t′)dt′

∣∣∣∣∣∣2
假设A(t) =

∫ ∞
0
{A(ω)e−iωt + A∗(ω)eiωt}dω，直接

套用前面得出的跃迁规则，并对所有频率积分，

得出单位时间内跃迁几率是

Wm→n =
2πe2|A(ωnm)|2

µ2~2 (pnm · S 0)2

且必须ωnm =
En−Em

~ = ω

另一方面，对于电磁波E(t)，其电场能密度是

E = 2ϵ0

∫ ∞

0
|ωA(ω)|2dω =

∫ ∞

0
S (ν)

dω
2π

其中S是单位频率范围内的场能密度。也就是说

|A(ω)|2 = π

ϵ0ω2 S
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因此跃迁系数写成

W =
e2

2ϵ0µ2ω2
nm~2 (pnm · S 0)2S

而利用对易关系有

< n| p̂|m > = µ < n| 1
i~

[x̂, Ĥ]|m >

= µ
En − Em

i~
< n|x̂|m >

= iµωnm < n|x̂|m >

因此

W =
e2

2ϵ0~2 (xnm · S0)2S

此外xnm · S0 = xnm cos θ是原子在激光电场方

向的电偶极矩，由于一般来说原子是任意指向的，

需要对所有可能的方向做平均，平均结果产生一

个< cos2 θ >= 1
3的因子，最后得出爱因斯坦的吸收

系数是

B =
e2

6ϵ0~2 x2
mn

2.10.2 电磁场量子化：光子

上述算法只能给出吸收过程的系数，如同爱

因斯坦指出的，辐射和原子的相互作用包括三个

部分，吸收，受激辐射和自发发射。 上述方法没

有给出正确的发射过程，是因为处理中并没有自

洽地研究辐射场。 为了研究发射过程，还需要处

理辐射场的量子力学，或者说，对电磁场进行量

子化。

形式上，对经典场进行量子化和对原子进行

量子化没什么不同，同样是将场的运动方程写成

拉格朗日形式，再转化为哈密顿形式， 然后对

正则坐标和正则动量引入对易关系，就完成了场

的量子化。但问题在于，电磁场的场量A和ϕ并不

是可观察量，为 了使得结果有意义，首先必须

确定规范。由于规范条件的存在，不能直接把四

个Aµ分量当成正则变量，否则至少有一个方程是

奇异的。我们需要保证我们量子化使用的每个正

则变量都是独立变量。在历史上，这是建立电磁

场正则量子化形式的严重困难之一。

考虑一个在Ω体积内的自由电磁场，没有

电荷和电流源。由于我们的问题是非相对论的

（anyway,我们不讨论这里的“非相对论”到底是什

么意思）， 可以使用库仑规范。选定了库仑规范

后，将电磁场分解为傅立叶分量,即

A =
∑
k,λ

ukλ[ f (k, t)eik·r + f ∗(k, t)e−ik·r]

这里的ukλ是光的极化矢量,对于任何一个传播

方向k,有两个u，且ukλ · k = 0。

这样做的结果，得到的无穷个 f (k, t)是互相独

立的，它们包含了Ω内电磁场的所有可能自由度，

而且在Ω有限的情况下，这个求和是可数的。

运用波动方程得出各个 f (k, t)的运动方程是

d2 f
dt2 + k2c2 f = 0

于是必然有

f (t) = f0 exp(−iωt)

然后总能量是

H =
∑
k,λ

ϵ0c2k2( f f ∗ + f ∗ f )Ω

Ω是整个空间的体积。

现在我们可以用 f和 f ∗建立电磁场方程的正则

形式，由于 f和 f ∗是复数，直接将它们当成正则坐

标和正则动量是不行的，但不难看到可以取

q =
√
ϵ0Ω

ω
( f − f ∗)



46 第二章 量子力学的基础结构

和

p =
√
ϵ0Ω

i
( f + f ∗)

于是

H =
∑
k,λ

1
2

(ω2q2
k,λ + p2

k,λ)

而且麦克斯韦方程组是

q̇ = p =
∂H
∂p

和

ṗ = −ω2q = −∂H
∂q

这样q和p就可以看成正则坐标和正则动量了。

现在可以对q和p进行量子化，也就是（薛定

谔绘景）

[qkλ, pk′λ′] = i~δkk′δλλ′

接下来的解法只不过是谐振子问题的简单重

复，对每一组k和λ，引入a和a†使得

a =
1
√

2
(
√
ω

~
q + i

p
√
~ω

)

a† =
1
√

2
(
√
ω

~
q − i

p
√
~ω

)

不难算出

H =
1
2

∑
k,λ

~ω
(
ak,λa

†
k,λ + a†k,λak,λ

)
由于实践中H的表达式中存在一个无穷大

的
∑

k,λ
1
2， 这个剩余项影响以后的计算，我们可

以简单地用修改基态能量的方法将它减掉，也就

是

H =
∑
k,λ

~ωa†k,λak,λ

而自由电磁场的本征态就是一堆本征态的直

乘
∏

k,λ |nk,λ >，

a†k,λ|nk,λ >=
√

nk,λ + 1|nk,λ + 1 >

ak,λ|nk,λ >=
√

nk,λ|nk,λ − 1 >

且

H|nk,λ >= nk,λ~ω|nk,λ >

也就是自由电磁场的能量不是连续的，而是一份

一份的，在每个频率上，能量单位是~ω。 此外，
我们知道经典电磁场的动量是

P =
∫

cE × HdV

利用前面的A的表达式，得出对于我们量子化的电

磁场，有

P|nk,λ >= nk,λ~k|nk,λ >

也就是，现在的电磁场能量和动量都是量子化的，

这正是爱因斯坦和普朗克的光子理论。

尽管如此，正则量子化形式中我们很容易看

到，“光子”和“原子”在我们这个层次的理论中

有明显的区别。 “原子”是个实在的粒子体系，

而“光子”不具有任何“粒子”的含义，它只是电

磁场量子化的一个结论而已：全空间弥散的电磁

场， 在某个频率上的能量和动量是量子化的。我

们绝对不可能将上述量子化过程劈裂开，并且在

空间指定一小块区域说这里存在一个“光子”，因

为只有全空间存在的东西才能叫做场量。

2.10.3 发射过程和爱因斯坦系数

最后引入粒子和电磁场的相互作用，取H0是

粒子的哈密顿加上自由电磁场的哈密顿，相互作

用哈密顿可以从 前述的展开中取A的一阶项，于

是

H′ = − e
µ

A · p
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用微扰法处理这个问题，按照前面的处

理，显然只需要算出相互作用绘景中的矩阵元

< f |H′I |I >，而这个矩阵元就是

< f |H′S |i > exp{ i
~

(E f − Ei)t}

=
e
µ
< j′|A| j > · < m|p|n > e

i
~ [Em−En+~ω( j′− j)]t

注意到未微扰的矢量势A由a和a†的和给出，立刻

知道只有当 j′ = j±1时这个矩阵元才会有非0结果。

其中下降算符导致 j′ = j − 1,即辐射场能量减少一

个单位~ω，表示一个吸收过程，而上升算符导致
增加一个~ω代表发射过程。
上述相互作用绘景矩阵元包含一个周期函数，

按照前面对于周期微扰的处理，这个函数将在跃

迁几率中产生一个δ[Em − En + ~ω( j′ − j)]，也就是

说，只有能量守恒的跃迁才能产生有意义的跃迁

率。跃迁几率正比于薛定谔绘景的矩阵元平方再

乘以这个δ函数，于是正比于| < n − 1|a|n > |2和| <
n + 1|a†|n > |2， 这样发射过程比吸收过程要多
一项(n+1:n)，特别是即使对于N = 0也存在跃迁

到N = 1的几率，这就是自发发射过程。

三个爱因斯坦系数可以按照上述方法直接用

费米的黄金规则求出，也可以通过简单的比值原

理给出。首先，很明显薛定谔绘景矩阵元部分唯

一的差别是A的矩阵元。按照上面的分析，发射

矩阵元和吸收矩阵元之比就是n + 1 : n,n是初态

光子数。而吸收几率已经在前面给出，从而我们

立刻认识到发射项中的n和1分别代表受激发射和

自发发射，且受激发射产生的光子，其传播方向，

极化都和激励光完全相同。

看到爱因斯坦的公式是

dN+

N
= {A +Bi fρ(ω)}dω

dN−

N
= {B f iρ(ω)}dω

同时从上面的公式看到将光子自发发射和受

激发射到同一个态中以及吸收的几率比是1 : n : n，

因此Bi f = B f i。对于系数A ,一方面矩阵元带来

了一个1/n的因子，另一方面和受激过程不同，自

发发射的光子方向和极化都是随机的，应该把所

有可能的出射态求和。所以A应该等于Bρ/n乘

以末态的光子态密度。 光子的末态密度是ω2Ω
π2c3，

而ρ = n~ω/Ω，最后就得出

Ai f =
~ω3

π2c3 Bi f

2.11 全同粒子问题

当系统由若干个完全相同的粒子构成的时候，

会有一条额外的“原理”控制量子力学行为，这

就是全同性原理。粒子的 全同性，意味着任意

交换粒子不影响系统的物理状态。 我们把系统

的态矢写成|ξ1, ξ2, ..ξn >，其中每个下标代表了一

个粒子。（上述式子的意义是， 1号粒子的描述

量是ξ1,...)那么，交换不变性意味着|ξ1, ξ2, ..ξn >=

exp{iα}|ξ2, ξ1, ..., ξn >。由于任意两次同样的交换就

得出原来的态，所以有exp{iα} = ±1。

对于不同的粒子，上述的原理就成为选择正

负号的问题，在非相对论量子力学范围内，我们

把选择规则当成一条原理， 即：自旋为整数的粒

子取正号，称为玻色子，自旋为半整数的粒子取

负号，称为费米子。

对于N个粒子组成的系统，如果粒子之间没有

相互作用，那么整个系统的状态必然由各粒子状

态的乘积构成，哈密顿的本征矢就是|α1 >1 |α2 >2

....|αn >n，其中|ak >i中的下角标i表示描述的 是

第i个粒子，而ak描述了相应的状态。为了满足对

称性条件，需要对其进行对称化。于是整个态矢

写成
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|ψ >= 1
n!

∑
P

ϵPP̂|α1 >1 |α2 >2 ....|αn >n

其中P̂是排列算符，代表对αi做排列变换，而ϵ =

exp(iα)。

而对于费米子，上述态矢可以写成行列式的

形式

|ψ >= 1
N!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
|α1 >1 |α1 >2 ... |α1 >n

|α2 >1 |α2 >2 ... |α2 >n

... ... ... ...

|αn >1 |αn >2 ... |αn >n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
而对于玻色子，波函数是

|ψ >= 1
n!

∑
P

P̂|α1 >1 |α2 >2 ....|αn >n

在粒子之间有相互作用的情况下，态矢不能如此

简单的写出，然而可以将这些向量作为基矢。

2.11.1 两粒子的波函数

对于只有两个粒子的情况，问题变得很简单。

注意到从态矢到波函数的转换规则现在是

ψ(x1, x2) =< x1, x2|ψ >=< x1| < x2|ψ >

，系统波函数可以直接了当的写出。

考虑没有外场的特殊情况，这时，系统哈密

顿对于交换两个粒子是不变的：P−1HP = H。 忽

略自旋-轨道相互作用项，所以哈密顿量的空间部

分和自旋部分是独立的，也就可以写成

|ψ(r1, r2, s1, s2) >= |ϕ(r1, r2)χ(s1, s2) >

考虑空间交换算符Pr，就是交换两个粒子的

坐标，不难看出这个操作就是 将相对坐标r⃗ =

r⃗2 − r⃗1反演。在两个粒子的条件下，哈密顿的空间

部分在交换过程中不变（因为能量是个真标量），

于是进行空间坐标交换后的波函数必然也是系统

的本征函数。将质心坐标和相对坐标分解的话，

那么上述交换就是宇称反演操作， 按照以前的理

论，宇称算符的本征值只能是正负一：

Prϕ(r1, r2) = ±ϕ(r2, r1)

（对于两组坐标的函数我们总可以如此处理，即

使原始波函数没有这个对称性， 我们仍然可以将

其进行数学上的对称化操作）

对应地，必然有

Psχ(s1, s2) = ∓χ(s2, s1)

因此得到结论，如果哈密顿量中不包含自旋-轨道

耦合项，两粒子系统的波函数可以写成空间函数

和自旋函数的乘积，两个部分都是对称化或者反

对称化的。

例题

写出无限深方势阱两个1/2自旋无相互作用粒

子的基态和第一激发态波函数

2.11.2 多粒子体系的波函数

在初级水平上，对于多粒子(N ≥ 3)只能处理

粒子之间无相互作用的情况，这时需要做的是写

出每个粒子的本征函数，做直乘写出一个本征态

的基矢，然后对称化。

需要指出的是，在前面对于两个粒子的体系，

我们将整个波函数写成坐标函数和自旋函数的乘

积，并且证明两者都是或者对称 或者反对称的；

在三个以上粒子的情况，这个论证不成立，即不

能再分别对自旋函数和坐标函数对称化，而必须
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直接写出整个单粒子波函数ϕ(ri)χi,然后再做整体

对称化。

由于前面的对称化操作，不难看出对于费米

子，在行列式中每行的α都要不同，否则行列式

为0.也就是说，不允许 在展开形式中存在两个粒

子处于同一态中，否则波函数为0。

例题

考虑三个在库伦场中运动的电子，每个电子

有自身的自旋-轨道相互作用，忽略电子之间的相

互作用，写出基态和第一激发态波函数。
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第三章 统计力学基础

3.1 统计系综和微系综分布

考虑大量相同物理系统的集合，每个都按照

经典力学或者量子力学的规律运动。假设我们将

它们放在分离的宇宙中， 因此它们彼此之间互

不相关，每个系统的运动仅仅由其自身力学法则

确定。现在，每个系统在任意时刻的状态由相空

间中的一个点来确定，把所有点画在同一相空间

内，假如这个集合中系统的数目非常大，那么在

相空间中的任何一个位置都有相应于系统数量的

几率，因此可以对每个位置定义一个统计权重函

数ρ(p, q)，无疑这个函数要决定于系统满足的物理

规律，这样的相空间权重分布称为系综。

在物理上，当系统本身包含大量内部组成部

分时，测量系统的物理量必然得到一个统计分布，

假如测量是理想的，对于经典 系综，我们相信测

量的预期（平均值）将等于物理量按照系综权重

函数的平均：

< F >=

∫
F(p, q)ρ(p, q)dpdq

以后我们称这个权重函数为分布函数。所以

全部的问题简化为，如何针对某类型物理系统满

足的规律，求出对应系统的分布函数。

考虑一个孤立体系，即它不和其他任何外界

体系作用，那么其运动满足正则运动方程，其轨

迹在相空间形成一条曲线。如果体系有 N个自由

度，相空间是2N维的。由于能量守恒的限制(动能

正比于动量的平方，因此动量必须有限），系统能

跑到的相空间体积是有限的，它必须处于相空间

的等能面上。在某些情况下，相轨道形成闭合曲

线或者无穷逼近于一个闭合环，这类问题中，系

统的运动区间是非常确定的。 例如对于一维谐振

子，由于存在能量守恒限制，所以2维相曲线直接

可以简化为1维问题。另一个典型的例子是氢原

子，它有三个自由度， 也就是6个自由变量，能

量-角动量守恒给出四个方程，剩下两个自由变量，

轨道的闭合性（龙格-楞次矢量）给出第五个，这

样问题重新退化为一维。

然而对于体系内部粒子非常多的情况，不再

存在这种类型的限制条件，除了能量-动量-角动量

外，再没有更多的不变量（称为运动积分）， 这

时，系统的具体运动非常的复杂，相曲线的形状

一般来说不存在任何规律。然而，无规律本身就

是一种规律：我们假设， 在这种情况下，对于大

量初始条件没有任何规定（当然能量-动量-角动量

是相等的）的系统，它们独立运动形成的系综分

布函数是：

在在在相相相空空空间间间等等等能能能面面面上上上，，，观观观察察察到到到系系系统统统的的的几几几率率率处处处处处处

相相相等等等

这样的系综称为微正则系综。

由于测量能量不可避免的有误差，我们把微

正则系综的分布函数写成

51
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ρ(E) =

 ρ0,ε < E < ε + ∆ε

0,othercase.
(3.1)

在ε < E < ε + ∆ε的情况下，我们写出ρ0 =
1
ω
，

这里的ω是一个归一化系数，当对全部相空间积分

的时候，这个结果必须等于1。而这个积分实际就

是等能面附近一个薄层的体积。也就是

ω =

"
ε<E<ε+∆ε

∆ε
d3N pd3Nq

h3N

最后的h3N项是为了消去量纲。

对于量子体系，上述的理论需要做一些修改，

但基本框架是完全平行的，我们同样要求系统能

量处于 ε < E < ε + ∆ε范围内，所不同的是这时

候Ω是针对于系统能量E附近所有态的求和，或者

说

ω是是是能能能量量量本本本征征征值值值在在在ε到到到ε < E < ε + ∆ε之之之间间间的的的

态态态的的的总总总数数数

考虑一个最简单的例子：单原子理想气体，

体系的哈密顿是

H =
p2

2m
为了了解ω的性质，我们可以计算

Ω(E) =
"

H<E

d3N pd3Nq
h3N

ω就是它的导数乘以∆ε。不难看出W(E)的坐标部

分就是VN，而动量部分则是 3N维空间一个超球

的体积，这个结果必然和
√

2mE的3N次方成正比，

也就是

W(E) = KVN E3N/2

我们不需要计算系数K是什么，只要注意一

点，那就是Ω(E)是个和NVN E
3N
2 −1成正比的量，因

此它是个随着E,N增加增长极快的函数。

3.2 正则系综和平衡热力学原理

现在我们考虑实践中比较重要的一种分布，

称为正则分布。考虑整个宇宙中放入一个“基本

是独立”的体系。也就是说， 体系的内部粒子数

是不变的，而体系和外界之间可以交换能量，且

交换能量远小于系统能量，系统能量又远小于外

界能量。在交换过程中， 系统的体积和粒子数都

不发生变化。这样的系综分布称为正则分布。

无疑系统加上外界是个孤立体系，可以用微

正则系综来描述，所以系统+外界处在某个相空间

体积元的几率为ρdΩ。而系统处在某个体元dΩS的

几率ρS dΩS是

ρS dΩS =

∫
R
ρdΩS dΩR = dΩS

1
ω(E)

∫
ER=E−Es

dΩR

= dΩS
ωR(E − ES )

ω(E)

当相互作用不大的时候，系统能量会非常接

近于某个常数E0，此外系统远远小于外界，于是

我们可以将热源的ωR表达式在E − ES附近展开。

尽管如此，直接展开是不可能的，因为ωR(E)是

个E的3N/2次函数，也就 意味着每阶展开都多一

个量级为N的系数，因此需要保留大约N项，这

是没有意义的，我们可以展开logωR(E − ES )，即

令σR = logωR,然后展开得出

σR(E − ES ) � σR(E) − ∂σR

∂E
ES = σR(E) − βES

带入后，得出

ρS = exp{−ψ − βE}

第一个exp{ψ}是个归一化系数，可以通过积分
定出，也就是

ψ = log
{∫

exp{−βE}dΩ
}
= log P
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这里的P称为配分函数。

下一个问题是确认β.首先我们注意到，如

果A, B都和一个大热源接触且保持平衡，那么他

们的β相等，也就是 β只是热源的函数。热源具有

的唯一性质就是温度，所以我们确认β是温度的函

数。此外，我们可以计算系统的平均能量， 也就

是内能U，为此我们令Z = e−βA，然后

U =
1
Z

∫
Ee−βE =

(
∂(βA)
∂β

)
V,N

比较热力学中的关系式:

∂(F/T )
∂(1/T )

= U

我们知道A就是亥姆霍兹自由能F，而β = 1
kT。进

一步的我们可以得出其他力学变量，特别是， 我

们注意到

ρ = exp{F − E
kT
}

两边取对数且平均得出

log ρ̄ =
F − Ē

kT
=

S
k

所以系统的熵就是

S = −k log ρ̄

为了解释熵的含义，我们考虑系统内部粒子

数很多的时候，这时系统的主要分布都出现在平

均能量附近。出现几率是

ρ(E)dE = ρ(p, q)
dΩ
dE

dE

这个几率的积分为1，我们可以将它写成

1 = exp{(F − Ē)/k}∆Ω

∆Ω是系统代表点在相空间中的有效面积，而

S = k log∆Ω

这样，熵越大的系统，其分布函数在相空间中展

开得越宽，这个关系称为Boltzman关系式。

例例例题题题：：：能能能量量量均均均分分分定定定理理理

3.3 从系综问题到独立粒子分布

现在我们考虑一个问题特例，即近似理想气

体。我们从理想气体的极限出发。在理想气体的

条件下，分子之间没有相互作用，所以配分函数

就是

P =
1

N!h3N

∫
exp{−βE}dpdq3N (3.2)

=

(
1
h3

∫
e−βϵdpdq

)N

(3.3)

=
1

N!
Q3N (3.4)

其中Q = (2πmkT )3V
h3 。由于粒子不可分辨性的影响，

我们需要在前面乘以一个系数N!。

而分布函数是

ρ(ϵ1, ϵ2, ...) =
e−βϵ1

Q1

e−βϵ2

Q2
...

Q的计算中只需要处理单独一个气体分子的p, q，

最后我们得出一个分布定律：

对于近独立粒子构成的体系，每个粒子处于

能量E附近的几率是ρ(E)dE = 1
Z e−βE d3 pd3q

h ，这里

的E和Z计算都只需要计算单个粒子的变量，这个

定律称为Boltzman分布定律。

对于量子情况，问题变得复杂很多，因为这

时候我们需要对态求和。在能量表象中，我们用

组态描述能态，即E =
∑

j n jϵ j。实际上这个问题的

处理需要使用更复杂的技巧，但我们考虑一种极

限情况，即平均占有数非常低，导致几乎对所有

的态n j � 0。先假定单粒子的能态是不简并的，对

所有可能的组态求和，也就是
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Z =
∑
(n j)

exp{−β
∑

n jϵ j}

求和中需要约束
∑

j n j = N，另外如果对于费米子，

还要增加不相容原理的约束。

现在我们注意到0! = 1! = 1，所以我们可以认

为n j! = 1，此外，我们忽略不相容原理，于是在上

式中插入一组系数，即

Z =
1

N!

∑
(n j)

N!
n1!n2!...

exp{−β
∑

n jϵ j}

现在，求和变成了一个N项式定理的形式，于是

Z =
1

N!
[
∑

exp(−βn jϵ j)]N

于是，我们正确的得出了单粒子配分函数

以及前面的系数 1
N!。处在某个态的分布几率

是 1
Z exp(−βE)，而Z =

∑
exp(−βE j)。如果单粒子

状态中存在简并的情况，需要的只是在上述推导

中将简并能态拆成几个态来求和，结果配分函数

改成 Z =
∑

g j exp(−βE j)，其中g j是简并度。

必须注意的是，和上面计算正则系综的情况

一样，总的分布几率是两个项的乘积，一个是相

空间面积的倒数（配分函数）， 一个是分布函数，

结果通常导致一个极大值的存在。但和正则系综

不同的是，因为这里N=1，所以不会出现 极其尖

锐的极大值。

除了导出分布定律，对于独立粒子体系，还

可以利用配分函数写出状态方程，这是因为Z =

QN，因此自由能是A = NkT log Q − log(N!)，于是

压强需要满足方程p = ∂A
∂V，使用前面得出的Q表达

式，得到p = NkT
V ，这就是理想气体方程。

例题：给出麦克斯韦气体分子速率分布律。

例题：计算重力场中气体的密度分布函数。

我们考虑稍微变形一点的理想气体，即分

子间没有相互作用，但分子本身具有一定的大

小，那么，配分函数中对坐标的积分变成 Zq =

(V − b)3N。剩下的计算完全相同，因此得到这种气

体的状态方程为p(V − b) = NkT。

3.3.1 经典比热理论

稀薄气体的比热可以用上述定律很容易的计

算出来。不难看出，如果温度T对应的能量远高于

能级差，那么求和可以看成积分， 可以直接运用

能量均分定理导出每分子比热；否则，需要计算

平均能量。

通常情况下，对于稀薄气体，分子的平动和

转动能级都可以使用均分定理，于是可以给出平

动和转动对应的比热。但对于振动， 由于振动能

级比较高，需要直接计算玻尔兹曼配分函数。

振动能级是无简并的，而且ϵ j = ( j + 1/2)~ω，
所以

Q =
∑

exp{−βϵ j} =
exp{− 1

2β~ω}
1 − exp(−β~ω)

当β很大的时候，这个式子只包含第一项，就

是

Q � exp{−1
2
β~ω}

因此 U = 1
2~ω,而Cv = 0。

固体中，粒子之间并不是独立的。然而，不

难看到固体中唯一可能的运动就是分子在平衡点

附近的振动，因此，可以用正则变换将哈密顿化

简为一些简正振动哈密顿的和，然后运用能均分

定理就得出固体的摩尔比热为3R。

习题：研究固体比热的爱因斯坦模型。
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3.4 系综方法的应用

现在我们考虑系综方法的直接应用，由于这

时需要计算一个6N重的相积分，问题变得极其困

难，只有很少的情况下才能得到问题的严格解。

3.4.1 非理想气体的一阶近似

考虑稀薄的非理想气体，哈密顿是

H =
3N∑
i=1

p2
i

2m
+ V(q1, q2, ...q3N)

现在来计算配分函数，不难求出动量部分是

Zp =
1

N!λ3N

其中

坐标部分非常难以计算。我们引入下列近似：

首先，只考虑两体相互作用，因此V =
∑

i< j ui j。其

次，令 fi j = exp(−ui j/kT ) − 1，展开指数项上的求

和，只保留头两项，即，

exp{−V/kT } = exp{
∑
i< j

fi j} = Πi< j(1 + fi j) � 1 +
∑
i< j

fi j

于是，坐标部分的积分就是

Zq =

∫
exp{−V/kT }d3Nq = VN

+
N(N − 1)

2
VN−1

∫
f (r)d3r (3.5)

其中消去了相互作用两粒子的质心坐标。

化简后，最后一项是个仅依赖于相互作用函

数的常数，因此可以写成µ（不难看出µ < 0，于是

得到配分函数为

Z = ZpZr =
VN

N!λ3N
(1 +

µ

V
)

为了验证这个结果，考虑状态方程，注意

到p = − ∂A
∂V，代入后得到

(p − a
V2 )V = NkT

这是Van der Walls方程的一个特例。

为了达到更高的精度，可以对上述乘法展开

到更高阶次，最后就得到热力学中的维里方程

式。

3.4.2 Ising模型

系综方法另一个具有里程碑意义的工作是关

于Ising模型的研究，和前面说的维里展开不同，

Ising模型 是量子的。

考虑放在格点上的若干原子，每个原子具

有1/2自旋，而哈密顿只包含临近格点原子之间的

相互作用，这就是 Ising模型。

Ising模型的严格解非常困难，在1维和2维的

情况下，这个解已经有人给出，得到了重要的结

论：在二维条件下， 当原子相互作用趋向于使原

子互相平行排列自旋的时候，Ising模型的无外场

磁化强度

M =

 0, T > Tc

M0(1 − T/Tc)1/8
(3.6)

这意味着，这样一个模型将能反映实践中的铁磁

性转变。

一维的Ising模型不出现上述转变行为，而三

维下的Ising模型目前没有解析结果，只能用数值

方法和一些近似方法处理。
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3.5 量子统计法

3.5.1 巨正则系综

现在考虑量子统计，也就是平均占有数nl不再

趋近于0的状态。这时，必须区分玻色子和费米子

进行处理。在这个条件下，前面导出Boltzmann统

计律的技巧不再成立，对于玻色子，nl有可能大

于1因此引入的系数不正确，对于费米子，上述形

式中多算了很多状态。

主要的计算困难来自总粒子数限制
∑

l nl = N。

对于独立子系，无法通过上述多项式乘法转换为

独立粒子统计法。解决办法是考虑一个和大热源

及大粒子源接触的 体系，按照和前面导出正则

系综完全相同的方法，得到巨正则系综的分布公

式(现在只考虑量子形式，于是得到的是系统处于

具有N个粒子及能量E j的一个状态的几率)

ρ(N, E j) =
1
Θ

exp[−β(E j − µN)]

其中Θ起着正则配分函数的作用，称为巨配分

函数，它等于

Θ(β, µ) =
∑
N, j

exp[−β(E j − µN)] =
∑

N

zNZN

其中z = eβµ，而ZN是对应于N个粒子的正则配

分函数。

对于近独立粒子的集合，需要计算平均占有

数，不难写出

n̄l =
1
Θ

∑
N

zNnl(
∑
(ni)

exp{−β
∑

i

niϵi}) =
1
β

∂

∂ϵl
logΘ

3.5.2 玻色统计和费米统计

现在来计算巨配分函数。在巨配分函数表达

式中存在两重求和，其中对组态ni求和需要受到

总粒子数的限制，而对粒子数求和需要扩展到无

穷，因此总的效果等于对ni完全独立的求和，不做

任何限制，也就是

Θ =
∑

N

zN(
∑
(ni)

exp{−β
∑

i

niϵi}) (3.7)

=
∑

N

∑
(ni)

Π j(ze−βϵ j )n j (3.8)

=
∑
all

[(ze−βϵ0 )n0 (ze−βϵ1 )n1 .....] (3.9)

= [
∑

n0

(ze−βϵ0 )n0 ][
∑

n1

(ze−βϵ1 )n1 ]...... (3.10)

其中对ni的求和是涵盖所有可能取值，也就是

对于玻色子，是0, 1, ....,∞，而对费米子就是0, 1。

算出上述求和得到：

对于玻色子：

Θ = Πl
1

1 − ze−βϵl

logΘ = −
∑

l

log(1 − ze−βϵl )

第l个能级的平均占有数是

n̄l =
1

e(ϵl−µ)/kT − 1

对于费米子

Θ = Πl(1 + ze−βϵl )

logΘ =
∑

l

log(1 + ze−βϵl )

第l个能级的平均占有数是

n̄l =
1

e(ϵl−µ)/kT + 1
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3.5.3 理想气体的状态方程

为了进一步处理热力学问题，需要对Θ引入

和正则配分函数Z类似的公式，令 Ω = −kT logΘ，

当N给定的时候，Ω就转化为自由能形式。首先注

意到

Ω + µN = F = U − TS = G − pV

和热力学中的关系相比，知道

Ω = −pV

G = µN

也就是µ是系统的化学势。而

dΩ = −pdV − S dT − Ndµ

Ω称为热力学势。 利用这个关系，状态方程直接

等于

p = −kT
V

logΘ

3.6 量子统计法的应用

3.6.1 黑体辐射

黑体辐射有两种等价的处理方式：将辐射场

看成经典振子或者光子气体。我们首先从光子气

体的角度来考虑问题。 光子本身可以产生或湮

灭，因此粒子数N不是常数。在黑体辐射的情况

下，V,T为恒量，确定N的条件是自由能为极小，

但同时在V,T恒定的时候µ = ∂F
∂N，因此化学势必然

为0，也就是在达到粒子数平衡的时候，化学势

为0。

这样，光子气体在某个态上的平均占有数为

nl =
1

e
hωl
kT − 1

为了求出分布，需要给出对应某个频率

的状态数。 一个体积为V的箱子内，波数k处

于{kx, ky, kz}到{kx + dkx, ky + dky, kz + dkz}范围内的
状态数是 V

(2π)3 dkxdkydkz，换算成频率绝对值，并且

考虑到光有两种偏振，得到在ω到ω+ dω之间的状

态数是Vω2dω
π2c3 ，于是在这范围内的光子数为

dNω =
Vω2dω
π2c3

1

e
hωl
kT − 1

dω

最后得到普朗克的黑体辐射公式：

dEω =
V
π2c3

hω3

e
hωl
kT − 1

dω

3.6.2 德拜比热理论

考虑晶体的比热。在高温下，晶体比热很容

易求出为3R，但在低温下，比热会逐步衰减到0。

德拜给出了这种纯晶格振动比热的公式， 基本概

念是将晶体中的振动看成一组独立的简正模式。

作为独立振动模式，每个模式的平均能量可

以用玻尔兹曼统计法给出即

ϵν =
hν

ehν/kT − 1
+ ϵ0

问题只是计算模式的数目。

首先，在N很大的极限下，可以认为频率是

基本连续的，类似前面黑体辐射的结果，在频率

从ν到ν + dν的范围内，模式数大约是

2
4πV
c3

1

ν2dν +
4πV
c3

2

ν2dν = Bν2dν

此外，与光子气体不同，总模式数必须是3N,因此

定义一个截断频率νD，只考虑频率小于截断频率

的振动。

于是总的振动能量为
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U = E0 + B
∫ νD

0

hν3

ehν/kT − 1
dν

这就是德拜理论。

上述计算需要计算德拜积分，考虑当T− >

0的时候，这时可以将积分上限提高到无穷，于是

得出

U = E0 + B
kT 4

h3

∫ ∞

0

y3

ey − 1
dy

于是得出低温下的热容量为Cv → T 3。

当T → ∞的时候，将指数函数展成级数，于
是

U = E0 + kT
∫ νD

0
Bν2dν

最后的积分就是总模式数，它必定等于3N,于是热

容量还原为经典结果3R。

3.6.3 玻色-爱因斯坦凝聚

考虑有质量的玻色气体，这时粒子数守恒.按

照布居数公式，其化学势必须为负数或者0。化学

势的确定关系是

N =
∑

al =
4πVg

h3

√
2m3/2

∫ ∞

0

√
ϵdϵ

e
ϵ−µ
kT − 1

现在在保持N/V不变的条件下降低系统的温度，

这个积分必须保持常数，为了保持积分不变，µ必

须增大，但温度降低到一定程度的时候，会引起

µ=0。此后，µ已经不能再升高，继续降低温度，

这时出现了矛盾。

唯一的可能是在这时候大量粒子堆积在最低

能级上，确定这个温度的关系式是

N =
∑

al =
4πVg

h3

√
2m3/2

∫ ∞

0

√
ϵdϵ

e
ϵ−µ
kTC − 1

温度更低的时候，这个积分的结果是所有其

他能级上的粒子数，因此

Nϵ =
∑

al =
4πVg

h3

√
2m3/2

∫ ∞

0

√
ϵdϵ

e
ϵ−µ
kT − 1

算出这两个积分，得出

Nϵ = N(
T
Tc

)3/2

于是在温度低于TC后，大量粒子会“凝聚”

在基态上，称为玻色-爱因斯坦凝聚。

3.6.4 费米气体

和玻色气体不同，费米子因为每个状态只能

排布一个粒子，所以粒子必须从低到高逐步排列

到每个能级上。当系统温度为0的时候，从分布律

可以看出，凡是能量低于某个定值的状态，就会

直接得到一个为1的布居数，而能量高于这个值，

布居数就是0。在动量空间中，能量低于这个值的

状态成为一个球，球面就是等能面，这个面叫做

费米面，而整个球称为费米球。

考虑体积V中的粒子，在p到p + dp范围内的

状态数目为(电子有两个自旋状态)：

ω(p)dp =
8πV
h3 p2dp

因此费米球中的状态数是

N =
8πV
h3

p3
F

3

这样得出费米能量。

当温度不为零但仍然远远低于费米能量时，

可以用近似展开的方法计算费米气体的比热。计

算中，需要使用电子的能量动量关系式，此外还

需用到费米积分的展开式
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I =

∫ ∞

0

f (ϵ)dϵ

e
ϵ−µ
kT + 1

=

∫ µ

0
f (ϵ)dϵ +

π2

6
(kT )2 f ′(µ) +

7π4

360
(kT )4 f ′′′(µ)

习题：考虑中子星的核心部分，它是质子-中

子-电子达到基本平衡的状态。假设三种组分都是

极端相对论的，因此可以忽略静止质量。 计算质

子中子电子的数目比。
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第四章 特殊函数

4.1 勒让德多项式

4.1.1 按照本征函数的展开

在傅里叶分析中学到，任何在[0, 2π]中且满

足 f (0) = f (2π)的分段函数都可以展开成为傅里叶

级数。对于连续函数，展开级数在区间内一致收

敛于该函数。此外，如果函数的行为良好，则展

开系数随着n → ∞逐步趋向于0。这样，在解决问

题的时候，我们可以取前几个展开系数，并且利

用这些系数的行为研究函数的行为。由于傅里叶

级数的每一项都是三角函数，其微分性质比大部

分函数都好，所以通常这种展开会大大简化问题

的处理。

尽管如此，傅里叶展开也存在某些问题，其

中之一是，如果函数不连续，则在突变点处级数

将收敛于均值 1
2 ( f (x0 + 0) + f (x0 − 0)，这就意味着，

如果函数本身不是周期的，边界点0, 2π处的展开

将非常的不准确，特别是如果取的项数较少，在

边界处的函数误差将扩散出一段距离。

考虑一般情况，我们在量子力学中，常常采

用把某个态矢|ψ >展开为一组基矢的和的形式。当
投影到坐标表象的时候，问题就变成了一个函数

按照某些基函数的展开，这种展开可以写成

ψ(x) =
∑

n

cnϕn(x)

这种展开法的有用性依赖于某些条件。首先，

这个级数必须在所求范围内一致收敛于其和函数；

其次，为了计算系数cn的方便，我们要求基函数必

须是正交归一的，这是因为计算系数的方法是两

边乘以ϕ∗n(x)并且积分，所以只有当ϕn(x)正交归一

的时候，这个计算才容易作出。第三，对于大部

分“行为良好”的函数，系数cn必须足够快地 趋

向于0.

我们姑且不考虑第三个问题，问题就变为把

任何函数展开成为对应函数级数，第一个问题对

级数的性质提出了隐含的限制。例如，对于傅里

叶级数，因为每一项都是周期的，所以和 函数

也是周期的，于是这种展开仅能针对周期函数进

行。

上述问题的严格数学处理需要使用泛函分析，

但这里我们绕过这个问题，而是直接去寻找类

似于傅里叶级数的展开级数，并且研究其适用范

围。

4.1.2 正交多项式

无疑，在区间[-1,1]上，任何行为良好的函

数都可以用多项式展开，比如，Taylor级数就

是多项式展开的一个例子，只是其基函数

是1, x, x2, ...xn, ..，因此基函数不是正交归一的。上

面的分析说明，可以去寻找一组多项式ϕl(x)，它

61
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们满足正交归一性关系式∫ 1

−1
ϕ∗l (x)ϕl′(x)dx = δll′

无疑，头两个多项式是

ϕ0(x) =

√
1
2

以及

ϕ1(x) =

√
3
2

x

此 后，利 用ϕ2和ϕ1, ϕ0的 正 交 性 关 系 可 以 算

出ϕ2(x) = ax2 + bx + c，再进一步算出ϕ3(x)，如

此类推。

上述算法非常繁琐，而且我们需要ϕn(x)的明

显表达式，为此，我们首先注意到， n次多项式

有n+1个系数，而同时按照我们的要求它必须和前

面n个多项式ϕ0, ϕ1, ..., ϕn−1正交，这样 关于其系数

产生了n个方程式，此外归一化关系将产生另外一

个方程，所以如果严格限制正交归一关系，并且

要求所有多项式是实的， 则这些多项式将是唯一

的。然后可以考虑多项式

Pn(x) =
1

2nn!
dn

dxn
(x2 − 1)n

首先，这个多项式是一个n次多项式，所以可

以用作展开函数的基，剩下的只是考虑其正交关

系，不难写出

∫ 1

−1
Pn(x)Pm(x) =

1
2nn!2mm!

∫ 1

−1

dn

dxn
(x2 − 1)n dm

dxm
(x2 − 1)mdx (4.1)

右边积分号里面的东西可以分部积分得到

∫ 1

−1

dn

dxn
(x2 − 1)n dm

dxm
(x2 − 1)mdx

=
dn−1

dxn−1 (x2 − 1)n dm

dxm
(x2 − 1)m|1−1

−
∫ 1

−1
dn−1dxn−1(x2 − 1)ndm+1dxm+1(x2 − 1)mdx (4.2)

分部积分的第一项因为求导次数是n − 1，而乘方

次数是n，所以必然剩下一个(x2 − 1)没有被求导消

除，因此第一项必然是0.

反复运用上述分部积分手法，最后得到∫ 1

−1
Pn(x)Pm(x) =

1
2nn!2mm!

∫ 1

−1
(−1)n(x2 − 1)n dn+m

dxn+m
(x2 − 1)n+mdx (4.3)

考虑n > m的情况（如果n < m则交换分部积分顺

序)，于是得到n + m > 2m，所以这个积分为0。

如果n = m,则求导结果必然是

d2n

dx2n
(x2 − 1)n = (2n)!

最后的积分可以用变量替换(x = sin θ)+分部

积分求出，结果是∫ 1

−1
Pn(x)Pm(x) = δmn

2
2n + 1

于是，我们得到了一组正交的多项式Pn(x)，

而如果乘以归一化常数
√

2n+2
2 ，就得到需要的基函

数ϕn(x)。而Pn(x)称为n次勒让德多项式。

不难看出，利用勒让德多项式的展开，实际

等价于泰勒展开，因此需要函数的可微性质。

此外，可以证明Pn(1) = 1，这可以通过注意

到x2 − 1 = 2(1 − x)然后取n次微分得出。由于前面

所述的唯一性关系，n次正交多项式组之间最多只

能差一个系数，而一旦选择了Pn(1)，那么得到的

结果一定是勒让德多项式。
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4.1.3 多极矩展开和勒让德方程式

在电磁学中，在有限体积V内分布的电荷产生

的静电场，可以用积分形式表述为

V(R) =
∫

V

ρ(r)
|R − r|d

3r

可以将其展开为幂级数

V(R) =
∞∑

n=0

σn

Rn+1

这就是多极矩展开。我们取R⃗的方向为z轴并令l =

r/R，x = cosθ，引入

H(l, x) = R
1

|R − r| = (1 + l2 − 2lx)−1/2

于是可以把H(l, x)展开成为

H(l, x) =
∞∑

n=0

ln

n!
∂n

∂ln
(1 + l2 − 2lx)−1/2|l=0

于是只要算出上述导数，就可以通过积分求

出σn(与R无关)，这个做法称为多极矩展开。

可以一致地计算出上述所有导数，但实践

中不需要这么做，因为可以证明上述各项系数

实际就是勒让德多项式。 为了证明这一点，需

要用到勒让德多项式的唯一性：满足正交条件

和P(1) = 1条件的多项式必然是勒让德多项式。

注意到

∇2(
1

|R − r| ) = 0

写出

1
|R − r| =

1
R

∞∑
n=0

Pn(x)(
r
R

)n

代入拉普拉斯方程得出

in f ty∑
n=0

1
Rn+1∇

2[Pn(cosθ)rn = 0

乘以R之后取R− > ∞的极限得出

∇2(P0r0) +
∞∑

n=1

1
Rn
∇2[Pn(cosθ)rn = 0

后面那个求和在R− > ∞时必须等于0，于是

∇2(P0r0) = 0

。消去这一项，再乘以R2,继续取极限，依次进行

下去，最后得出

∇2[Pn(cosθ)rn] = 0

展开∇2的球坐标表达式，并且注意到

1
r2

∂

∂r
(r2 ∂

∂r
)rn = n(n + 1)rn−2

得出

1
sinθ

d
dθ

[sinθ
dPn(cosθ)

dθ
] + n(n + 1)P(cosθ) = 0

恢复到使用x的表达式，得到勒让德方程式

d
dx

[(1 − x2)
dPn(x)

dx
] = −n(n + 1)Pn(x)

现在的任务是证明这里的Pn(x)就是我们导

出的勒让德多项式。 考虑上述H(l, x)的展开，其

第n个系数必然是关于x的n次多项式（证明之）。

将上述方程写成本征方程的形式，即

HPn(x) = −n(n + 1)Pn(x)
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使用分部积分法不难证明H是个Hermite算子：∫ 1

−1
ϕ∗Hψdx = ϕ∗(1 − x2)

dψ
dx

∣∣∣1−1

−
∫ 1

−1
(1 − x2)

dψ
dx

dϕ∗

dx
dx

= −
∫ 1

−1
(1 − x2)

dψ
dx

dϕ∗

dx
dx (4.4)

同样计算得出∫ 1

−1
ψ∗Hϕdx = ψ∗(1 − x2)

dϕ
dx

∣∣∣1−1

−
∫ 1

−1
(1 − x2)

dϕ
dx

dψ∗

dx
dx

= −
∫ 1

−1
(1 − x2)

dϕ
dx

dψ∗

dx
dx (4.5)

这两个表达式正好共轭，于是Pn(x)必然正交；剩

下的任务只是证明Pn(1)为1。 当x = 1的时候展开

式是
1

√
1 − 2l + l2

=
1

1 − l

所以立刻知道Pn(1) = 1。

H(l, x)称为勒让德多项式的母函数，也叫生成

函数。

4.1.4 递推关系

实际上在理论研究中很少计算勒让德多项式

（尽管在数值处理中经常需要），通常使用一些递

推公式来处理。基本思路是在上述展开公式两边

取对数，于是

−1
2

log(1 + l2 − 2xl) = log(
∑

n

Pnln)

然后对参数求导，例如对l的求导给出

−l + x
1 + l2 − 2lx

=

∑
n nPnln−1∑

n Pnln

乘以(1 + l2 − 2lx)
∑

n Pnln，化简后得出

(n + 1)Pn+1(x) − (2n + 1)xPn(x) + nPn−1(x) = 0

这是常用的递推公式之一。此外如果对x求导，则

得出另一个递推关系式

P′n+1 − 2xP′n + P′n−1 = Pn

4.2 球谐函数

在前面的结果中可以看出，不考虑ϕ的情况

下，勒让德展开式在球坐标系统的角向函数是完

备的。现在来考虑角向方程，不难证明角动量算

符
1

sin θ
∂

∂θ
(sin θ

∂

∂θ
) +

1
sin2 θ

∂2

∂ϕ2

是个厄米算符，于是它的本征函数是正交的，可

以证明也是完备的。现在考虑如何写出它的本征

函数。

分离变量后，ϕ方向的方程变得非常简单，其

解简单的是eimϕ，而θ方向的方程为

1
sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂Θ

∂θ
) + (λ − m2

sin2 θ
)Θ = 0

直接求解这个方程相当困难，但我们不难看

到，在这个问题中，一般意义上的基本函数系

是cosn θsinmθeimϕ，而相比于勒让德多项式，前面

的θ多项式显然是勒让德多项式对θ做若干次微分

的结果。考虑这个问题，引入

Pm
l (x) = (1 − x2)m/2 dm

dxm
Pl(x) = (1 − x2)m/2ym

l (x)

剩下的只是繁琐的计算，最后得出

d
dx

[(1 − x2)
d
dx

Pm
l (x)] + [l(l + 1) − m2

1 − x2 ]Pm
l (x) = 0



4.3 贝赛尔函数 65

于 是， 我 们 得 出： L2的 本 征 函 数

是P|lm|(cosθ) exp imϕ，本征值为l(l + 1)。这个函数

称为球谐函数。通常我们取其为正交归一的，于

是需要再乘以一个归一化因子。 正交性条件由

算符厄米性可以直接得出，也可以通过直接计

算Pm
l (x)的积分得出。需要注意的是，勒让德多项

式的正交性条件是对x = cosθ的积分，所以球函

数的正交性条件必然也是针对x的积分，或者如果

用θ, ϕ积分需要乘以体积因子sinθ："
Y∗lm(θ, ϕ)Tl′m′(θ, ϕ)sinθdθdϕ = δll′δmm′

归一化后的球函数写成

Ylm(θ, ϕ) =

√
(l = |m|)!(2l + 1)

(l + |m|)!4π P|lm|(cosθ)eimϕ

最后，引入球函数的加法定理，考虑三套同

原点的坐标系，则

Pl(cosθ) =
4π

2l + 1

l∑
m=−l

Ylm∗(θ′, ϕ′)Ylm(θ′′, ϕ′′)

4.3 贝赛尔函数

前面的球函数理论，给出了在球坐标中许多

问题的展开模式，现在考虑另外一个典型的模式，

即柱坐标中的展开。

4.3.1 贝赛尔函数和诺依曼函数

考虑贝赛尔方程

x2 d2y
dx2 + x

dy
dx
+ (x2 − ν2)y = 0

如果ν不是整数，那么使用级数法就求出两个基本

的解

Jν(x) =
∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(k + ν + 1)( x
2 )2k+ν

以及

J−ν(x) =
∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(k − ν + 1)( x
2 )2k−ν

如果ν是个整数，那么问题变得比较困难，此

时Jnu和J−ν具有相同的形式。此时需要构造一个

和 jν线性无关的函数来构成基本解。一个常用的选

择是

Nm(x) = lim
ν→m

Nν(x)

而

Nν(x) =
Jν(x)cosνπ − J−ν(x)

sinνπ
于是

Nm(x) =
1
π

[(
∂Jν
∂ν

)ν=m − (−1)m(
∂J−ν
∂ν

)ν=m]

J和N分别称为贝赛尔函数和诺依曼函数。

如同我们前面指出的，函数系展开中，必须

考虑函数的收敛性，对于柱坐标展开，展开中包

含零点和无穷远点， 利用渐近展开法可以得到这

两个函数的无穷远行为

Jν(x) ∼
√

2
πx

cos(x − nπ
2
− π

4
)

Nν(x) ∼
√

2
πx

sin(x − nπ
2
− π

4
)

或者说这两个函数都是振荡收敛的函数。

在零点附近，J函数的行为是正则的，也就是

J0(0) = 1 (4.6)

Jn(0) = 0 (4.7)

而诺依曼函数则是个发散函数，也就是当x → 0的

时候

N0(x) ∼ log x (4.8)

Nn(x) ∼ x−m (4.9)
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换句话说，对于零点处行为是正则的函数，其柱

坐标展开中将只包含贝赛尔函数。 最后，有时候

需要使用一个复数形式的贝赛尔函数，即

H(1)
ν (x) = Jν(x) + iNν(x)

H(2)
ν (x) = Jν(x) − iNν(x)

这一对函数称为汉克尔函数。

通常也可以用递推关系式计算贝赛尔方程，

即

Jν−1(x) + Jν+1(x) =
2ν
x

Jν(x)

以及

Nν−1(x) + Nν+1(x) =
2ν
x

Nν(x)

此外还有各种类型的递推公式，一般我们把满足

下列递推关系的函数Zν(x)称为柱函数：

Zν−1(x) + Zν+1(x) =
2ν
x

Znu(x)

Zν−1(x) − Zν+1(x) = 2Z′ν(x)

d
dx

(xνZν) = xνZν−1

d
dx

(x−νZν) = −x−νZν−1

柱函数必然满足贝赛尔方程。（虽然反之未必）

4.3.2 生成函数和展开公式

通过直接求导，可以写出贝赛尔函数的生成

函数：

e
x
2 (t− 1

t ) =

∞∑
m=−∞

Jm(x)tm

或者用围道积分表示为

Jm(x) =
1

2πi

∮
e

x
2 (t− 1

t )

tm+1 dt

这个展开公式在理论研究中相当重要，起着

类似多极矩展开式的作用。特别是，如果取t =

ieiθ就得到

exp(ix cos θ) = J0(x) +
∞∑

n=1

inJn(x) cos nθ

4.3.3 柱坐标方程的解

通常贝赛尔方程是在求解柱坐标中的波动方

程的时候产生的。如同球坐标中的球谐函数展开

一样，圆柱域内的函数总可以展开成为柱函数的

级数。写出柱坐标中的拉普拉斯算符，它是

∇2 =
1
r
∂

∂r
(r
∂

∂r
) +

∂2

∂z2 +
1
r2

∂2

∂ϕ2

于是，基函数可以写成

umkν = Rnu(r) exp{ikz} exp{imϕ}

其中决定径向函数的方程是

1
r
∂

∂r
(r
∂R
∂r

) + (λ − k2 − m2

r2 )R = 0

当λ − k2 > 0时，取x =
√
λ − k2r，这个方程就化为

贝赛尔方程，因此其解就是m阶贝赛尔函数。

如果λ − k2 < 0，可以在贝赛尔函数中做变

换x = iy，这样得到虚宗量形式的解。

在处理这类问题中，通常会用到贝赛尔函数

零点的一些定理：

1. Jm(x)有无穷多个实零点，且所有零点都是

实数，在数轴上对称分布。

2. 在Jm(x)的两个零点之间有且只有一

个 jm+1(x)的零点，反之亦然。

3.Jm(x)的最小正零点比Jm+1的最小正零点小。
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习题：求解圆形波导管中的波振动模式。

此问题可以直接用展开式求解，然而，需要

考虑λ − k2的正负号，看起来，似乎模式波长可以

等于无穷大，但实际上，圆柱形波导管的边界条

件是r = R0处振动为0.从贝赛尔函数的性质一，知

道虚宗量贝赛尔函数没有有限零点， 于是，相应

于虚宗量贝赛尔函数的展开系数都是0（否则将在

边界处展开一个有限和），所以，最高振动模式将

被限制。

当进行实际计算的时候，需要求出相应于贝

赛尔函数的展开系数。其基本解决方案仍然是引

入正交归一关系式。我们注意到∇2是个厄米算符，

因此它相对于不同本征值的本征函数正交，也就

是（为了简单，只写出两维）

"
[Jν(r)∗e−imθ][Jν′(r)eim′θ]dxdy = Cδνν′δmm′

变换到极坐标，考虑m = m′ = 0的情况，得出正交

关系式 ∫
rJν(r)Jν′(r)dr = Cδνν′

这里的积分区间是实际问题的区间，例如对于我

们前面的问题，就是从0到波导管半径R。接下来

需要计算出常数C。由于实际计算的时候在区间内

积分，需要引用边界条件才能求值。例如针对前

面的第一类边界条件，积分域为0到R,把贝赛尔方

程写成

x2Jm(x) = m2Jm(x) − x
d
dx

[xJ′m(x)]

这样 ∫ R

0
xJ2

m(x)dx =
1
2

∫
J2

m(x)d(x2)

=
1
2

[x2J2
m(x)|R0 − 2

∫ R

0
x2JmJ′mdx]

=
1
2

[(xJm)2 − m2J2
m + (xJ′m)2]R

0 (4.10)

这样就可以给出所需要的积分常数。

4.4 球贝赛尔函数

考虑球坐标中的亥姆霍兹问题，径向方程现

在变成

∂

∂r

(
r2 ∂Rnl

∂r

)
+ [k2r2 − l(l + 1)]Rnl = 0

首先消除掉k,即令x = kr，方程成为

x2R′′ + 2xR′ + [x2 − l(l + 1)]R = 0

再引入R = y√
x，得到标准形式的方程

x2y′′ + xy′ + [x2 − (l +
1
2

)2]R = 0

于是这个方程的解就是 j+ 1
2阶的贝赛尔函数。

通常我们把这个径向方程的解乘以一个系

数
√
Π
2，称为球贝赛尔函数：

Rnl(r) =
√

π

2kr
Jl+ 1

2
(r) ≡ jl(kr)

球贝赛尔函数可以用三角函数表达出来，例

如

j0(x) =
sin x

x

j1(x) =
sin x

x2 −
cos x

x
依次类推。

【练习】写出球贝赛尔函数当x → ∞时的渐
近公式。


